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Введение. Необходимость разработки методов рационального проектирования кон-
струкций из слоистых композитных материалов объясняется постоянным расширением

сферы их применения в различных областях техники, в частности в авиастроении. Су-
ществует значительное количество работ, посвященных исследованию элементов таких

конструкций [1, 2]. Однако в настоящее время внедрение результатов научных исследо-
ваний в практику проектирования конструкций из композитов существенно отстает от

потребностей расчетчиков. Это объясняется сложностью структуры самих композитов,
спецификой их деформационных свойств, нестабильностью характеристик, чувствитель-
ностью к концентраторам напряжений.

В данной работе методом покоординатного спуска на единичном интервале решаются

задачи весовой оптимизации анизотропных конструкций при ограничениях по прочности,
устойчивости и т. д. Напряженно-деформированное состояние пластин определяется с ис-
пользованием аппарата граничных интегральных уравнений [3], наиболее эффективного
в задачах с большими градиентами напряжений, обусловленными наличием отверстий и
других концентраторов. В качестве примеров оптимизации рассмотрены консольная балка
при изгибе; плоская панель, нагруженная в своей плоскости; панель, ослабленная эллип-
тическим отверстием и нагруженная изгибающими и крутящими моментами.

1. Метод покоординатного спуска на единичном интервале. При проектиро-
вании конструкций необходимо обеспечить выполнение значительного количества проти-
воречивых требований, например обеспечить минимум веса при выполнении ограничений
по прочности, устойчивости, ресурсу и т. д. Для решения поставленной задачи исполь-
зуются методы оптимального проектирования (градиентные методы, метод случайного
поиска и т. д. [4, 5]), в которых жесткостные параметры элементов варьируются таким
образом, чтобы при выполнении заданных ограничений обеспечивался минимум веса. При
этом параметры варьируются на интервале [0;∞). В данной работе для этой цели предла-
гается применить метод покоординатного спуска на единичном интервале, предложенный
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в работах [6–8]. Это позволяет использовать методы оптимизации на конечном интервале
(метод деления отрезка пополам и метод золотого сечения) [9].

Рассмотрим элемент конструкции, представляющий собой панель (пакет n слоев из
различных материалов), нагруженную спектром нагрузок Np (N — вектор нагрузок;
p = 1, . . . , P — порядковый номер варианта нагружения). Каждый слой имеет толщи-
ну hk, удельный вес γk, заданные упругие, прочностные и геометрические характеристи-
ки (например, угол укладки ϕk). Для каждого слоя k = 1, . . . , n и каждого варианта на-
гружения p должен выполняться набор ограничений по прочности, устойчивости и т. д.:
(Φi

k)p(h1, . . . , hn) 6 1, i = 1, . . . , I (I — количество учитываемых ограничений). Вес пане-

ли пропорционален величине V =
n∑

k=1

γkhk. Уравнение огибающей функций ограничений

имеет вид

Φ(h1, . . . , hn) = max
i,k,p

{
(Φi

k)p(h1, . . . , hn)
}

= 1.

Задача оптимизации заключается в нахождении величины min
h1,...,hn

V при заданных на-

грузках Np (p = 1, . . . , P ) и выполнении ограничений Φ(h1, . . . , hn) = 1, т. е. является
многопараметрической.

Введем новые параметры оптимизации, областью изменения которых является ко-
нечный интервал. Относительный вес слоя равен ωk = hkγk/V (k = 1, . . . , n). Значе-
ния ωk принадлежат отрезку [0; 1]. Зафиксируем произвольно некоторый номер j, такой
что 1 6 j 6 n. Пусть ω∗ = max

k 6=j
(ωk). Введем соотношения между весами слоев ω̄k = ωk/ω

∗,

k = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n, ω̄k ∈ (0; 1]. Как показано в работе [7], для фиксированных
значений V , j, ωj , ω̄k (k 6= j) однозначно определяется толщина каждого слоя.

Минимизация веса конструкции проводится последовательно. На первом шаге при-
нимается j = 1. Фиксируется соотношение между толщинами остальных слоев ω̄k = 1
(k 6= 1), затем строится зависимость Vj = Vj(ωj) перебором значений ωj (рис. 1). Ми-
нимальное значение Vj = Vj opt определяет значение ωj opt. На втором шаге принимается
значение j = 2 и т. д.

Рассмотрим случай, когда зависимость Vj = Vj(ωj) есть вогнутая функция [7]. Это
позволяет применить при оптимизации метод золотого сечения [9], значительно ускоряю-
щий процесс оптимизации (рис. 2). На рис. 2 ωj1 = 0,38, ωj2 = 0,62.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. К методу покоординатного спуска

Рис. 2. К алгоритму оптимизации, основанному на методе золотого сечения
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2. Постановка задачи весовой оптимизации конструкций из композитных
материалов. Композитная конструкция представляет собой пакет слоев k = 1, . . . , n из
различных материалов (например, армированных однонаправленными волокнами) и под-
вергается воздействию P различных вариантов статических нагрузок. Определим мини-
мальный вес композитной конструкции

V =
n∑

k=1

hkγk → min, h =
n∑

k=1

hk

при условии обеспечения прочности одновременно для всех P вариантов статического на-
гружения и заданных критериях разрушения для каждого слоя. Варьируемыми парамет-
рами являются толщины слоев hk. В качестве критической нагрузки для конструкции в
целом примем величину нагрузки, при которой происходит разрушение наиболее слабого
слоя.

При решении задачи оптимизации конструкции в качестве ограничения будем исполь-
зовать деформационный критерий прочности типа критерия Цая — Ву, который для k-го
слоя запишем в деформациях [10]:

Φk
p = Gk

ijε
p
i ε

p
j + Gk

i ε
p
i 6 1, k = 1, . . . , n, p = 1, . . . , P, i, j = 1, 2, 3.

Здесь εp
1 = εp

x, εp
2 = εp

y, εp
3 = γp

xy — деформации пакета при p-м варианте нагружения. По-

стоянные Gk
ij , Gk

i вычисляются через упругие и прочностные характеристики материала

k-го слоя.
Введем обозначение Φ = max

k,p
{Φk

p}. Задачу оптимизации многослойной панели сфор-
мулируем следующим образом: при заданных статических нагрузках, упругих характе-
ристиках материалов, углах укладки слоев найти значения толщин слоев hk, так чтобы
обеспечивался минимум веса пластины

min V = min
n∑

k=1

Vk = min
n∑

k=1

γkhk

при выполнении ограничения Φ(h1, . . . , hn) = 1. Отработка ограничения Φ и определение

оптимальных значений ωj проводятся с погрешностью 0,05 %. Оптимизация прекращается
при изменении веса менее чем на 0,01 % по сравнению с предыдущей итерацией.

3. Оптимальное проектирование консольной балки. Консольная многослойная
балка нагружена системой независимых нагрузок: распределенной нагрузкой синусоидаль-
ного типа L0, равномерно распределенной нагрузкой L1, сосредоточенной силой L2 и момен-
том L3 на свободном крае. Внешние несущие слои выполнены из композитных материалов,
срединный слой представляет собой легкий заполнитель.

Для балки известны упругие характеристики ортотропного композитного материа-
ла (модули упругости E1, E2, G12 и коэффициенты Пуассона ν1, ν2), пределы прочности
при растяжении и сжатии в направлении армирования Xt, Xc и в трансверсальном на-
правлении Yt, Yc, предел прочности на сдвиг в плоскости слоя S для однонаправленно-
армированного слоя.

Будем считать, что на балку могут действовать P различных вариантов статиче-
ских нагрузок: Lp = (Lp

0, L
p
1, L

p
2, L

p
3) (p = 1, . . . , P ). Основные соотношения и метод рас-

чета напряженно-деформированного состояния данной конструкции приведены в рабо-
тах [11–13].

Ниже приведены результаты оптимизации для консольного стержня длиной l = 10 м,
нагруженного на свободном торце сосредоточенной силой L2 = 106 Н. Стержень сфор-
мирован из трех слоев. Внешние слои изготовлены из материала HMS/3002M со следу-
ющими упругими и прочностными характеристиками: E1 = 185 ГПа, E2 = 6,76 ГПа,
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Рис. 3. Зависимость веса оптимальной конструкции от относительного удель-
ного веса заполнителя:
1 — модель слоистой балки; 2 — балочная модель Тимошенко

G12 = 5,86 ГПа, ν1 = 0,2, Xt = 680 МПа, Xc = 690 МПа, Yt = 16 МПа, Yc = 186 МПа,
S = 72 МПа. Волокна расположены вдоль продольной оси балки. Средний слой выполнен
из легкого заполнителя, имеющего малые упругие характеристики: E1 = E2 = 0,76 ГПа,
G12 = 0,86 ГПа, ν1 = 0,2, Xt = Xc = Yt = Yc = 7 МПа, S = 2 МПа. Исследуем влияние
на вес оптимальной конструкции относительного удельного веса заполнителя γ̄, равно-
го отношению удельного веса заполнителя к удельному весу несущих слоев (кривая 1 на
рис. 3). Для сравнения приведены результаты оптимизации, полученные с использовани-
ем балочной теории Тимошенко (кривая 2). В этом случае оптимальный вес определяется
формулой

V̄ = 2
√

γ̄
√

L2l(Xt + Xc)/(XtXc).

4. Оптимальное проектирование плоских композитных панелей, нагружен-
ных в своей плоскости. Плоская композитная панель симметричного относительно сре-
динной плоскости строения состоит из n слоев различных материалов и находится в плос-
ком напряженном состоянии при воздействии P различных вариантов нагрузки. Связь
между усилиями и деформациями определяется формулами [14]

Np = Aεp, p = 1, . . . , P,

где Np = (Nx, Ny, Nxy)
т
p — вектор усилий, действующих на пакет; εp = (ε1, ε2, ε12)

т
p —

вектор деформаций пакета; A — квадратная матрица коэффициентов, зависящая от тол-
щин hk и упругих модулей всех материалов.

Отработка ограничений Φ и определение оптимальных значений ωj проводятся с точ-
ностью до 0,1 %. Оптимизация прекращается при изменении веса менее чем на 1 % по

сравнению с предыдущей итерацией.
Ниже приведены результаты оптимизации для композитной панели, изготовленной

из материала AS4/3502 со следующими упругими и прочностными характеристиками:
E1 = 139,97 ГПа, E2 = 10,27 ГПа, G = 5,72 ГПа, ν12 = 0,3, Xt = 1862МПа, Xc = 1482МПа,
Yt = 52 МПа, Yc = 206 МПа, S = 81 МПа. Панель состоит из слоев (под слоем понимается
набор всех монослоев с одинаковой ориентацией) с углами укладки ϕ1 = 45◦, ϕ2 = −45◦,
ϕ3 = 90◦, ϕ4 = 0◦. Рассматриваются два варианта нагружения при различных значениях
компонент вектора нагрузок:

1) N̄1 = (3 МН/м; 1 МН/м; 1 МН/м), N̄2 = (0; 4 МН/м; 0,5 МН/м);
2) N̄1 = (1 МН/м; 3 МН/м; 0), N̄2 = (0; 1 МН/м; 2 МН/м).
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Та бли ц а 1

Значения оптимальных толщин панели из материала AS4/3502,
полученные методом покоординатного спуска

Тип

нагружения
h, мм

hk, мм

ϕ1 = 45◦ ϕ2 = −45◦ ϕ3 = 90◦ ϕ4 = 0◦

1 10,125 2,375 0 4,625 3,125
2 8,000 3,500 2 2,500 0

Та бли ц а 2

Значения оптимальных толщин панели из материала AS4/3502,
полученные градиентным методом

Тип

нагружения
h, мм

hk, мм

ϕ1 = 45◦ ϕ2 = −45◦ ϕ3 = 90◦ ϕ4 = 0◦

1 10,10 2,54 0 4,71 2,85
2 7,65 3,75 2,03 1,87 0

Результаты оптимизации приведены в табл. 1. Видно, что при нагружении первого
типа вырождается слой с укладкой под углом −45◦, при нагружении второго типа — слой

с укладкой под углом 0◦. Для сравнения в табл. 2 приведены результаты решения той же
задачи с использованием градиентного метода [14].

Хорошее соответствие суммарных толщин пакета показывает, что оба метода поз-
воляют достичь окрестности точки, в которой вес конструкции минимален. Некоторое
различие распределений толщин отдельных слоев объясняется тем, что целевая функция
является достаточно пологой.

5. Оптимальное проектирование композитных панелей, ослабленных эл-
липтическим отверстием, при изгибе моментами. Рассматривается пластина сим-
метричной структуры, в которой слои с идентичными характеристиками располагаются
симметрично относительно срединной плоскости (рис. 4). В пластинах с симметричным
расположением слоев каждая пара слоев (такую пару составляют одинаковые слои, рас-
положенные выше и ниже срединной плоскости на одинаковом расстоянии от нее) может
иметь любую ориентацию (рис. 5).

На практике для всех известных слоистых материалов, армированных как тканями,
так и произвольно ориентированными волокнами, армированные слои являются ортотроп-
ными. Для этого случая известны соотношения, позволяющие получить изгибные жест-
кости слоистого материала [15]. Напряженно-деформированное состояние многослойной
панели определяется на основе классической теории изгиба Кирхгофа с использованием

комплексных потенциалов Лехницкого [16], задаваемых в виде интегралов типа Коши с
неизвестной функцией подынтегральной плотности по контурам L, ограничивающим пла-
стину. С использованием формул Сохоцкого— Племеля краевая задача для аналитических

функций, описывающих напряженно-деформированное состояние пластины:

a(t)Φ+
1 (t) + b(t)Φ+

1 (t) + Φ+
2 (t) = F (t),

сводится к сингулярному интегральному уравнению относительно неизвестных функций

подынтегральной плотности∫
L

ω(τ)

τ1 − t1

dτ1

ds
ds +

∫
L

[K1(t, τ)ω(τ) + K2(t, τ)ω(τ) ] ds = f(t), t ∈ L
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Рис. 4. Структура композитной панели
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Рис. 5. Ориентация слоев панели

с дополнительными условиями однозначности перемещений в пластине∫
L

ω(τ) dτ1 = 0,

∫
L

ω(τ)
(
τ1 −

α

γ
τ2 −

β

γ
τ2

)
dτ1 = 0.

Для решения сингулярных уравнений применяется метод квадратур, основанный на
использовании интерполяционного полинома для аппроксимации функций подынтеграль-
ной плотности и квадратурных формул Гаусса — Чебышева. При этом решение системы
сингулярных уравнений сводится к решению системы алгебраических уравнений относи-
тельно неизвестных значений функций подынтегральной плотности в точках коллокаций.

В качестве примера приведем решение задачи изгиба неограниченной анизотроп-
ной многослойной пластины, ослабленной эллиптическим отверстием и нагружен-
ной изгибающими и крутящими моментами на бесконечности (M∞

x ; M∞
y ; H∞

xy). Напря-
женно-деформированное состояние в пластине можно получить, суммируя напряженно-
деформированное состояние в пластине без отверстия и возмущения напряженно-
деформированного состояния, вносимые отверстием [17].
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Необходимо найти минимум веса конструкции, варьируя толщины и порядок распо-
ложения слоев.

В табл. 3, 4 представлены результаты оптимизации для панели, состоящей из семи
слоев материала HMS/3002M (упругие и прочностные характеристики приведены в п. 3)
с углами укладки ϕ1 = 0◦, ϕ2 = 90◦, ϕ3 = −45◦, ϕ4 = 45◦ (порядок расположения слоев
может меняться) и ослабленную эллиптическим отверстием с полуосями a и b.

В табл. 3 приведены оптимальная толщина, порядок расположения слоев и процент-
ное соотношение толщин слоев панели по отношению к суммарной оптимальной толщине

панели h (h1, h2, h3, h4), изгибаемой моментом Mx = 104 Н, в зависимости от количе-
ства точек коллокации на контуре отверстия T . Номера слоев соответствуют порядку
их расположения в панели от внешнего края к срединной плоскости. Из табл. 3 следует,
что хорошую аппроксимацию точного решения можно получить, используя 40 точек на
контуре отверстия.

В табл. 4 приведены результаты вычислений для различных значений a/b при дей-
ствии на панель моментов Mx = 104 Н, My = 0 и при различных значениях крутящего
момента Hxy.

Таб ли ц а 3

Значения оптимальных толщин панели, ослабленной эллиптическим отверстием,
в зависимости от количества точек T на контуре отверстия (a/b = 1/2)

T hopt, мм ϕ, град (h, %)

10 8,460 0 (36) −45 (3) 90 (29) 45 (32)
30 8,900 0 (29) −45 (5) 45 (5) 90 (61)
40 8,920 0 (30) −45 (5) 45 (5) 90 (60)
180 8,897 0 (32) 45 (3) −45 (3) 90 (62)

Таб ли ц а 4

Значения оптимальных толщин панели, ослабленной эллиптическим отверстием,
в зависимости от отношения полуосей при изгибе моментами Mx, Hxy

Np, 10−4 Н hopt, мм ϕ, град (h, %)

a/b = 1/2

(1; 0; 0) 11,1 −45 (8) 45 (10) 0 (36) 90 (46)
(1; 0; 0,5) 12,3 45 (23) −45 (34) 0 (43) 90 (0)
(1; 0; 1) 13,2 45 (22) −45 (27) 0 (25) 90 (26)

(1; 0; 1,5) 14,8 45 (21) −45 (28) 0 (25) 90 (26)
(1; 0; 2) 16,4 45 (20) −45 (29) 0 (25) 90 (26)

a/b = 1

(1; 0; 0) 8,89 0 (30) −45 (4) 45 (5) 90 (61)
(1; 0; 0,5) 10,8 0 (18) 90 (24) 45 (27) −45 (31)
(1; 0; 1) 12,1 45 (26) −45 (26) 90 (24) 0 (24)

(1; 0; 1,5) 14,1 45 (23) −45 (26) 90 (25) 0 (26)
(1; 0; 2) 16,0 45 (19) 90 (4) 0 (3) −45 (74)

a/b = 2

(1; 0; 0) 7,4 0 (34) 90 (22) 45 (21) −45 (23)
(1; 0; 0,5) 9,7 45 (20) −45 (9) 90 (8) 0 (63)
(1; 0; 1) 11,3 45 (25) −45 (25) 90 (25) 0 (25)

(1; 0; 1,5) 13,8 45 (22) −45 (27) 90 (26) 0 (25)
(1; 0; 2) 15,6 90 (5) 0 (4) 45 (21) −45 (70)
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Таб ли ц а 5

Значения оптимальных толщин панели, ослабленной эллиптическим отверстием,
полученные методом покоординатного спуска и градиентным методом

b/a

Градиентный метод Метод покоординатного спуска

hopt,
мм

ϕ, град (h, %) hopt,
мм

ϕ, град (h, %)

My = 104 Н, Mx = Hxy = 0

0,2 15,3 45 (6) 90 (39) 0 (19) −45 (36) 15,46 −45 (6) 45 (12) 90 (31) 0 (51)

0,6 10,6 −45 (6) 90 (29) 45 (17) 0 (48) 10,26 45 (7) −45 (8) 90 (31) 0 (54)

1,0 8,89 90 (31) −45 (3) 45 (4) 0 (62) 8,68 90 (33) −45 (21) 45 (1) 0 (45)

1,6 7,79 90 (38) −45 (2) 0 (60) — 7,57 90 (39) −45 (23) 45 (1) 0 (37)

2,0 7,30 90 (35) 45 (3) 0 (28) -45 (34) 7,10 90 (42) −45 (26) 0 (32) —

Hxy = 104 Н, Mx = My = 0

0,2 9,85 45 (16) −45 (84) — — 9,72 45 (17) −45 (83) — —

0,6 10,5 −45 (16) 45 (84) — — 10,42 45 (16) −45 (84) — —

1,0 10,6 45 (16) −45 (84) — — 10,54 45 (16) −45 (60) 90 (3) 0 (21)

1,6 10,5 −45 (16) 45 (84) — — 10,46 45 (16) −45 (84) — —

2,0 10,4 45 (16) −45 (84) — — 10,34 45 (16) −45 (84) — —

Прим е ч а н и е. Прочерк означает вырождение слоя.

В табл. 5 представлены результаты расчетов, полученные с использованием метода
покоординатного спуска на конечном интервале и градиентного метода [17]. Вычисления
проводились для двух вариантов внешнего воздействия при различных значениях b/a. При
достаточно близких значениях оптимальной толщины наблюдается значительное различие

соотношений толщин слоев для некоторых видов нагружения и значений отношения полу-
осей эллипса. При этом, как правило, указанные различия наблюдаются для внутренних,
менее нагруженных слоев, а толщина и ориентация несущих, внешних слоев удовлетвори-
тельно согласуются.

Заключение. Предложенные в работе методики, алгоритмы и составленные на их
основе компьютерные программы позволяют рассчитывать напряженно-деформированное
состояние, оценивать прочность и получать оптимальные проекты изделий из композитов.
Решены задачи весовой оптимизации для консольной балки при изгибе; плоской панели,
нагруженной в своей плоскости; панели, ослабленной эллиптическим отверстием и нагру-
женной изгибающими моментами. Показана эффективность использования предложенного
метода оптимизации в сочетании с методом граничных интегральных уравнений при ре-
шении задач оптимального проектирования конструкций из композитов. Быстродействие
и универсальность оптимизационных процедур позволяют применять их при решении ши-
рокого класса задач для конструкций из композитных материалов.

Авторы выражают благодарность Б. С. Резникову за предоставленные соотношения
для расчета напряженно-деформированного состояния многослойных балок при комбини-
рованном нагружении и за обсуждение результатов данной работы, а также П. Е. Рябчи-
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