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Ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé, íå ðåøàÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ
ýëëèïñîìåòðèè, îïðåäåëèòü îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è
ýëëèïñîìåòðèè (ÎÇÝ) äëÿ êîíêðåòíîé òî÷êè Ψ ∆– ïëîñêîñòè äëÿ îä-
íîñëîéíîé ñèñòåìû ñðåäà–ïîãëîùàþùàÿ ïëåíêà–ïîãëîùàþùàÿ ïîä-
ëîæêà â çàäàííîé îáëàñòè èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ìåòîä îñíîâàí íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ρ êàê
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðè ðåøåíèè
ÎÇÝ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ïîëíîòó íàéäåí-
íûõ ðåøåíèé â çàäàííîé îáëàñòè.

Ââåäåíèå. Ýëëèïñîìåòðè÷åñêèé ìåòîä èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ,
îñîáåííî â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå, è, ïðåæäå âñåãî, êàê íåðàçðó-
øàþùèé ìåòîä êîíòðîëÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ çíàíèé. Íà-
ïðèìåð, ñïåêòðàëüíàÿ ýëëèïñîìåòðèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
êîíòðîëÿ è àíàëèçà ñîñòàâà ìàòåðèàëîâ, ñèíòåçèðóåìûõ ìåòîäîì
ìîëåêóëÿðíî-ëó÷åâîé ýïèòàêñèè [1], ðàçíîñòíî-àíèçîòðîïíàÿ ýë-
ëèïñîìåòðèÿ (RDS èëè RAS) – äëÿ àíàëèçà ðåêîíñòðóêöèè àòîìàð-
íî-÷èñòîé ïîâåðõíîñòè [2], îòîáðàæàþùàÿ ýëëèïñîìåòðèÿ – äëÿ
âèçóàëèçàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ áåëêîâûõ îáúåêòîâ [3] è ò. ä.

Âîïðîñ îäíîçíà÷íîñòè èíòåðïðåòàöèè ýëëèïñîìåòðè÷åñêèõ èç-
ìåðåíèé îñòàåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ âîïðîñîâ, îïðåäåëÿþùèì
íå òîëüêî òî÷íîñòü è äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè, íî è
â èòîãå äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ìåòîäà.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à âñåãäà îäíîçíà÷íà: äàííîìó íàáî-
ðó ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå
çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ρ è, ñëåäîâàòå-
ëüíî, åäèíñòâåííàÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– .

Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Ðàíåå
[4–10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ ïðîñòîé îäíîñëîéíîé ñèñòåìû
ñðåäà–ïëåíêà–ïîäëîæêà ñóùåñòâóåò íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è ýëëèïñîìåòðèè. Äëÿ êàæäîé òî÷êè ïëîñêîñòè Ψ ∆– â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïëåíêè ( , , )n k d1 1 1 ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâà
êðèâûõ, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì îñíîâ-
íîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñîìåòðèè:
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ρ = ≡
R

R

p

s

itgΨ ∆exp( ).
(1)

Ðåøàÿ ÎÇÝ, èññëåäîâàòåëü îáû÷íî èìååò àïðèîðíóþ èíôîðìà-
öèþ î äîïóñòèìîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Â ýòó îáëàñòü èç
âñåãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðåøåíèé ìîæåò ïîïàñòü òîëüêî êîíå÷-
íîå èõ ÷èñëî (â òîì ÷èñëå è íóëåâîå).Íå çíàÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé â
çàäàííîé îáëàñòè, èññëåäîâàòåëü ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèçîì òî-
ëüêî íåêîòîðûõ èç íèõ è ñäåëàòü íåâåðíûå âûâîäû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ðåøåíèé â çàäàííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïëåíêè.

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû íà ïðèìåðå îäíîñëîéíîé ñèñòåìû âîç-
äóõ–ïëåíêà–ïîäëîæêà ðàññìîòðåíî îòîáðàæåíèå çàäàííîé îáëàñ-
òè ïàðàìåòðîâ ïëåíêè ( – )n k1 1 íà ïëîñêîñòü ýëëèïñîìåòðè÷åñêèõ
óãëîâ Ψè ∆. Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòåé çíà÷åíèé óãëîâ Ψè ∆
ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé.

Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ðåøåíèé îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñîìåòðèè â çàäàííîé îáëàñòè
ïàðàìåòðîâ ïëåíêè ïðè ïîìîùè òàêèõ îòîáðàæåíèé.

1. Îòîáðàæåíèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïëåíêè íà ïëîñêîñòü ýë-
ëèïñîìåòðè÷åñêèõ óãëîâ. Îäíèì èç ïåðâûõ äëÿ ðåøåíèÿ ÎÇÝ ïðè-
ìåíÿëñÿ ãðàôîàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èëè ìåòîä íîìîãðàìì, ïðåäëî-
æåííûé Àð÷åðîì [11]. Â ýòîì ìåòîäå çàäàííàÿ îáëàñòü d n1 1– ïëîñ-
êîñòè ïàðàìåòðîâ ïðîçðà÷íîé ïëåíêè ( )k1 0= îòîáðàæàåòñÿ íà
ïëîñêîñòü ýëëèïñîìåòðè÷åñêèõ óãëîâ Ψ è ∆. Ïðÿìûå ëèíèè ðàâíîãî
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n1 îòîáðàæàþòñÿ íà Ψ ∆– ïëîñêîñòü â
âèäå çàìêíóòûõ êðèâîëèíåéíûõ êîíòóðîâ, à ëèíèè ðàâíîé
òîëùèíû ïëåíêè d1 – â âèäå ñåìåéñòâà êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõ ýòè
êîíòóðû.

Äëÿ ïîãëîùàþùèõ ïëåíîê ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå íîìî-
ãðàììû, çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèå îäíîãî èç òðåõ ïàðàìåòðîâ ïëåíêè
(n k1 1, èëè d1) è èçìåíÿÿ çíà÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì ôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå íîðìàëèçîâàííîé
òîëùèíû ïëåíêè: t d1 12= π λ, ãäå λ – äëèíà âîëíû ïàäàþùåãî
èçëó÷åíèÿ. Ïðè λ = 632,8 íì è òîëùèíå d1 = 100 íì ïîëó÷èì
t1 0 993 1= ≈, .

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè,
çàäàííîé íà ïëîñêîñòè Re( )– Im( ),N N1 1 íà ïëîñêîñòü Ψ ∆– äëÿ îä-
íîñëîéíîé ñèñòåìû âîçäóõ ( )N0 1= – ïîãëîùàþùàÿ ïëåíêà
( , )d N n ik1 1 1 1= − – ïîãëîùàþùàÿ ïîäëîæêà
( , , ).N N iS Si= = −3 865 0 023 Óãîë ïàäåíèÿ ñâåòà ϕ0 70= °. Ïðè t1 0 4= ,
ñåòêà îðòîãîíàëüíûõ ëèíèé ðàâíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
( , – , )n1 2 0 4 0∈ è ðàâíîãî êîýôôèöèåíòà ýêñòèíêöèè ( – , ),k1 0 2 0∈ ïîêà-
çàííàÿ íà ðèñ. 1, a, îòîáðàçèòñÿ êðèâîëèíåéíîé ñåòêîé íà ïëîñêîñòü
Ψ ∆– (ðèñ. 1, b). Åñëè òî÷êà A íà ðèñ. 1, a ïîïàäàåò â îäíó èç ýòèõ
ÿ÷ååê, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé òî÷êà íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– áóäåò ïðè-
íàäëåæàòü ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå ñåòêè íà ðèñ. 1, b è íàîáîðîò.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå âíóòðè êîíòóðà 1–2–3–4–1 íà ðèñ. 1,
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b ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðÿìîóãîëüíèêå 1–2–3–4
íà ðèñ. 1, a.

Åñëè îáëàñòü çíà÷åíèé n1 è k1 óâåëè÷èòü êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2,
a, òî íà åå îòîáðàæåíèè íà ïëîñêîñòü Ψ ∆– (ðèñ. 2, b) ïîÿâèòñÿ îá-
ëàñòü 5–1–5 ñ äâîéíîé ñåòêîé ëèíèé n1 = const è k1 = const. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî êàæäîé òî÷êå A âíóòðè êîíòóðà 5–1–5 íà ïëîñêîñòè Ψ ∆–
ñîîòâåòñòâóþò äâå òî÷êè A è ′A íà ïëîñêîñòè Re( )– Im( )N N1 1 â îáëà-
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ñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì 1–5– ′1– ′5 (ñì. ðèñ. 2, a). Äëÿ òî÷åê âíå
êîíòóðà 5–2–3–4–5 íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– íåò ðåøåíèé â çàäàííîé îá-
ëàñòè 1–2–3–4–1 íà ïëîñêîñòè Re( )– Im( ).N N1 1

Äëÿ ïëåíîê ñ áîëüøåé òîëùèíîé ( )t1 1= êàðòà óãëîâ Ψ è ∆ ñòàíî-
âèòñÿ áîëåå ñëîæíîé.Èç ðèñ. 3, a è b âèäíî, ÷òî îáëàñòü, îãðàíè÷åí-
íàÿ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì 1–2–3–4 íà ïëîñêîñòè
Re( )– Im( ),N N1 1 îòîáðàæàåòñÿ â îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êðèâîëè-
íåéíûì êîíòóðîì 1–5– ′5 –6–4–3–7–1 íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– è ñîäåðæà-
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ùóþ äâå âíóòðåííèå îáëàñòè: 6–6 (â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå ïîêàçà-
íà íà âñòàâêå) è 7–2–7. Äëÿ òî÷åê D è B ýòèõ âíóòðåííèõ îáëàñòåé
ñóùåñòâóåò ïî äâà ïðîîáðàçà (òî÷êè D D, ′ è B B, ′) â îáëàñòÿõ,
îãðàíè÷åííûõ êîíòóðàìè 6– ′6 –6 è 7–2– ′7– ′2–7 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
òî÷êè A íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ðåøåíèå, à äëÿ
òî÷êè C íåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ â çàäàííîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè
Re( )– Im( ),N N1 1 êàê âèäíî èç ðèñ. 3, a.

Èñïîëüçîâàíèå ýëëèïñîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò Ψ è ∆ èìååò
îïðåäåëåííîå íåóäîáñòâî, ñâÿçàííîå ñ íàëè÷èåì «èñêóññòâåííîãî»

98

Ðèñ. 3



ðàçðûâà â òî÷êå, ãäå ôàçà îòíîñèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæå-
íèÿ ρ ïðîõîäèò ÷åðåç 0 èëè 2π, ò. å. ∆ = °0 èëè ∆ = °360 (òî÷êè 5 è ′5
íà ðèñ. 3, b). Ýòîò ðàçðûâ èñ÷åçàåò, åñëè èñïîëüçîâàòü ïîëÿðíûå êî-
îðäèíàòû: ρ = tgΨ ∆e i . Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà â òàêèõ êîîðäèíàòàõ òà æå

ñàìàÿ êàðòà ýëëèïñîìåòðè÷åñêèõ óãëîâ, ÷òî è íà ðèñ. 3, b. Õîðîøî
âèäíî, ÷òî ïðè îáõîäå êîíòóðà 1–2–3–4–1 ôóíêöèÿ tgΨ ∆e i îòîáðà-
æàåòñÿ òàêæå çàìêíóòûì êîíòóðîì, âíóòðåííÿÿ îáëàñòü êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåé îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíèêà íà Re( )– Im( )N N1 1
ïëîñêîñòè.

Èòàê, âèäíî, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè ãðàíèöû îáëàñòè, çàäàííîé
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè N1, íà ïëîñêîñòü Ψ ∆– ïîëó÷àåòñÿ çàì-
êíóòûé êîíòóð, êîòîðûé äåëèò ïëîñêîñòü Ψ ∆– íà îáëàñòè ñ ðàç-
ëè÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé. Äëÿ áîëåå ñòðîãîãî àíàëèçà âîïðîñà î êî-
ëè÷åñòâå ðåøåíèé ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèèρ.

2.Ñâîéñòâà r êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Â äàííîé
ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ρ êàê ôóíêöèþ òîëüêî êîìïëåêñíîãî
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ N1 ïëåíêè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ
îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû:

ρ ρ ρ= ≡ −( ) ( ).N n ik1 1 1 (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè N1 çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëüíûõ òî-
÷åê, ãäå îíà èìååò ïîëþñû ( , ).ρ → ∞ → °Ψ 90 Òàêèå ôóíêöèè ïî
îïðåäåëåíèþ íàçûâàþòñÿ ìåðîìîðôíûìè (èëè äðîáíûìè) [12, §
7.6–7].

Âîïðîñ íàõîæäåíèÿ âñåõ êîðíåé ôóíêöèè f z( ) â îãðàíè÷åííîé
êîíòóðîì C îáëàñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà z ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåî-
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ðåìû, èçâåñòíîé êàê ïðèíöèï àðãóìåíòà [11, § 7.6–9], ñîãëàñíî êîòî-
ðîé ÷èñëî íóëåé NC è ÷èñëî ïîëþñîâ PC ôóíêöèè f z( ) óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèþ

N P d R f zC C
C

C

C
i

f

f

f z− = = ≡′
∫1

2 2π
ζ
ζ π

ζ( )

( )

( )
( ( )),

∆ arg (3)

ãäå ∆C f zarg ( ) îçíà÷àåò èçìåíåíèå àðãóìåíòà f z( ) ïðè îáõîäå òî÷êîé
z êîíòóðà C â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, à R f zC( ( )) – ÷èñëî ïîë-
íûõ îáîðîòîâ âåêòîðà ïðè îáõîäå åãî êîíöîì çàìêíóòîãî êîíòóðà C
ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ îáõîäà. Ïîëîæèòåëüíûì ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëå-
íèå, ïðèâîäÿùåå ê óâåëè÷åíèþ àðãóìåíòà, ò. å. îáõîä ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè.

Ïðèìåíèâ ýòó òåîðåìó ê ôóíêöèè ρ ρ− 0, ãäå ρ0 0 0= tgΨ ∆exp( )i –
çíà÷åíèå ôóíêöèè ρ â òî÷êå, äëÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî íàéòè ðåøå-
íèÿ, ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ëåãêî îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîé òî÷-
êè íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èç èñêîìîé
òî÷êè (íàïðèìåð, A èëè B íà ðèñ. 4) âåêòîð è ñîñ÷èòàòü RC – ÷èñëî
îáîðîòîâ âåêòîðà ïðè îáõîäå åãî êîíöîì çàìêíóòîãî êîíòóðà
1–2–3–4–1.Îïðåäåëåíèå ÷èñëà îáîðîòîâ RC äîñòàòî÷íî, åñëè ôóíê-
öèÿ ρ íå èìååò ïîëþñîâ â çàäàííîé îáëàñòè (ò. å. PC = 0), èíûìè ñëî-
âàìè, íå ñîäåðæèò òî÷êó Ψ = °90 , äëÿ êîòîðîé tgΨ = ∞. Åñëè æå
ôóíêöèÿ ρ èìååò ïîëþñû ( ),PC ≠ 0 òî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (3), íóæíî
ïðèáàâèòü ÷èñëî ïîëþñîâ ê ÷èñëó îáîðîòîâ âåêòîðà, ÷òîáû îïðåäå-
ëèòü ïîëíîå ÷èñëî ðåøåíèé:

N R PC C C( ) ( ) ( ).ρ ρ ρ ρ ρ ρ− = − + −0 0 0 (4)

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ êîíòóðà, ïîêàçàííîãî
ðàíåå íà ðèñ. 3, a, ïðè òîëùèíå ïëåíêè t1 = 1,6, êîãäà ôóíêöèÿ ρ
èìååò ïîëþñ.Äëÿ óäîáñòâà îòîáðàæåíèÿ çäåñü èñïîëüçîâàíû äðóãèå
êîîðäèíàòû: Ψ ∆e i ≡≡ +( cos sin ).Ψ ∆ Ψ ∆i Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âñÿ
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êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü îòîáðàæàåòñÿ íà êðóã ðàäèóñîì 90° ñ ïðè-
ìåðíûì ñîõðàíåíèåì ìàñøòàáà â öåíòðå ( ).Ψ ≤ °45

Äëÿ âñåõ òî÷åê â îáëàñòè I íà ðèñ. 5 îáõîä êîíòóðà ïðîèñõîäèò ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå ( ),RC = −1 à äëÿ òî÷åê â îáëàñòè II – ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ( ),RC = 1 äëÿ âñåõ òî÷åê â îáëàñòè III íå ñîâåðøàåòñÿ íè îä-
íîãî ïîëíîãî îáîðîòà ( ).RC = 0 Òàê êàê NC( ) ,ρ ρ− ≥0 0 òî èç óðàâíå-
íèÿ (4) âûòåêàåò, ÷òî P RC C≥ − , è, ñëåäîâàòåëüíî, íàëè÷èå îáëàñ-
òåé ñ RC < 0 îäíîçíà÷íî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå ïîëþñà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ðåøåíèé â îáëàñòÿõ I–III ñëåäóåò çíàòü
÷èñëî ïîëþñîâ PC. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ïîëþñîâ PC( )ρ ρ− 0 íå çàâè-
ñèò îò ρ0 è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îáëàñòüþ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ.Ñëå-
äîâàòåëüíî, ÷èñëî îáîðîòîâ RC âîêðóã äàííîé òî÷êè îïðåäåëÿåò
÷èñëî ðåøåíèé NC ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû PC( ).ρ Äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ýòîé êîíñòàíòû ìîæíî ïðåäëîæèòü ñïîñîá, îñíîâàííûé íà
ïðåäñòàâëåíèè ρ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ öåëûõ (ò. å. íå èìåþùèõ ïî-
ëþñîâ) ôóíêöèé: ρ = N D. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñó-
ùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè [12, § 7.6–7]. Î÷åâèäíî,
÷òî ïîëþñû ôóíêöèèρ ñîâïàäàþò ñ ïîëþñàìè ôóíêöèè1 D, ò. å. ñ íó-
ëÿìè ôóíêöèè D: P N DC C( ) ( ).ρ = Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè D ïðèíöèï àð-
ãóìåíòà, îïðåäåëèì ÷èñëî åå íóëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå
÷èñëî ïîëþñîâ PC ôóíêöèè ρ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñ-
ëà ðåøåíèé äëÿ âñåõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè Ψ ∆– äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü äâà îòîáðàæåíèÿ ãðàíèöû çàäàííîé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
N1 îáëàñòè: 1) íà ïëîñêîñòü Ψ ∆– (â äåêàðòîâûõ èëè ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ) è 2) íà ïëîñêîñòü D. Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ
ëþáîé òî÷êè Ψ ∆– îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå åé ÷èñëî îáîðîòîâ
RC( , ),Ψ ∆ à ñ ïîìîùüþ âòîðîãî – îáùåå äëÿ âñåõ Ψ è ∆ ÷èñëî ïîëþ-
ñîâ PC( ),ρ êîòîðîå, ñîãëàñíî (4), ñëåäóåò äîáàâèòü ê RC( , ).Ψ ∆

Âîçìîæåí äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ðåøåíèé. Èñïîëü-
çóÿ ïðåäñòàâëåíèå ρ = N D, çàïèøåì

ρ ρ ρ ρ− = − = − ≡0 0 0N D N D D D( ) .Φ (5)

Ôóíêöèÿ Φ = −N Dρ0 êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ öåëûõ ôóíêöèé íå
èìååò ïîëþñîâ, à åå íóëè ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè ôóíêöèè ρ ρ− 0, ò. å. ñ
èñêîìûìè ðåøåíèÿìè. ×èñëî ðåøåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðèìå-
íÿÿ ïðèíöèï àðãóìåíòà ê ôóíêöèè Φ. Â ýòîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäè-
ìîñòè íàõîäèòü îòäåëüíî ÷èñëî ïîëþñîâ.

Äîñòîèíñòâî ïåðâîãî ñïîñîáà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå
êîíòóðà C íà ïëîñêîñòü Ψ ∆– (èëè íà ïëîñêîñòü Ψ ∆e i ) ñðàçó îïðåäå-
ëÿåò îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé.Íåäîñòàòîê – íåîáõîäè-
ìîñòü îòäåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïîëþñîâ. Ýòîò ñïîñîá óäîáåí
ïðè ãðàôè÷åñêîì êîíòðîëå ðåøåíèé çàäà÷è. Äîñòîèíñòâî âòîðîãî
ñïîñîáà – íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå ÷èñëà ðåøåíèé â äàííîé
òî÷êå ( , ).Ψ ∆0 0 Íåäîñòàòîê – äëÿ êàæäîé òî÷êè ρ0 íåîáõîäèìî âû-
÷èñëåíèå ôóíêöèè Φ íà âñåì êîíòóðå.

Â ñëó÷àå îäíîñëîéíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèå ρ â âèäå îòíîøå-
íèÿ äâóõ öåëûõ ôóíêöèé N è D ëåãêî ïîëó÷èòü èç õîðîøî èçâåñò-
íûõ âûðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [13, ãë. 4]). Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå
ìû ïîøëè áîëåå ïðîñòûì ïóòåì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè è
ïåðâîãî, è âòîðîãî ñïîñîáîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè N è D íå
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èìåëè ïîëþñîâ òîëüêî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èñêîìûõ ïàðà-
ìåòðîâ.

Åñëè íè ñðåäà, íè ïëåíêà, íè ïîäëîæêà íå ÿâëÿþòñÿ óñèëèâàþ-
ùèìè, ò. å.

Im( ), Im( ), Im( ) ,ε ε ε0 1 0s ≤ (6)
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òî ïî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ | , | .Rp s ≤ 1 Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) ôóíêöèè R Np( )1 è R Ns( )1 íå
èìåþò ïîëþñîâ è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèé N è D.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïîëþñîâ PC( )ρ ðàâíî ÷èñëó íóëåé R Ns( ),1 à
âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:
Φ( ) ( ) ( ).N R N R Np s1 1 0 1= − ρ

Ðèñ. 6, a è b èëëþñòðèðóþò ÷èñëî ðåøåíèé äëÿ òî÷åê A è B, ïî-
êàçàííûõ íà ðèñ. 2, b; 3, b è 5, ïðè èçìåíåíèè íîðìàëèçîâàííîé
òîëùèíû ïëåíêè t1 îò 0,1 äî 2,0. Êàê âèäíî èç ýòèõ ðèñóíêîâ, ÷èñëî
ðåøåíèé íåìîíîòîííî çàâèñèò îò òîëùèíû è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
îò 0 äî 2. Äëÿ çíà÷åíèé íîðìàëèçîâàííûõ òîëùèí ïëåíîê t1 = 0,4,
1,0 è 1,6 ÷èñëî ðåøåíèé äëÿ îáåèõ òî÷åê A è B ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííû-
ìè íà ðèñ. 2, b; 3, b è 5.Íà ðèñ. 6, c è d äëÿ òî÷åê C è D ïîêàçàíà çàâè-
ñèìîñòü ÷èñëà ðåøåíèé îò íîðìàëèçîâàííîé òîëùèíû ïëåíêè t1 â
áîëüøåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ: îò 0,2 äî 10,0. Äëÿ ýòèõ òî÷åê ñëåäó-
åò îòìåòèòü ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â çàâèñèìîñòÿõ êîëè÷åñòâà ðå-
øåíèé îò òîëùèíû. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ýòèõ çàâèñèìîñòåé è
èõ ðàçëè÷èé âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî äëÿ àíàëèçà îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñîìåòðèè ïîçâîëè-
ëî ïðåäëîæèòü ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåãî ÷èñëà ðåøåíèé ÎÇÝ
â çàäàííîì îáúåìå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïëåíêè.Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò
ìåòîä ïîëåçåí íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ îáðàòíûõ
çàäà÷ ýëëèïñîìåòðèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò ¹ 98-01-00965).
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