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Проведено исследование полоидальной беты βp и собственной индуктивности li путем
решения простейшего уравнения Грэда — Шафранова с использованием условия рав-
новесного состояния Соловьева для токамака HT-7 с круговым сечением. Измерения
полоидальной беты и собственной индуктивности выполнены с помощью диамагнит-
ного и компенсационного контуров в сочетании с сигналами полоидальных магнитных
датчиков. Представлены теоретические и экспериментальные результаты определения
значений βp и li. Показано, что расчетные значения полоидальной беты и собственной
индуктивности зависят от типа разряда или тока плазмы.
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Введение. Измерения полоидальной беты βp и собственной индуктивности li важны
для работы токамака. Многие параметры плазмы, такие как ее энергия, время удержа-
ния, профиль плотности тока и магнитогидродинамическая (МГД) неустойчивость, можно
получить расчетным путем.

Для получения важной информации о форме плазмы, коэффициента безопасности, сум-
мы средней полоидальной беты βp и собственной индуктивности li в токамаке проводятся
внешние магнитные измерения [1]. Существуют методы получения параметров плазмы на
основе результатов внешних магнитных измерений. Эффективный метод восстановления
формы плазмы и линейных интегралов пограничного полоидального магнитного поля на

основе внешних магнитных измерений предложен в [2]. В соответствии с этим методом
распределение тока плазмы аппроксимируется с использованием нескольких токов накала.
В [3] ток плазмы моделируется с помощью распределенных источников. Для нахождения
лучшей аппроксимации профиля плотности тока нелинейное уравнение Грэда — Шафра-
нова решается несколько раз. Как известно, аналитические решения уравнения Грэда —
Шафранова очень важны при проведении теоретических исследований равновесной плаз-
мы, процесса переноса и МГД-устойчивости [4, 5]. При этом часто используется известное
условие равновесного состояния Соловьева [6], в том числе в качестве теста численных
программ, предназначенных для нахождения более общих решений. Однако решения, по-
лученные с использованием условия равновесного состояния Соловьева [6, 7], имеют много
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ограничений либо по форме (эллиптическая), либо по току плазмы, который обычно зави-
сит от полоидальной беты βp.

Существующие точные решения получены для различных профилей плотности то-
ка или различных функционалов источниковых функций. Простое аналитическое решение
неоднородного уравнения Грэда — Шафранова, соответствующее источниковым функци-
ям, линейным по ψ, и зависящее от шести параметров, получено в [8].Форму плазмы можно
описать четырьмя параметрами, для которых в прямоугольной области выбираются фик-
сированные граничные условия. При этом форма профиля тока плоская. В качестве двух
других свободных параметров можно выбрать ток плазмы Ip и полоидальную бету βp.
В [9] представлено простейшее решение уравнения Грэда — Шафранова, которое являет-
ся известным условием равновесного состояния Соловьева [6] и имеет пять параметров.
В настоящей работе используется простейшее решение уравнения Грэда—Шафранова [9],
зависящее от пяти параметров, которые могут быть определены из заданных граничных
условий для круговой области с учетом значения тока плазмы в токамаке.

В данной работе анализируется возможность выбора распределения тока для интер-
претации результатов магнитных измерений и непосредственно рассчитываются полои-
дальная бета βp и собственная индуктивность li на основе решения уравнения Грэда —
Шафранова [10–12] и свойств дискретных магнитных катушек [13]. Уравнение Грэда —
Шафранова решается с использованием линейных источниковых функций и заданных гра-
ничных условий для кругового сечения токамака HT-7 [13] при изменении меньшего ради-
уса плазмы. Решение содержит три величины (ток плазмы Ip, меньший радиус плазмы a
и величину βp + li/2), которые являются входными данными. Эти величины измеряются
катушкой Роговского, отклоняющей катушкой и набором дискретных магнитных кату-
шек [13] соответственно. В соответствии с определением полоидальной беты βp и соб-
ственной индуктивности li [11, 14] указанные три величины используются в выражении
для функции полоидального потока в решении, полученном в данной работе. Затем опре-
деляется зависимость параметров плазмы от времени для типичных разрядов в токамаке

HT-7 с круговым сечением (больший радиус 1,22 м, меньший радиус 0,27 м, напряженность
тороидального поля 1,0÷ 2,5 Тл, ток плазмы 100÷ 250 кА, время разряда приблизитель-
но 300 с, плотность электронов (1 ÷ 6) · 1019 м−3). На рис. 1, 2 показаны диамагнитный
и компенсационный контуры, а также схема магнитной сборки.
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Рис. 1 Рис. 2
Рис. 1. Диамагнитный и компенсационный контуры:
1 — плазма, 2 — диамагнитный контур, 3 — компенсационный контур

Рис. 2. Структура магнитной сборки:
1 — компенсационный контур, 2 — диамагнитный контур 1, 3 — диамагнитный контур 2
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Полоидальная бета βp и собственная индуктивность li определяются с использовани-
ем простейшего решения уравнения Грэда — Шафранова с учетом условия равновесно-
го состояния Соловьева для токамака HT-7 с круговым сечением. Полоидальная бета βp

и собственная индуктивность li измеряются с использованием диамагнитного и компенса-
ционного контуров в сочетании с сигналами полоидальных магнитных датчиков. В данной
работе получены теоретические и экспериментальные значения βp и li.

1. Обобщенное уравнение Грэда — Шафранова. Уравнения Максвелла и урав-
нение баланса сил МГД в цилиндрических координатах (R,Z) сводятся к двумерному
нелинейному эллиптическому уравнению в частных производных или к уравнению Грэ-
да — Шафранова [7]. Для получения обобщенного уравнения Грэда — Шафранова можно

использовать ту же процедуру, что и в линейном случае [10]:

∆∗ψ = µ0RJϕ = −µ0(γ − 1)R2 du(ψ)

dψ
− F (ψ)

dF (ψ)

dψ
. (1)

Здесь

∆∗ = R
∂

∂R

( 1

R

∂

∂R

)
+

∂2

∂z2
,

u(ψ), F (ψ) — свободные функции; µ0 — проницаемость вакуума; Jϕ — плотность тока

тороидальной плазмы; u — внутренняя энергия, которая является функцией потока.
2. Решение уравнения Грэда — Шафранова. В осесимметричной системе коор-

динат магнитное поле целесообразно представить в форме

B = F∇ϕ+∇ψ ×∇ϕ,
где ϕ — игнорируемый угол в цилиндрической системе координат (R,ϕ, Z); F , ψ — осе-
симметричные скалярные функции: F — функция потока, соответствующая полоидаль-
ному току в системе, ψ — полоидальный поток, деленный на 2π. Следует отметить, что
тороидальное поле не определяется уравнением Грэда — Шафранова, оно определяется с
точностью до коэффициента безопасности q. При этом не изменяются формы поверхностей
потока и профилей внутренней энергии, плотность тока, коэффициент безопасности и т. д.

Простейшее решение уравнения (1) можно найти, полагая

µ0(γ − 1)
∂u

∂ψ
= −A1, F

∂F

∂ψ
= A2, (2)

где A1, A2 — константы. Очевидно, что все возможные формы профилей плотности тока
определяются величиной Jϕ = RA1 − A2/R.

С учетом ограничений, накладываемых уравнением (2), уравнение Грэда — Шафра-
нова сводится к уравнению

∆∗ψ = R2A1 − A2. (3)

Решение неоднородного уравнения представляется в виде [8]

ψ = ψ0 + A1R
4/8− A2Z

2/2,

где ψ0 — решение однородного уравнения ∆∗ψ = 0.
Если предположить, что плазма симметрична в вертикальном направлении, то ее фор-

му можно описать с использованием четырех параметров: параметров крайних экватори-
альных точек Ri и R0 и координат высшей точки Rt, Zt или с использованием эквивалент-
ных параметров: большего радиуса R0 = (Ri +Ro)/2, меньшего радиуса a = (Ro −Ri)/2,
удлинения κ0 = Zt/a и треугольности δ = (Ro−Rt)/2. Простейшее решение уравнения (3)
имеет вид [8, 10]

ψ = c1 + c2R
2 + c3(R

4 − 4R2Z2) + c4(R
2 ln (R)− Z2) + A1R

4/8− A2Z
2/2. (4)
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Для определения пяти коэффициентов, входящих в уравнение (4), необходимо иметь пять
уравнений. Предполагается, что на границе внутренняя энергия обращается в нуль, т. е.
ψ(R,Z)

∣∣
b
= 0 [8, 9].

С учетом уравнения (4) и граничных условий при R = R0±a, Z = 0 и R = Rt, Z = Zt

получаем следующие уравнения:

ψ(Ri, 0) = c1 + c2R
2
i + c3R

4
i + c4R

2
i ln (Ri) + A1R

4
i /8 = 0,

ψ(Ro, 0) = c1 + c2R
2
o + c3R

4
o + c4R

2
o ln (Ro) + A1R

4
o/8 = 0, (5)

ψ(Rt, Zt) = c1 + c2R
2
t + c3(R

4
t − 4R2

tZ
2
t ) + c4(R

2
t ln (Rt)− Z2

t ) + A1R
4
t /8− A2Z

2
t /2 = 0.

Предполагается, что плазма удерживается внутри идеально проводящей тороидальной по-
верхности с круговым сечением радиусом a, поэтому нормальная компонента магнитного
поля равна нулю:

1

R

dψ(Rt, zt)

dR
= 2c2 + 4c3(R

2
t − 2Z2

t ) + c4(2 ln (Rt) + 1) +
A1

2
R2

t = 0. (6)

Ток плазмы можно точно измерить с помощью катушки Роговского [13]. Выражение для
тока плазмы можно записать в виде

Ip =

∫
Jϕ dR dZ =

1

µ0R

∫
(R2A1 + A2) dR dZ. (7)

Сначала проще решить уравнение для плазмы с единичным током и единичным бо́льшим

радиусом, а затем использовать приведенные выше отношения масштабирования для по-
лучения искомого равновесного состояния. Однако даже в этом простейшем случае можно
получить только численные решения уравнений (5)–(7). Коэффициенты вычислялись чис-
ленно, если известны параметры плазмы.

В данной работе используется параметр βp + li/2 [11], поскольку этот параметр для
суперпроводящего токамака HT-7 [13] с круговым сечением [15] может быть получен на
основе экспериментальных данных с использованием дискретных магнитных датчиков:

βp +
li
2

=

( ∮
dl

)2

(2πµ0Ip)
2

∫ ∫
RdRdZ

(
2,5A1

∫ ∫
ψ(R,Z)RdRdZ + 0,5A2

∫ ∫
ψ(R,Z)

R
dRdZ

)
.

Сумма полоидальной беты и половины собственной индуктивности плазмы βp + li/2 равна
[13, 16–19]

βp +
li
2

= 1 + ln
a

b
+
πR0

µ0I0

(
〈Bθ〉+ 〈Bn〉

)
.

Здесь

〈Bθ〉 = Bθ

∣∣
θ=0

−Bθ

∣∣
θ=π

, 〈Bn〉 = Bn

∣∣
θ=π/2

−Bn

∣∣
θ=3π/2

,

b — минимальный радиус камеры. Локальные магнитные поля Bθ, Bn были измерены

магнитными датчиками [13] при указанных выше значениях угла θ.
3. Определение полоидальной беты и собственной индуктивности на основе

решения уравнения Грэда — Шафранова для токамака HT-7. Круговое сечение
токамака HT-7 [20] имеет больший радиус R0 = 1,22 м, малый радиус a = 0,27 м, при
этом Ri = R0 − a, Ro = R0 + a, Rt = R0, Zt = a. В 2004 г. с использованием новых графи-
товых ограничителей в токамаке HT-7 была получена плазма, существовавшая в течение
240 с [20].
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Предположим, что константа A2 равна нулю. В этом случае из уравнений (5)–(7)
получаем следующие уравнения:

ψ(R0, 0) = c1 + 1,4884c2 + 1,7813c3 + 0,2231c4 + 0,2769A1 = 0,

ψ(R0 − a, 0) = c1 + 0,9025c2 + 0,8145c3 − 0,046 29c4 + 0,101 18A1 = 0,

ψ(R0 + a, 0) = c1 + 2,2201c2 + 4,9288c3 + 0,8853c4 + 0,6161A1 = 0,
(8)

1

R

dψ(1,22, 0,27)

dR
= 2c2 + 5,3704c3 + 1,3977c4 + 0,7442A1 = 0.

Уравнение (7) содержит интеграл, который был получен для суперпроводящего тока-
мака HT-7:

µ0Ip = A1

R0+a∫
R0−a

RdR

√
a2−(R−R0)2∫

−
√

a2−(R−R0)2

dz. (9)

Вычислив интеграл в (9), получаем

A1(πa
2R0 − 4a3/3) = 0,2532A1 = µ0Ip;

A1 = 3,952µ0Ip. (10)

Таким образом, из уравнений (8) с учетом (10) получаем выражения для коэффициентов c1,
c2, c3, c4:

c1 = 0,3094µ0Ip, c2 = −0,6768µ0Ip, c3 = −0,1544µ0Ip, c4 = −0,5413µ0Ip.

Подставляя эти коэффициенты в уравнение (4), имеем

ψ = µ0Ip(0,3094− 0,6768R2 − 0,1544(R4 − 4R2Z2)− 0,5413(R2 ln (R)− Z2) + 0,492R4). (11)

Выражение для магнитного потока можно получить из уравнения (11). Собственная ин-
дуктивность определяется следующим образом [11, 14]:

li =

( ∮
dl

)2
∫ ∫

ψJϕ dR dZ

2πµ0I
2
p

∫ ∫
RdRdZ

.

Выражение для собственной индуктивности с учетом условия равновесного состояния Со-
ловьева имеет вид [6, 11, 14]

li =

( ∮
dl

)2

(2πµ0Ip)
2

∫ ∫
RdRdZ

(
A1

∫ ∫
ψ(R,Z)RdRdZ + A2

∫ ∫
ψ(R,Z)

R
dRdZ

)
.
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Рис. 3. Расчетные зависимости полоидальной беты (а), собственной индуктив-
ности (б) и тока плазмы (в) от времени при омическом разряде в круговом

сечении токамака HT-7
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Рис. 4. Экспериментальные зависимости полоидальной беты (а), собственной
индуктивности (б) и тока плазмы (в) от времени при омическом разряде в кру-
говом сечении токамака HT-7
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Также с учетом условия равновесного состояния Соловьева можно найти полоидальную

бету [6, 11, 14]:

βp =

( ∮
dl

)2

(2πµ0Ip)
2

∫ ∫
RdRdZ

2A1

∫ ∫
ψ(R,Z)RdRdZ.

Все двойные интегралы в этих уравнениях берутся по полной площади сечения столба

плазмы в круговом сечении токамака HT-7.
Расчетные зависимости полоидальной беты и собственной индуктивности от времени

показаны на рис. 3. На рис. 4 представлены экспериментальные зависимости βp(t), li(t),
Ip(t) в случае омического разряда в круговом сечении токамака HT-7. Из рис. 3, 4 следует,
что расчетные значения полоидальной беты и собственной индуктивности зависят от типа

разряда или тока плазмы.
Заключение. В работе с использованием решения простейшего уравнения Грэда —

Шафранова и условия равновесного состояния Соловьева для токамака HT-7 с круговым
сечением определены полоидальная бета βp и собственная индуктивность li. С помощью
диамагнитного и компенсационного контуров в сочетании с сигналами полоидальных маг-
нитных датчиков проведены измерения полоидальной беты βp и собственной индуктив-
ности li. Получены теоретические и экспериментальные значения βp и li. Показано, что
расчетные значения полоидальной беты и собственной индуктивности зависят от типа

разряда или тока плазмы.
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