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Рассматривается система уравнений Навье — Стокса для двумерных стационарных те-
чений вязкого теплопроводного совершенного газа с политропным уравнением состоя-
ния. Изучаются дифференциально-инвариантные решения этой системы. Для всех под-
групп допускаемой группы построены базисы дифференциальных инвариантов и опера-
торы инвариантного дифференцирования. Получены примеры новых дифференциально-
инвариантных решений.
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1. Описание модели. Рассматривается система уравнений, описывающая плоские
стационарные течения вязкого теплопроводного совершенного газа с политропным урав-
нением состояния:

ρ(uux + vuy) = −px + (λ(ux + vy))x + (2µux)x + (µ(uy + vx))y; (1)

ρ(uvx + vvy) = −py + (λ(ux + vy))y + (µ(uy + vx))x + (2µvy)y; (2)

(uρ)x + (vρ)y = 0; (3)

cV ρ(uTx + vTy) + p(ux + vy) =

= (κTx)x + (κTy)y + λ(ux + vy)
2 + µ(2u2

x + 2v2
y + (uy + vx)2). (4)

Здесь u, v — компоненты вектора скорости; ρ — плотность; T — температура; p = RρT —
давление; R — газовая постоянная; cV — удельная теплоемкость при постоянном объеме;
µ = m0T

ω, λ = l0T
ω — первая и вторая вязкости; κ = k0T

ω — теплопроводность [1].
В работах [2, 3] показано, что система (1)–(4) допускает алгебру Ли L5 с базисом

X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = y ∂x − x ∂y + v ∂u − u ∂v, X4 = x ∂x + y ∂y − ρ ∂ρ,

X5 = u ∂u + v ∂v + (2ω − 1)ρ ∂ρ + 2T ∂T .

Оптимальная система подалгебр соответствующей алгебры Ли построена в [2]. В данной
работе используется эквивалентная ей оптимальная система.

Работа выполнена в рамках проекта СО РАН № 26, УрО РАН и ДВО РАН и при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 10-01-00575-а).

c© Бублик В. В., 2012



В. В. Бублик 15

2. Инвариантные и частично инвариантные решения. Инвариантные решения
ранга 1 системы (1)–(4) описаны в [2, 3]. Такие решения имеются среди инвариантных ре-
шений ранга 1 этой системы уравнений, описывающих плоские нестационарные движения
вязкого теплопроводного совершенного газа с политропным уравнением состояния. Эти
решения описаны в [4, 5].

Инвариантные решения ранга 0 системы (1)–(4) имеются среди инвариантных реше-
ний ранга 0 системы уравнений, описывающих плоские нестационарные движения вязкого
теплопроводного совершенного газа с политропным уравнением состояния. Эти решения
рассматриваются в [6]. Все инвариантные решения ранга 0 для стационарных течений
вязкого газа делятся на три типа.

1. Установившееся спиральное течение газа. Представление решения:

U = u0r
β e−αϕ, V = v0r

β e−αϕ, ρ = ρ0r
2(ω−1)β−1 e(1−2ω)αϕ, T = T0r

2β e−2αϕ .

Частицы газа движутся вдоль спиральных линий тока, описываемых уравнением r =
(u0/v0)ϕ+ c, где c — константа.

2. Установившееся прямолинейное течение газа. Представление решения:

u = u0y
1/(2ω), v = v0y

1/(2ω), ρ = ρ0y
−1/(2ω), T = T0y

1/ω.

3. Установившееся прямолинейное течение газа. Представление решения:

u = u0 eαx+βy, v = v0 eαx+βy, ρ = ρ0 e(2ω−1)(αx+βy), T = T0 e2(αx+βy) .

В данных трех случаях одну из констант u0, v0, ρ0, T0 можно выбрать произвольно, осталь-
ные константы определяются с помощью фактор-системы.

В данной работе фактор-системы не приводятся, поскольку их легко получить, подста-
вив представление решения в (1)–(4). Следует отметить, что эти фактор-системы состоят
из трех уравнений, поскольку уравнение (3) во всех трех случаях тождественно выполня-
ется.

В настоящее время частично инвариантные решения системы (1)–(4) практически
не исследованы. Известно лишь несколько примеров нередуцируемых к инвариантным
частично инвариантных решений [7, 8].

3. Регулярные дифференциально-инвариантные решения. Рассмотрим

дифференциально-инвариантные решения системы уравнений (1)–(4) [9, 10]. Будем ис-
пользовать формальное обобщение понятия регулярного частично инвариантного решения

на класс дифференциально-инвариантных решений [11].
Для того чтобы получить дифференциально-инвариантные решения, прежде всего

необходимо для каждой алгебры из оптимальной системы подалгебр построить базис диф-
ференциальных инвариантов и операторы инвариантного дифференцирования. Результа-
ты такого построения приведены в таблице. В первой графе указан номер подалгебры.
Для удобства введена двойная нумерация подалгебр: первое число в номере подалгебры
обозначает ее размерность, второе — ее номер среди подалгебр данной размерности. Во
второй графе указан базис подалгебры (при этом вместо оператора указан только его

номер, например, запись 1 + α5 означает оператор X1 + αX5). Константы α, β, ζ прини-
мают любые вещественные значения, если не указано иное. В третьей графе указан базис
дифференциальных инвариантов соответствующей подалгебры, в четвертой— операторы

инвариантного дифференцирования.
Утверждение 1. Базис дифференциальных инвариантов каждой из подалгебр алгеб-

ры Ли L5, допускаемой системой (1)–(4), всегда содержится среди инвариантов порядка
не выше первого.
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Базисы дифференциальных инвариантов

Номер

подалгебры
H J D

5.1 1, 2, 3,
4, 5

(u2 + v2)/T ,
(ux + vy)Tω−1ρ−1,
(uy − vx)Tω−1ρ−1,

(u(uux + vvx) + v(uuy + vvy))Tω−2ρ−1,
(v(uux + vvx)− u(uuy + vvy))Tω−2ρ−1,

(uρx + vρy)Tω−1ρ−2, (vρx − uρy)Tω−1ρ−2

Tω−1ρ−1(uDx + vDy),
Tω−1ρ−1(vDx − uDy)

4.1
1, 2,

3 + ζ5,
4 + α5,
ζ 6= 0

T−1/2(u sin ln τ + v cos ln τ),
T−1/2(u cos ln τ − v sin ln τ),

(ux + vy)Tω−1ρ−1, (uy − vx)Tω−1ρ−1,
(ρx sin ln τ + ρy cos ln τ)Tω−1/2ρ−2,
(ρx cos ln τ − ρy sin ln τ)Tω−1/2ρ−2,

τ = ρα/ζT (1−(2ω−1)α)/(2ζ)

Tω−1/2ρ−1(sin ln τDx +
+ cos ln τDy),

Tω−1/2ρ−1(cos ln τDx −
− sin ln τDy)

4.2
1, 2, 3,
4 + ζ5,
ζ 6= 0

(u2 + v2)/T , ρT (1−(2ω−1)ζ)/(2ζ),
(ux + vy)T (1−ζ)/(2ζ), (uy − vx)T (1−ζ)/(2ζ),

(uρx + vρy)T (1−ωζ)/ζ , (vρx − uρy)T (1−ωζ)/ζ

T (1−ζ)/(2ζ)(uDx + vDy),
T (1−ζ)/(2ζ)(vDx − uDy)

4.3 1, 2,
3, 4

u2 + v2, T , (ux + vy)/ρ, (uy − vx)/ρ,
(uρx + vρy)/ρ2, (vρx − uρy)/ρ2

(uDx + vDy)/ρ,
(vDx − uDy)/ρ

4.4
1, 2,

3 + ζ4,
5,

ζ 6= 0

T−1/2(u sin ln τ + v cos ln τ),
T−1/2(u cos ln τ − v sin ln τ),

(ux + vy)Tω−1ρ−1, (uy − vx)Tω−1ρ−1,
(Tx sin ln τ + Ty cos ln τ)Tω−3/2ρ−1,
(Tx cos ln τ − Ty sin ln τ)Tω−3/2ρ−1,

τ = ρ1/αT (1−2ω)/(2α)

Tω−1/2ρ−1(sin ln τDx +
+ cos ln τDy),

Tω−1/2ρ−1(cos ln τDx −
− sin ln τDy)

4.5 1, 2,
3, 5

(u2 + v2)/T , ρT 1/2−ω, (ux + vy)T−1/2,
(uy − vx)T−1/2, (uρx + vρy)T−ω,

(vρx − uρy)T−ω

T−1/2(uDx + vDy),
T−1/2(vDx − uDy)

4.6 1, 2,
4, 5

uT−1/2, vT−1/2, Tω−3/2Txρ−1,
Tω−3/2Tyρ−1, Tω−1/2ρxρ−2, Tω−1/2ρyρ−2

Tω−1/2ρ−1Dx,
Tω−1/2ρ−1Dy

3.1 3, 4, 5 UT−1/2, V T−1/2, rρT 1/2−ω, rTr/T , Tϕ/T rDr, Dϕ

3.2
1, 2,

3 + α4 + ζ5,
ζ 6= 0

T−1/2(u sin (lnT/2ζ) + v cos (lnT/2ζ)),
T−1/2(u cos (lnT/2ζ)− v sin (lnT/2ζ)),

ρT (α−(2ω−1)ζ)/(2ζ),
(ux + vy)T (α−ζ)/(2ζ), (uy − vx)T (α−ζ)/(2ζ)

Tα/(2ζ)(sin (lnT/2ζ)Dx +
+ cos (lnT/2ζ)Dy),

Tα/(2ζ)(cos (lnT/2ζ)Dx −
− sin (lnT/2ζ)Dy)

3.3
1, 2,

3 + ζ4,
ζ 6= 0

u2 + v2, ρ exp (ζ arctg (u/v)), T ,
(ux + vy)ρ−1, (uy − vx)ρ−1

ρ−1(sin (ln ρ/ζ)Dx +
+ cos (ln ρ/ζ)Dy),

ρ−1(cos (ln ρ/ζ)Dx −
− sin (ln ρ/ζ)Dy)

3.4 1, 2, 3 u2 + v2, ρ, T , ux + vy, uy − vx uDx + vDy, vDx − uDy
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Оконч а н и е т а б л и цы

Номер

подалгебры
H J D

3.5
1, 2,

4 + ζ5,
ζ 6= 0

uT−1/2, vT−1/2, ρT 1/2−ω+1/(2ζ),
TxT−1+1/ζ , TyT−1+1/ζ

T 1/(2ζ)Dx, T 1/(2ζ)Dy

3.6 1, 2, 4 u, v, T , ρx/ρ2, ρy/ρ2 ρ−1Dx, ρ−1Dy

3.7 1, 4, 5 uT−1/2, vT−1/2, yρT 1/2−ω, yTx/T , yTy/T yDx, yDy

3.8 1, 2, 5 uT−1/2, vT−1/2, ρT 1/2−ω, Tx/T , Ty/T Dx, Dy

2.1 3 + α5,
4 + β5

Ur−β eαϕ, r−βV eαϕ,
ρr1−(2ω−1)β e(2ω−1)αϕ, Tr−2β e2αϕ

rDr, Dϕ

2.2 3 + α4, 5 r eαϕ, UT−1/2, V T−1/2, rρT 1/2−ω,
rTr/T , Tϕ/T

rDr, Dϕ

2.3 4, 5 x/y, uT−1/2, vT−1/2, xρT 1/2−ω,
xTx/T , yTy/T

xDx, yDy

2.4 1, 4 + α5 uy−α, vy−α, ρy1−(2ω−1)α, Ty−2α xDx, yDy

2.5 1, 5 y, uT−1/2, vT−1/2, ρT 1/2−ω, Tx/T , Ty/T Dx, Dy

2.6 1 + α5,
2 + β5

u e−(αx+βy), v e−(αx+βy), ρ e(1−2ω)(αx+βy),
T e−2(αx+βy)

Dx, Dy

1.1 3 + α4 + β5 r eαϕ, U eβϕ, V eβϕ, ρ e(β(2ω−1)−α)ϕ, T e2βϕ rDr, Dϕ

1.2 4 + α5 x/y, ux−α, vx−α, ρx1−(2ω−1)α, Tx−2α xDx, yDy

1.3 5 x, y, uT−1/2, vT−1/2, ρT 1/2−ω, Tx/T , Ty/T Dx, Dy

1.4 1 + α5 y, u e−αx, v e−αx, ρ e(1−2ω)αx, T e−2αx Dx, Dy

Утверждение 2. Для построения регулярных дифференциально-инвариантных ре-
шений достаточно использовать только инварианты из базиса дифференциальных ин-
вариантов. К этим решениям сводятся все остальные регулярные дифференциально-
инвариантные решения, построенные на основе инвариантов более высокого порядка.
Утверждение 3. Любое регулярное дифференциально-инвариантное решение явля-

ется также регулярным частично инвариантным решением, построенным на той же под-
группе. Следует отметить, что эти решения совпадают, когда базис дифференциальных
инвариантов подгруппы состоит только из инвариантов нулевого порядка. В случае ес-
ли в базисе дифференциальных инвариантов подгруппы содержатся инварианты первого

порядка, дифференциально-инвариантная подмодель описывает только частный случай
частично инвариантной подмодели.
Утверждение 4. Все регулярные дифференциально-инвариантные решения ранга 0

системы (1)–(4), построенные на полном наборе инвариантов из базиса дифференциальных
инвариантов, редуцируются к инвариантным решениям.
Доказательство. Для таких решений все первые производные искомых функций мож-

но выразить только через сами функции и независимые переменные. Поэтому согласно
теореме Овсянникова данные решения редуцируются к инвариантным.

Из утверждения 4 следует, что нередуцируемые к инвариантным регулярные

дифференциально-инвариантные решения можно искать только среди решений ранга 1,
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которые строятся на основе подалгебр 2.2, 2.3, 2.5, или среди решений, при построении ко-
торых используются не все дифференциальные инварианты из базиса дифференциальных

инвариантов.
3.1. Анализ решений, построенных с использованием полного набора инвариантов из

базиса дифференциальных инвариантов. Рассмотрим три подалгебры.
Подалгебра 2.2. Базис дифференциальных инвариантов:

r eαϕ, UT−1/2, V T−1/2, ρT 1/2−ω, rTrT
−1, TϕT

−1.

Представление решения:

U = T 1/2U1(ξ), V = T 1/2V1(ξ), ρ = Tω−1/2ρ1(ξ),

rTr = Tf(ξ), Tϕ = Tg(ξ), ξ = r eαϕ .

В результате анализа совместности представления производных Tr и Tϕ получаем соот-

ношение T = e−2βϕ T1(ξ). Следовательно, решение инвариантно относительно подалгеб-
ры 1.1.
Подалгебра 2.3. Базис дифференциальных инвариантов:

x/y, uT−1/2, vT−1/2, xρT 1/2−ω, xTxT
−1, yTyT

−1.

Представление решения:

u = T 1/2u1(ξ), v = T 1/2v1(ξ), ρ = x−1Tω−1/2ρ1(ξ),

xTx = Tf(ξ), yTy = Tg(ξ), ξ = x/y.

В результате анализа совместности представления производных Tx и Ty получаем соотно-
шение T = x2αT1(ξ). Следовательно, решение инвариантно относительно подалгебры 1.2.
Подалгебра 2.5. Базис дифференциальных инвариантов:

y, uT−1/2, vT−1/2, ρT 1/2−ω, TxT
−1, TyT

−1.

Представление решения:

u = T 1/2u1(y), v = T 1/2v1(y), ρ = Tω−1/2ρ1(y), Tx = Tf(y), Ty = Tg(y).

В результате анализа совместности представления производных Tx и Ty получаем соотно-

шение T = e2αx+h(y). Следовательно, решение инвариантно относительно подалгебры 1.4.
3.2. Анализ решений, построенных с использованием части дифференциальных инва-

риантов. В качестве примера рассмотрим две подалгебры.
Подалгебра 3.7. Базис дифференциальных инвариантов:

uT−1/2, vT−1/2, yρT 1/2−ω, yTx/T, yTy/T.

В случае если для построения решения используется только один дифференциальный ин-
вариант, решение либо редуцируется к инвариантному относительно подалгебры 2.3 или
2.4, либо является частным случаем решения, построенного на основе подалгебры 2.5.
Подалгебра 3.8. Базис дифференциальных инвариантов:

uT−1/2, vT−1/2, ρT 1/2−ω, Tx/T, Ty/T.

При использовании для построения решения только одного дифференциального инвари-
анта решение либо редуцируется к инвариантному относительно подалгебры 2.6, либо
является инвариантным относительно подалгебры 1.4 или подобной ей (в данном случае
редукция отсутствует, так как ранг решения при этом увеличивается).
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4. Нерегулярные дифференциально-инвариантные решения. Исследуем нере-
гулярное дифференциально-инвариантное решение на примере одной подалгебры.
Подалгебра 3.6. Базис дифференциальных инвариантов:

u, v, T,
ρx

ρ2
,

ρy

ρ2
.

Построим нерегулярное дифференциально-инвариантное решение ранга 1. Пусть все ин-
варианты являются функциями T . Введем дополнительные функции φ(T ), ψ(T ). Тогда
получаем следующие выражения для производных плотности:

ρx = ρ2φ, ρy = ρ2ψ.

Из условия совместности этих двух уравнений следует равенство

ψ′Tx − φ′Ty = 0.

Здесь и далее штрих означает дифференцирование по T . Последнее уравнение означает,
что температура T сохраняется вдоль характеристик, описываемых уравнением

dx

ψ′ =
dy

−φ′
.

Поскольку φ и ψ зависят только от T , эти характеристики — прямые. Без ограничения
общности можно считать, что температура сохраняется вдоль прямых x = const, т. е.
T = T (x). Тогда ψ(T ) ≡ ψ0 = const.

Подробный анализ фактор-системы не проводится. В результате преобразований сис-
тема разбивается на две подсистемы: инвариантную и активную (требующую выполнения
условий совместности). В инвариантной подсистеме функции u(t), v(T ), φ(T ) взаимосвя-
заны:

(l0 + 2m0)T
ω(uφ′ + ψ0v

′) + (u−RTφ/θ)u′ + (l0 + 2m0)ωT
ω−1θ +R = 0,

m0T
ωθ(u′v′′ − u′′v′) +m0T

ω−1(ωθ + T (uφ′ + ψ0v
′))u′v′ + uu′2v′ −Rψ0Tu

′3/θ = 0,

k0T
ωθu′′ − ((l0 + 2m0)T

ωθ +RT )u′3 −m0T
ωθu′v′2 − k0T

ω(uφ′ + ψ0v
′)u′ −

(5)

− cV uu′2 − ωk0T
ω−1θu′ = 0,

θ = φu+ ψ0v.

С использованием активной подсистемы на основе решения системы (5) можно восстано-
вить функции ρ и T :

Tx = −ρθ/u′, ρx = ρ2φ, ρy = ψ0ρ
2. (6)

Уравнения (6) совместны при θ = 0 или ψ0 = 0. В первом случае имеем редукцию к

решению ранга 0, инвариантному относительно подгруппы, подобной подгруппе 2.4 или 2.6
(в зависимости от констант интегрирования фактор-системы). Во втором случае активную
подсистему (6) можно заменить пассивной подсистемой

Txx +
(

ln
u′

φ

)′
Tx = 0, ρ = − u′

φu
Tx,

а инвариантную подсистему нетрудно получить из (5) при ψ0 = 0. Поскольку в случае
ψ0 = 0 все искомые функции зависят только от x, решение является инвариантным от-
носительно подалгебры X2, и в результате имеет место редукция к инвариантному ре-
шению ранга 1. Соответствующая фактор-система для инвариантного решения частично
проинтегрирована в [4, 5]. Частным случаем этого решения является дифференциально-
инвариантное решение, построенное в настоящей работе.
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