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Рассматриваются нелинейные волны на поверхности горизонтального слоя жидкости, находящегося 
в известном поле напряжений на границе раздела. Исследуется природа ветвления волновых режимов от не-
возмущенного течения. Для этого находятся решения модельного нелинейного уравнения на отклонение тол-
щины слоя от невозмущенного уровня. Аналитически построены слабо нелинейные стационарно-бегущие 
решения этого уравнения, у которых волновые числа лежат в окрестности нейтральных волновых чисел. Чис-
ленно найдены стационарно-бегущие периодические решения первого семейства, волновые числа которых 
лежат вне этой окрестности. 

Ключевые слова: горизонтальный слой вязкой жидкости, газовый поток, модельная система, эволю-
ционное уравнение, устойчивость. 

Введение и постановка задачи 

В гидродинамической теории и практике совместное течение слоя жидкости и газа 
изучается достаточно давно. Такие системы находят широкое применение в различных 
технологических приложениях. Решение задач в полной постановке по этой проблема-
тике связано со значительными вычислительными трудностями, поэтому при их реше-
нии часто выделяются два этапа моделирования: сначала определяются напряжения газа 
на поверхности пленки, затем рассчитывается эволюция волн в жидкости. При этом по-
лагается, что поскольку скорость жидкости значительно меньше характерной скорости 
газа, на первом этапе поверхность раздела можно считать жесткой и неподвижной. 
Кроме того, в силу малости толщины пленки воздействие возмущений границы раздела 
на течение газа можно считать линейным, поэтому задача вычисления возмущений 
напряжений газа на этой поверхности сводится к рассмотрению влияния на них 
отдельных пространственных гармоник возмущений границы раздела. На втором этапе 
исследуются нелинейные волны на поверхности слоя жидкости, находящегося  в 
известном поле напряжений на границе раздела фаз. Разделение задачи на такие этапы 
используется многими авторами (см., например, [1–5]). 

                                                           
*  Исследования выполнены в рамках государственного задания ИТ СО РАН (AAAA-A17-117022850024-4).  

©  Цвелодуб О.Ю., 2019 



Цвелодуб О.Ю. 

 914 

В настоящей работе рассматриваются нелинейные волны на горизонтальном слое 
тяжелой жидкости, находящемся в известном поле напряжений на границе раздела фаз. 
Течение газа является турбулентным и происходит в широком горизонтальном канале. 
При решении используется декартовая система координат: ось x направлена горизон-
тально, направление оси y противоположено направлению ускорения свободного паде-
ния g. В случае, когда функция ( , ),y h x t=  определяющая положение точек границы об-
ласти, является однозначной, существует непрерывно дифференцируемое преобразова-
ние координат, переводящее область течения жидкости в полосу постоянной толщины: 

, / ( , ), .x x y h x t t tη= = =  

В работе [6] в результате выполнения такого преобразования и использования новых 
переменных в уравнениях, записанных в тензорной, инвариантной относительно систем 
координат, форме, была получена система, описывающая при умеренных числах Рей-
нольдса в длинноволновом приближении эволюцию возмущений горизонтального слоя 
жидкости, увлекаемого турбулентным потоком газа. В случае малых расходов (Re ~ 1) из 
этой системы было выведено эволюционное уравнение для толщины пленки h: 

( )3 2 i12 Re We ( ) e 0,
3

1 ,
Fr

ˆ kx
t x xxx xh hh h h h h k d

x
kk kh tε ε τ⎛ ⎞−⎜

⎛ ⎞∂
+ + + =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

⎟
⎝ ⎠ ∫             (1) 

здесь 0 0Re /h uρ µ=  ⎯ число Рейнольдса, 2
0 0We / l uσ ρ=  ⎯ число Вебера, 2

0 0Fr /u gh=  ⎯ 

число Фруда, 0 0/h lε =  ⎯ отношение характерной толщины пленки 0h  к характерному 

продольному размеру возмущений 0 .l  При выполнении обезразмеривания использова-

лись характерные масштабы скорости и времени ⎯ 0u  (среднерасходная скорости жид-

кости) и 0 0/l u  соответственно. В состав безразмерных комплексов входят также σ ⎯ 

коэффициент поверхностного натяжения, ρ ⎯ плотность, µ ⎯ динамическая вязкость 
жидкости. Кроме того, в интегральном слагаемом в уравнении (1) присутствуют Фурье-
компоненты касательных напряжений газа на границе раздела, обусловленные криволи-
нейностью этой границы ⎯ ( ) ( ) ( )r im ,k k i kτ τ τ= +  и Фурье-компоненты разложения формы 

поверхности слоя жидкости 

( ) ( ) i1ˆ , , e .
2

kxh k t h x t dx
π

+∞
−

−∞

= ∫  

Отметим, что при выводе уравнения (1) кроме приближения малых чисел Рейнольдса 
(Re ~ 1) полагалось, что число Вебера велико ⎯ Weε ~ 1. В случае, если рассматривают-
ся пространственные периодические решения уравнения (1), интегральное слагаемое 
заменяется соответствующим рядом Фурье. 

Для возмущений малой, но конечной амплитуды в работе [6] из уравнения (1) с ис-
пользованием метода разных масштабов времени были получены уравнения 

1 1

0
2 0,

h h
t x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                                    (2) 
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∂ ∂ ∂ ∂
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здесь 11 ,h hε= +  0t t=  и 1t tε=  ⎯ «быстрое» и «медленное» времена. Из уравнения (2) 

следует, что в первом приближении (для «быстрых» времен) возмущения малой, но 
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конечной амплитуды распространяются с постоянной скоростью s 2.c =  Для горизон-
тального слоя невозмущенным течением является течение Куэтта. В качестве характер-
ного масштаба скорости при получении уравнения (1) выбиралась среднерасходная ско-
рость такого течения [6]. Следовательно, полученный результат s( 2)c =  означает, что 
в этом приближении возмущение поверхности слоя неподвижно относительно частиц 
жидкости, принадлежащих этой поверхности. Подчеркнем, что уравнение (3) записано, 
соответственно, в системе отсчета, движущейся относительно твердой стенки со скоро-
стью частиц жидкости на свободной поверхности. 

Уравнение (3) описывает нелинейную эволюцию возмущений на «медленных» 
временах. Характерный продольный масштаб 0l  выбирается так, чтобы коэффициенты 
при второй и четвертой производных в уравнении (3) были одинаковыми. В этом случае 
величина ε должна удовлетворять соотношению 

1 (We Fr).ε =                                                          (4) 
После проведения замены  

1 1
WeRe Re, ,

3 3Fr
t bt h bH b ε′ = = = ≡  

уравнение (3)  принимает вид [6] 

( ) ( )
2 4

2 i
2 4

ˆ2 , e 0,kxH H H HH B ik k H k t dk
t x x x

τ
∞

−∞

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + + =

′∂ ∂ ∂ ∂ ∫                       (5) 

где 1 .B b=  В дальнейшем индекс у t′  опускаем. 
Целью настоящей работы является моделирование на основе уравнения (5) процес-

са зарождения нелинейных волн на поверхности горизонтального слоя жидкости, увле-
каемого газовым потоком. 

Уравнение (5) относится к классу модельных эволюционных уравнений, описы-
вающих поведение возмущений в активно-диссипативных средах. Неустойчивость ли-
нейных возмущений обусловлена интегральным слагаемым, демонстрирующим влияние 
возмущений трения со стороны газа на подвижную границу слоя жидкости, за диссипа-
цию ответственны вторая и четвертая производные (последняя представляет собой учет 
влияния капиллярных эффектов). Роль этих слагаемых проявляется при анализе линей-
ной устойчивости невозмущенного решения (H = 0). Пренебрегая в уравнении (5) нели-
нейным членом и представляя его решение в виде 

~ exp( i ( )),H k x ct−  
приходим к соотношению 

3
r ii i( ) ( ).c c c k k Bk kτ≡ + = − + +                                         (6) 

Так как у нейтрального возмущения мнимая часть фазовой скорости 0,ic =  из (6) следу-
ет, что его  волновое число nk  удовлетворяет уравнению 

2
im(1 ) ( ) 0.n nk B kτ+ − =                                                    (7) 

Пусть параметры невозмущенного течения таковы, что при характерном продоль-
ном масштабе 0 ,l  определяемом соотношением (4), нейтральное волновое число 1.nk =  
При этом полагаем, что данному значению nk  соответствует некоторое значение 

im im im( ) (1).nkτ τ τ= ≡  Из (7) следует, что в этом случае значение параметра B определя-
ется из соотношения 

im2 ( ).nB kτ=                                                        (8) 
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Из формул (4) и (8) для характерного масштаба скорости 0u  (среднерасходная скорость 
жидкости невозмущенного течения) и параметра B получаем соотношение [6] 

0
im

2 .
3 3 (1)

Bu εσ εσ
µ µτ

= ≡  

Результаты 

При получении представляемых ниже результатов в расчетах использовались данные 
о пульсациях трения на границе раздела пленка−газ, полученные в исследовании [5] по 
квазиламинарной модели Бенджамина [7]. В работе [6] для нескольких значений пара-
метра B были рассчитаны области волновых чисел неустойчивых возмущений. При этих 
значениях B значения безразмерного волнового числа в газовой части задачи *

g g /k kv u=  

изменялись в интервале 0,0033 0,02.÷  Здесь *
0 g/u T ρ=  ⎯ размерная динамическая 

скорость в газе, ст2 /k π λ=  ⎯ размерное волновое число для соответствующего про-
странственного периода стλ  волнистой стенки, gv  ⎯ коэффициент кинематической вяз-

кости газа. Как показали расчеты [6], при этих значениях параметров для задачи в пленке 
уравнение (7) имеет два решения: наибольшее нейтральное волновое число 

1
1nk =  и наи-

меньшее число 
2

* 0,2,nk ≈  ограничивающее область неустойчивых волновых чисел «снизу» 

и не превышающее указанного значения. 
Стационарно-бегущие линейные решения ответвляются от тривиального решения 

в точках с нейтральными волновыми числами nk . Из (5) легко получить, что их фазовая 
скорость и частота равны соответственно 

2
0 r 0 0 r( ), ( ).n n n n nc Bk k k c Bk kτ ω τ= ≡ =                                    (9) 

Стационарно-бегущие периодические слабо нелинейные решения с волновыми 
числами k лежат в окрестности нейтральных волновых чисел. Для этого, аналогично [8], 
будем искать эти решения в виде пространственного ряда Фурье: 

( , ) ( )exp(i ).n
n

H x t H t knx
∞

=−∞
= ∑                                          (10) 

При этом полагаем, что 
,n

n nH Hδ= %                                                     (11) 

2
2 ,nk k kδ= + +L                                                 (12) 

и вводим в рассмотрение набор различных времен: 

, 0, 1, 2, ,n
nt t nδ= = L                                            (13) 

здесь δ ⎯ некоторый малый параметр. 
Очевидно, что представление (11) имеет смысл, если рассматривается окрестность 

наибольшего нейтрального волнового числа 
1

( 1).nk =  В этом случае волновое число вто-

рой гармоники расположено уже достаточно далеко от верхней границы, разделяю-
щей области устойчивости и неустойчивости, поэтому в линейном случае вторая и более 
высокие гармоники быстро затухают. Ситуация в окрестности «нижней» нейтральной 
точки (kn2

) иная. Здесь для упомянутых выше значений параметров волновые числа 
не только второй гармоники, но и нескольких более высоких гармоник находятся 
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в области неустойчивости. В этом случае 
использовать при построении решения 
предположение (11) некорректно. В даль-
нейшем будем иметь в виду, что речь 
идет об окрестности нейтрального вол-
нового числа 1.nk =  

На рис. 1 представлена зависи-
мость B от «газового» параметра g .k  

При расчете значений B в формуле (8) 
учитывалось, что im im g(1) ( ).kτ τ≡  Подставляя соотношения (10)−(13) в формулу (5), со-

бирая вместе коэффициенты при одинаковых экспонентах и приравнивая их к нулю, 
после достаточно простых, но громоздких выкладок получим 

2
H2exp[i ( )] exp[2i ( )] K.C.,H A k x t A A k x tω ω= − + − +                    (14) 

здесь 2 2
1 0, , ,n kA H k k A A A Aωδ ω ω= = + = +%  K.C. ⎯ комплексно-сопряженное вы-

ражение. 
Выражение для фазовой скорости с точностью до A2 имеет вид: 

2 2
0

0 02 ( ).k
nn k

A A Ac c A c A
k kk A A

ω
ω

ωω +
≡ = = + −

+
                                (15) 

Для (14), (15), с учетом (9), и того, что 1,nk =  имеем 
2

0 0 r1 , (1),kk A A c Bω τ= + = =  2
0 ,cc c A A= +  где 0 .c kA A c Aω≡ −  

Коэффициенты H2 , ,kA A Aω  зависят только от первых двух Фурье-гармоник пульса-

ций касательных напряжений трения газа на границе раздела газ−пленка и от параметра B: 

H2 H2r H2i
0

1 i ,
10i 2 (2)

A A A
Bω τ

= ≡ +
+ −

 

H2i H2i r r
H2r '

im im

2 2 (2 (1) (1))
, 2 ,

2 (1) 2 (1)k
A A

A A A B
B Bω

τ τ
τ τ

′+
= = +

′− −
 

здесь (1) ( ), (2) (2 ),n nk kτ τ τ τ≡ ≡ im (1)τ ′ ≡

im 1( ) / .kd k dkτ =≡ Из выражений (14), (15) 

видно, что в решении можно взять 1,δ =  
а в качестве малого параметра использо-
вать амплитуду A первой гармоники. 

На рис. 2 представлены зависимо-
сти коэффициентов ,kA Aω  от параметра B 
(кривые 1, 2 соответственно). Видно, что 

 

Рис. 1. Зависимость параметра B 
от «газового» параметра 1

g .k −  

 

Рис. 2. Зависимости коэффициентов 
Ak (1)  и Aω (2) от параметра B. 



Цвелодуб О.Ю. 

 918 

ветвление волнового режима (14) происходит «мягким» образом ⎯ поправки к волно-
вому числу отрицательны (кривая 1), т.е. волновые числа периодических стационарно-
бегущих режимов малой, но конечной амплитуды лежат в области линейной неустойчи-
вости невозмущенного течения. На рис. 3 приведена зависимость коэффициента cA  от 
параметра B. Видно, что в окрестности точки ветвления при продвижении вглубь облас-
ти неустойчивости фазовая скорость слабонелинейных возмущений уменьшается по 
сравнению со скоростью нейтральных линейных возмущений (9). Для получения ста-
ционарно–бегущих решений этого семейства (первое семейство) с волновыми числами, 
лежащими достаточно далеко от нейтрального волнового числа ,nk  задача решалась 
численно. Рассматривалась эволюция периодических возмущений, которые «притягива-
лись» к стационарно-бегущему решению из этого семейства. При расчетах все гармони-
ки ряда (10) с номерами n N>  полагались равными нулю. Для используемых волновых 
чисел достаточно значений N, лежащих в диапазоне от 8 до 15. 

На рис. 4 для трех значений параметра B представлена зависимость скорости ста-
ционарно-бегущих решений первого семейства от волнового числа. В точке 1nk =  значе-
ния скоростей удовлетворяют соотношению (9). При продвижении в область меньших вол-
новых чисел скорость волн уменьшается и для их достаточно малых значений становит-
ся отрицательной (т.е. в системе отсчета, связанной со стенкой, становиться меньше, чем 

s 2).c =  В качестве примера на рис. 5−7 для значения  параметра B = 0,4, которому соот-

ветствует значение «газового» параметра g 0,025,k =  построены профили поверхности 

периодических стационарно-бегущих 
решений первого семейства. Пространст-
венный интервал составляет две длины 
волны −2λ ( 2 / ).kλ π=  Промежуток вре-
мени между моментами, для которых пока-
заны кривые на этих рисунках, составляет 

 
 
 

Рис. 3. Зависимость коэффициента Ac  
от параметра B. 

 
 
Рис. 4. Зависимость скорости стационарных 

бегущих решений  первого семейства 
от волнового числа k. 

1 ⎯ B = 0,305 (kg = 0,01),  2 ⎯ B = 0,327 (kg = 0,005), 
3 ⎯ B = 0,4 (kg = 0,0025). 

 

 

Рис. 5. Профили поверхности для трех 
различных моментов времени. 

t = 50 (1), 100 (2), 150 (3);  фазовая скорость 
c = 0,672, волновое число k = 0,7. 



Теплофизика и аэромеханика, 2019, том 26, № 6  

 919 

∆t = 50. Для волны, представленной на рис. 5, волновое число k = 0,7 длина волны 
8,98,λ =  фазовая скорость c = 0,672. За промежуток времени t∆  любая зафиксированная 

фаза смещается на 33,6 3,5 ,L c t λ∆ = ∆ = >  т.е. за это время любая точка на конкретной 
кривой (например, на кривой 1) покидает представленный на рисунке пространственный 
интервал 2λ  и на «соседней» кривой (соответственно, на кривой 2) оказывается уже вне 
поля рисунка, справа от него. У решения с волновым числом k = 0,46 фазовая скорость c 
= 0, поэтому оно представлено на рис. 6 одной неподвижной кривой. Пример волны, 
бегущей влево, приведен на рис. 7. Здесь 0,1669,c = −  0, 4, 15,7.k λ= =  За промежутки 
времени ,t∆  разделяющие представленные на рисунке кривые, фиксированная фаза 
волны смещается на расстояние, немного превышающее половину длины волны: 

8,3 0,5 .L c t λ∆ = ∆ = >  

Заключение 

Рассмотрены нелинейные волны на поверхности горизонтального слоя жидкости, 
подвижная граница которого находится в известном поле напряжений. В случае малых 
чисел Рейнольдса задача сводится к рассмотрению решений нелинейного интегро-диф-
ференциального уравнения на отклонение толщины слоя от невозмущенного уровня. 
Исследовались решения такого модельного уравнения. Проанализирован характер ветв-
ления волновых режимов от невозмущенного течения, аналитически найдены слабо не-
линейные стационарно-бегущие решения, волновые числа которых находятся в окрест-
ности нейтральных волновых чисел. Показано, что имеет место мягкий тип ветвления. 
Численно построены стационарно-бегущие решения, волновые числа которых лежат 
глубоко в области неустойчивости невозмущенного течения. 
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