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Рассматриваются задачи об определении напряжений в изолированных эллипсоидаль-
ных жестких включениях, содержащихся в изотропном упругом пространстве, подверг-
нутом на бесконечности воздействию равномерно распределенных нагрузок. Для вклю-
чений в виде эллипсоидов вращения построено решение в замкнутом виде.
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В работе [1] доказано, что задача об определении напряжений в изолированных жест-
ких включениях в виде эллипсоидов вращения, находящихся в изотропном упругом про-
странстве, подвергнутом воздействию равномерно распределенных на бесконечности на-
пряжений, имеет единственное решение. При этом поле напряжений в каждом включе-
нии является однородным. В настоящей работе приведены решения указанной задачи для
сплющенного и вытянутого сфероидов.

1. Изотропное упругое пространство с изолированными эллипсоидальны-
ми жесткими включениями. Изолированными называются такие включения, рассто-
яние между центрами любых двух из которых велико по сравнению с их размерами, по-
этому влиянием одного из них на напряженное состояние любого другого можно прене-
бречь. В данных предположениях решение задачи сводится к определению напряженно-
деформированного состояния упругого пространства v с одним включением v∗ при задан-
ных на бесконечности равномерно распределенных напряжениях σ∞kl (k, l = 1, 2, 3) [1].

В области v справедлив закон Гука ε = a : σ, σ = b : ε (σ, ε — тензоры напряжений и

деформаций соответственно; a, b — взаимно обратные тензоры упругих податливостей и

упругих модулей соответственно).
В работе [1] между напряжениями на бесконечности и в жестком включении v∗ уста-

новлены следующие зависимости:

S : ε̃∗ = ε∞, ε∞ = a : σ∞, ε̃∗ ≡ a : σ∗. (1.1)

Здесь S — тензор четвертого ранга (тензор Эшелби).
Для рассматриваемого случая изотропной среды v деформации выражаются через

напряжения следующим образом:

εij = [(1 + ν)σij − νσnnδij ]/E (i, j = 1, 2, 3) (1.2)

(E — модуль Юнга; ν — коэффициент Пуассона; δij — компоненты единичного тензора;
по повторяющимся индексам проводится суммирование от 1 до 3).



176 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2011. Т. 52, N-◦ 3

В системе координат, связанной с осями симметрии эллипсоида v∗, компоненты тен-
зора S в (1.1) принимают вид [1]

Skkkk = Qa2
kIkk + RIk, Skkll = Qa2

l Ikl −RIk,

2Sklkl = 2Skllk = Q(a2
k + a2

l )Ikl + R(Ik + Il), (1.3)

Q = 3/[8π(1− ν)], R = (1− 2ν)/[8π(1− ν)].

Здесь ak — полуоси эллипсоида; k, l = 1, 2, 3 (k 6= l); суммирование по k и l не проводится.
Остальные компоненты Sklmn = 0.

Для сплющенного сфероида (a1 = a2 = α, a3 = δα, δ < 1) имеем [1]

I1 = I2 = I ≡ 2πδ(1− δ2)−3/2[arccos δ − δ(1− δ2)1/2],

I3 = 4π − 2I, I11 = I22 = 3I12 =
3I − 4πδ2

4α2(1− δ2)
, (1.4)

I13 = I23 =
4π − 3I

3α2(1− δ2)
, I33 =

4π(1− 3δ2) + 6Iδ2

3α2δ2(1− δ2)
,

для вытянутого сфероида (a1 = α, a2 = a3 = δα, δ < 1) —

I2 = I3 = I ≡ 2πδ−1(δ−2 − 1)−3/2[δ−1(δ−2 − 1)1/2 − arch δ−1], I1 = 4π − 2I,

I11 =
4π(3− δ2)− 6I

3α2(1− δ2)
, I22 = I33 = 3I23 =

4π − 3Iδ2

4α2δ2(1− δ2)
, I12 = I13 =

3I − 4π

3α2(1− δ2)
.

(1.5)

В [1] показано, что в рассматриваемых случаях жестких включений в виде эллип-
соидов вращения матрица размером 6 × 6, соответствующая тензору S, является невы-
рожденной. Поэтому существует обратная матрица, а следовательно, и обратный тензор,
который обозначим через S−1 или в покомпонентной записи— S−1

ijkl. Тогда напряжения σ∗ij
в жестком включении можно выразить через напряжения σ∞ij на бесконечности.

Действительно, из (1.1) следуют равенства ε̃∗ij = S−1
ijklε

∞
kl . Подставляя в эти равенства

деформации ε̃∗ij и ε∞ij , выраженные через напряжения σ∗ij и σ∞ij , получаем

σ∗ij −
ν

1 + ν
σ∗nnδij = fij , fij ≡ S−1

ijkl

(
σ∞kl −

ν

1 + ν
σ∞nnδkl

)
. (1.6)

Проведя в (1.6) свертку по индексам i и j, имеем σ∗nn−[3ν/(1+ν)]σ∗nn = fnn. Следовательно,
σ∗nn = [(1 + ν)/(1− 2ν)]fnn. Подставляя σ∗nn в (1.6), находим искомые соотношения

σ∗ij = fij +
ν

1− 2ν
fnnδij (i, j = 1, 2, 3). (1.7)

2. О матрицах, соответствующих тензорам S и S−1. Представим равенство (1.1)
в матричной форме

sklf̃
∗
l = f∞k (k = 1, 2, . . . , 6),

где f̃∗k , f∞k — компоненты шестимерных векторов, соответствующих тензорам деформа-
ций ε̃∗ и ε∞; skl — элементы матрицы размером 6 × 6 вида skl = Skkll (k, l = 1, 2, 3;
по k и l суммирование не проводится), s44 = 2S1212, s55 = 2S1313, s66 = 2S2323; остальные
элементы skl равны нулю.

Как отмечено выше, для эллипсоидов вращения матрица ‖skl‖ является невырожден-
ной, т. е. det ‖skl‖ 6= 0. Более того, из полученных в [1] результатов следует, что в обоих
случаях (сплющенного и вытянутого сфероидов) det ‖skl‖ > 0. Поэтому для матрицы ‖skl‖
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существует обратная матрица ‖ckl‖, соответствующая тензору S−1. Элементы этой мат-
рицы определяются известными соотношениями [2] и в данном случае имеют вид

ckl = dlk/∆0, (2.1)

где dkl — алгебраические дополнения элементов skl матрицы ‖s0
kl‖ ≡ ‖skl‖ (k, l = 1, 2, 3);

∆0 = det ‖s0
kl‖; ckk = s−1

kk (k = 4, 5, 6; по k суммирование не проводится); остальные эле-
менты ckl равны нулю.

Из соотношений s11 = s22, s12 = s21, s13 = s23, s31 = s32, следующих из (1.3), (1.4),
для сплющенного сфероида получаем

d11 = d22 = s11s33 − s13s31, d12 = d21 = s13s31 − s12s33,

d13 = d23 = s31(s12 − s11), d31 = d32 = s13(s12 − s11), d33 = s2
11 − s2

12.
(2.2)

Величина ∆0 определяется по формуле [1]

32(1− ν)3t2∆0 = (1 + ν)[3F − 2(1− t) + 4t(1− 2ν)F ]×

× [(3− 4νt)F − 2(1− t)− 2(1− 2ν)tF 2] > 0, (2.3)

t = 1− δ2, F = I/(2π).

Из (1.3), (1.5) следует, что s12 = s13, s31 = s21, s32 = s23, s33 = s22. Отсюда для
вытянутого сфероида получаем

d11 = s2
22 − s2

23, d12 = d13 = s21(s23 − s22), d21 = d31 = s12(s23 − s22),

d22 = d33 = s11s22 − s12s21, d23 = d32 = s12s21 − s11s23.
(2.4)

По аналогии с (2.3) для ∆0 находим

32(1− ν)3t2∆0 = (1 + ν)[2− 3F (1− t) + 4(1− 2ν)tF ]×

× {2 + [(3− 4ν)t− 3]F − 2(1− 2ν)tF 2} > 0, (2.5)

t = 1− δ2, F = I/(2π).

Функции I = I(δ) из (2.3), (2.5) определены в (1.4), (1.5) соответственно.
Вводя шестимерный вектор напряжений с компонентами Σk = σkk (k = 1, 2, 3; по k

суммирование не проводится), Σ4 = σ12, Σ5 = σ13, Σ6 = σ23, из (1.7) получаем равенства,
связывающие напряжения Σ∞k на бесконечности и Σ∗k во включении:

Σ∗k = cklΣ̃
∞
l +

ν

1− 2ν

3∑
n=1

cnlΣ̃
∞
l , Σ̃∞l ≡ Σ∞l − ν

1 + ν
I∞σ ; (2.6)

I∞σ = Σ∞1 + Σ∞2 + Σ∞3 (2.7)

(k = 1, 2, 3; суммирование по l проводится от 1 до 3),

Σ∗k = Σ∞k /skk (2.8)

(k = 4, 5, 6; по k суммирование не проводится).
3. Примеры. Из (2.6)–(2.8) следует, что напряжения σ∗kl во включении v∗ определя-

ются напряжениями σ∞kl на бесконечности, геометрией области v∗ и зависят от коэффици-
ента Пуассона ν. В частности, при действии одного из касательных напряжений σ∞kl во

включении возникает только одноименное напряжение σ∗kl (k, l = 1, 2, 3; k 6= l). Любое из
нормальных напряжений σ∞11, σ∞22 и σ∞33 оказывает влияние только на напряжения σ∗11, σ∗22
и σ∗33.
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3.1. Сплющенный сфероид. Рассмотрим случай сплющенного сфероида, когда величи-
на δ2 в (1.4) мала по сравнению с единицей. Для элементов матрицы ‖skl‖ имеем следую-
щие выражения [3]:

s11 = s22 = (13− 8ν)δ0, s12 = s21 = (8ν − 1)δ0, s13 = s23 = 4(2ν − 1)δ0,

s31 = s32 = ν(1− ν)−1 − 4(1 + 4ν)δ0, s33 = 1− 8(1− 2ν)δ0, (3.1)

s44 = 2(7− 8ν)δ0, s55 = s66 = 1− 8(2− ν)δ0, δ0 ≡ πδ/[32(1− ν)] < δ/4.

Подставляя (3.1) в (2.2), получаем

d11 = d22 =
13− 17ν

1− ν
δ0 − 120(1− 2ν)δ2

0,

d12 = d21 =
16ν2 − 13ν + 1

1− ν
δ0 + 8(1− 2ν)(1 + 16ν)δ2

0,

d13 = d23 =
2ν(8ν − 7)

1− ν
δ0 − 8(8ν − 7)(1 + 4ν)δ2

0,

(3.2)

d31 = d32 = 8(1− 2ν)(7− 8ν)δ2
0, d33 = 24(7− 8ν)δ2

0.

Для определителя ∆0 в (2.3) с учетом следующего из (1.4) соотношения F ≡ I/(2π) =
πδ/2− 2δ2 + o(δ2) и приближенного равенства 1− δ2 ≈ 1 имеем

∆0 = 8(1 + ν)(1− ν)−1(7− 8ν)(3− 4ν)δ2 + o(δ2). (3.3)

При δ0 → 0 из (2.1), (3.2), (3.3) получаем

c11 = c22 =
d11

∆0
∼ 13− 17ν

8fδ0
, c12 = c21 =

d21

∆0
∼ 16ν2 − 13ν + 1

8fδ0
,

c13 = c23 =
d31

∆0
∼ (1− 2ν)(1− ν)

(1 + ν)(3− 4ν)
, c31 = c32 =

d13

∆0
∼ − ν

4(1 + ν)(3− 4ν)δ0
, (3.4)

c33 =
d33

∆0
∼ 3(1− ν)

(1 + ν)(3− 4ν)
, f ≡ (1 + ν)(7− 8ν)(3− 4ν).

Подставляя (3.4) и выражения для skk (k = 4, 5, 6) из (3.1) в (2.6)–(2.8), находим

Σ∗1 = σ∗11 ∼
(13− 16ν)A1 + A2

8fδ0
, Σ∗2 = σ∗22 ∼

A1 + (13− 16ν)A2

8fδ0
,

Σ∗3 = σ∗33 ∼
3(1− ν)A3

(1 + ν)2(3− 4ν)
, A1 ≡ σ∞11 − ν(σ∞22 + σ∞33),

A2 ≡ σ∞22 − ν(σ∞11 + σ∞33), A3 ≡ σ∞33 − ν(σ∞11 + σ∞22),
(3.5)

Σ∗4 = σ∗12 ∼
σ∞12

2(7− 8ν)δ0
, Σ∗5 = σ∗13 ∼ σ∞13, Σ∗6 = σ∗23 ∼ σ∞23.

Пусть σ∞33 = σ 6= 0, а остальные напряжения σ∞kl равны нулю. Тогда согласно (3.5)
σ∗11 = σ∗22 ∼ −νσ/[4(1 + ν)(3− 4ν)δ0], следовательно, sign σ∗11 = −sign σ.

Если σ∞11 = σ 6= 0, а остальные напряжения σ∞kl = 0, то σ∗11 ∼ (13 − 17ν)σ/(8fδ0)
и sign σ∗11 = sign σ, а σ∗22 ∼ f1σ/(8fδ0), где f1(ν) = 16ν2 − 13ν + 1. Заметим, что если

коэффициент ν находится в интервале ν1 < ν < 0,5, где ν1 = (13 +
√

105 )/32 ≈ 0,086, то
f1(ν) < 0 и sign σ∗22 = −sign σ. Если 0 < ν < ν1, то sign σ∗22 = sign σ.
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Случай σ∞22 = σ 6= 0 аналогичен случаю σ∞11 = σ 6= 0, при этом напряжение σ∗11 нужно

заменить на σ∗22, а σ∗22 — на σ∗11.
3.2. Вытянутый сфероид. Рассмотрим случай вытянутого сфероида, когда величи-

на δ2 в (1.5) мала по сравнению с единицей. Для элементов матрицы ‖skl‖ имеем [3]

s11 =
2− ν

1− ν
δ1, s12 = s13 = − 1− 2ν

2(1− ν)
δ1, s21 = s31 =

ν − (1 + ν)δ1

2(1− ν)
,

s22 = s33 =
5− 4ν − 2(1− 2ν)δ1

8(1− ν)
, s23 = s32 =

4ν − 1 + 2(1− 2ν)δ1

8(1− ν)
, (3.6)

s44 = s55 =
1

2
− (1 + ν)δ1

2(1− ν)
, s66 =

3− 4ν − 2(1− 2ν)δ1

4(1− ν)
, δ1 ≡ −δ2 ln

(δ

2

)
.

Подставляя (3.6) в (2.4), получаем

d11 =
3− 4ν − 2(1− 2ν)δ1

8(1− ν)2
, d12 = d13 = −ν − (1 + ν)δ1

8(1− ν)2
[3− 4ν − 2(1− 2ν)δ1],

d21 = d31 =
1− 2ν

8(1− ν)2
[3− 4ν − 2(1− 2ν)δ1]δ1,

(3.7)

d22 = d33 =
δ1

8(1− ν)2
[10− 11ν − 6(1− 2ν)δ1],

d23 = d32 =
δ1

8(1− ν)2
[8ν2 − 11ν + 2 + 2(1− 2ν)2δ1].

Из (1.5) следует, что с точностью до малых порядка δ2 величина I = 2π[1+δ2 ln (δ/2)],
т. е. F ≡ I/(2π) = 1 − δ1. Поэтому из (2.5) с учетом приближенного равенства t ≈ 1 для
определителя ∆0 находим

8(1− ν)3∆0 = (1 + ν)[2(1− ν)(3− 4ν)δ1 − (1− 2ν)(7− 8ν)δ2
1] + o(δ2

1). (3.8)

Элементы обратной матрицы ‖ckl‖ определяются из (2.1), (3.7), (3.8). Приведем только
аналогичные (3.4) асимптотические соотношения при δ1 → 0:

c11 ∼
1

2(1 + ν)δ1
, c12 = c13 ∼

1− 2ν

2(1 + ν)
,

c21 = c31 ∼ −
ν

2(1 + ν)δ1
, c22 = c33 ∼

10− 11ν

2(1 + ν)(3− 4ν)
, (3.9)

c23 = c32 ∼
8ν2 − 11ν + 2

2(1 + ν)(3− 4ν)
.

Подставляя (3.9) и выражения для skk (k = 4, 5, 6) из (3.6) в (2.6)–(2.8), получаем

Σ∗1 = σ∗11 ∼
A1

2(1 + ν)δ1
, Σ∗2 = σ∗22 ∼

(10− 11ν)A2 + (8ν2 − 11ν + 2)A3

2(1 + ν)2(3− 4ν)
,

Σ∗3 = σ∗33 ∼
(8ν2 − 11ν + 2)A2 + (10− 11ν)A3

2(1 + ν)2(3− 4ν)
,

Σ∗4 = σ∗12 ∼ 2σ∞12, Σ∗5 = σ∗13 ∼ 2σ∞13, Σ∗6 = σ∗23 ∼
4(1− ν)

3− 4ν
σ∞23.

Величины A1, A2, A3 определены в (3.5).
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Как отмечено выше, в работе [1] на основе утверждения о существовании обратного
тензора Эшелби доказана единственность решения задачи об определении напряжений в

изолированных жестких включениях в виде эллипсоидов вращения, находящихся в упру-
гом пространстве, при равномерно распределенных на бесконечности нагрузках. В данной
работе получены компоненты этого тензора, что позволило построить решение указанной
задачи в замкнутом виде.
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