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Ïîëó ÷å íî ðå øå íèå çà äà ÷è îï òè ìà ëü íî ãî ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çè ðî âà íèÿ ñòà öè î -
íàð íî ãî ñëó ÷àé íî ãî ïðî öåñ ñà ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå. Ïî êà çà íî, ÷òî èç ýòî ãî ðå -
øå íèÿ ñëå äó åò ðå øå íèå çà äà ÷è ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà ïðè íåèç âå ñò íîì òðåí äå,
åñëè ëè íåé íûé ïðî ãíîç òðåí äà çà ìåíÿåò ñÿ åãî îï òè ìàëüíîé ëè íåéíîé
îöåíêîé. Óñòà íîâëåíà ñâÿçü ìåæ äó îøèá êà ìè ïðî ãíî çîâ ïðè èç âå ñò íîì è íå èç -
âå ñò íîì òðåí äå. Íà ïðè ìå ðå ïî êà çà íî ñè ëü íîå âëè ÿ íèå ýô ôåê òà äå êîð ðå ëÿ öèè
íà îøèá êó ïðî ãíî çà. Ïî ëó ÷å íû ðå êî ìåí äà öèè äëÿ ïî ñòðî å íèÿ ïðàê òè ÷å ñêèõ
àë ãî ðèò ìîâ ïðî ãíî çà.

Ââå äå íèå. Ïóñòü x r t t tr , ... , , , ,= - -2 1  – ñòà öè î íàð íûé â øè ðî êîì ñìûñ -
ëå ñëó ÷àé íûé ïðî öåññ ñ äè ñê ðåò íûì âðåìå íåì r, íà áëþ äà å ìûé äî íà ñòî ÿ ùå -
ãî ìî ìåí òà âðå ìå íè t, ñ êîð ðå ëÿ öè îí íîé ôóí ê öèåé B x xi j

x
i j- = M  (M –

îïåðàòîð ìà òå ìà òè ÷å ñêî ãî îæè äà íèÿ). Ðàñ ñìîò ðèì çà äà ÷ó ëè íåé íî ãî ïðîã-
íî çà ñëó ÷àé íî ãî ïðîöåñ ñà x r  â ñëå äó þ ùåé ïî ñòà íîâ êå. Ïóñòü
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– îöåí êà  ñëó ÷àé íîé  âå ëè ÷è íû  x t l+ ,  ïðè ÷åì  êî ýô ôè öèåíòû  ïðî ãíî çà 
a a1 , ... , k  íà õî äÿò ñÿ èç óñëî âèÿ ìè íè ìó ìà ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêîé îøèá êè
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Òà êèì îáðàçîì, ñî îò íî øå íèÿ (1), (2) îïðå äå ëÿ þò çà äà ÷ó ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà
ñ  ìè íè ìà ëü íîé  ñðåäíåêâàä ðà òè ÷å ñêîé  îøèá êîé  ñëó ÷àé íî ãî  ïðî öåñ ñà x r  íà 
l øà ãîâ âïå ðåä ïî îò íî øå íèþ ê íà ñòîÿùåìó ìî ìåí òó âðå ìå íè t. Äëÿ âû -
÷èñëå íèÿ ïðî ãíî çà ïî ôîð ìó ëå (1) èñ ïî ëü çó þò ñÿ k çíà ÷å íèé íà áëþ äà å ìî ãî
ïðî öåñ ñà â ìî ìåí òû t k t k t- + - +1 2, , ... , .

Ïîä ñòà íîâ êà âûðàæåíèÿ (1) â (2) è ðå øå íèå ñè ñ òå ìû óðàâ íå íèé
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ïðè âî äèò ê èç âå ñò íî ìó ðå çó ëü òà òó:
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– ñè ñ òå ìå ëè íåé íûõ àë ãåá ðà è ÷å ñêèõ óðàâ íå íèé îò íî ñè òå ëü íî êî ýô ôè öè åí -
òîâ a a1 , ... , ,k  îáåñ ïå÷èâà þ ùèõ ìè íè ìà ëü íîå çíà ÷å íèå e 1

2  ñðåä íå êâàä ðà òè -

÷å ñêîé îøèá êè (2), êî òî ðîå îïðå äå ëÿ åò ñÿ ñî îò íî øå íè åì
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Â îò ëè ÷èå îò çà äà ÷è ïðî ãíî çè ðî âà íèÿ ñòà öè î íàð íî ãî ñëó ÷àé íî ãî ïðî -
öåñ ñà â ïî ñòà íîâ êå (1), (2), îá ñóæ äàåìîé â ëè òå ðà òó ðå, â äàí íîé ðà áî òå ðàñ -
ñìàò ðè âà åò ñÿ çà äà ÷à ïðî ãíî çè ðîâàíèÿ ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå. Äàí ñðàâ íè -
òåëü íûé àíà ëèç èõ ðå øå íèé. Ïî êà çà íî, ÷òî àëãîðèòì îï òè ìà ëü íî ãî ïðî ãíî çà 
ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå ïå ðå õî äèò â àë ãî ðèòì îï òè ìà ëü íî ãî ïðî ãíî çà ïðè íå -
èç âå ñò íîì òðåí äå, åñëè ëè íåé íûé ïðî ãíîç òðåí äà (ñ êî ýô ôè öè åí òà ìè, ðàâ -
íû ìè ðàç íî ñòè êî ýô ôè öè åí òîâ îï òè ìà ëü íî ãî ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà òðåí äà è
êî ýô ôèöèåí òîâ îï òè ìà ëü íî ãî ëè íåé íî ãî ïðîãíîçà ïî ìå õè) çà ìåíÿåò ñÿ åãî
îïòè ìàëüíîé ëè íåéíîé îöåíêîé. Óñòà íîâ ëå íà ñâÿçü ìåæ äó îøèá êà ìè
ïðîãíî çîâ ïðè èç âå ñò íîì è íå èç âå ñò íîì òðåí äå èñ ñëå äó å ìî ãî ïðî öåñ ñà. Íà
ïðè ìå ðå ïî êà çà íî ñè ëü íîå âëè ÿ íèå ýô ôåê òà äå êîð ðå ëÿ öèè íà îøèá êó ïðî -
ãíî çà. Ïîëó ÷å íû ðå êî ìåí äà öèè äëÿ ïî ñòðî å íèÿ ïðàê òè ÷å ñêèõ àë ãî ðèò ìîâ
ïðî ãíî çà.

Îï òè ìà ëü íûé ëè íåé íûé ïðî ãíîç ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå. Ïóñòü íà áëþ äà -
å ìûé ïðî öåññ

x s r t t tr r r= + = - -x , ... , , , ,2 1 (6)

ïðåä ñòàâ ëÿ åò  ñóì ìó  îò íî ñè òå ëü íî  íèç êî ÷à ñ òîò íîé  êîì ïî íåí òû sr  (òðåí äà)
è âû ñî êî ÷à ñ òîòíîé êîì ïî íåí òû xr  (ïî ìå õè). Áó äåì ïî ëà ãàòü òàê æå, ÷òî sr  è 
xr  – íå çà âè ñè ìûå ñòà öè î íàð íûå â øèðî êîì ñìûñëå ñëó ÷àé íûå ïðî öåñ ñû ñ
êîð ðå ëÿ öè îí íû ìè ôóí ê öè ÿ ìè B s si j

s
i j- = M  è B

i j i j-
=x x xM  ñî îò âåò ñò âåí íî

è M x i = 0. Ïðè ýòîì âçà èì íàÿ êîð ðå ëÿ öè îí íàÿ ôóí ê öèÿ ïðî öåñ ñîâ sr  è xr

ðàâíà M M Ms si j i jx x= = 0 è ïðî öåññ x r  èìå åò êîð ðåëÿöè îí íóþ ôóí ê öèþ 
B B Bi

x
i
s

i
= + x. Ðàñ ñìîò ðèì çà äà ÷ó ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà ïðî öåñ ñà x r  ïðè óñëî -

âèè, ÷òî â ìî ìåíòû âðå ìå íè r t t t= - -... , , ,2 1  èç âå ñò íû íå òî ëü êî çíà ÷å íèÿ
ïðî öåñ ñà x r , íî è åãî êîì ïî íåíò sr  è x r . Ïî ý òî ìó ëè íåé íûé ïðî ãíîç ñëó ÷àé -
íî ãî ïðî öåñ ñà x r  ìîæ íî ðàñ ñìàò ðè âàòü êàê â ôîð ìå (1), òàê è â âèäå ñóì ìû
ïðî ãíî çà ïðî öåñ ñà sr  è ïðî ãíî çà ïðî öåñ ñà x r . Ïóñòü
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òî âå ëè ÷è íû b gi i+  è bi  åñòü êî ýô ôè öè åí òû ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà ïðî öåñ ñîâ 
sr  è xr  ñî îò âåòñòâåí íî. Îïðå äå ëèì âå ëè ÷è íû b gi i,  èç óñëî âèÿ ìè íè ìó ìà
ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêîé îøèá êè e z

2  ïðîãíîçà z t l+ :

e
b b g g
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Ðå øå íèå ýòîé çà äà ÷è ñâî äèò ñÿ ê ïî èñ êó ìè íè ìó ìà ôóí ê öèè e z
2  ïî 2k ïå -

ðå ìåí íûì: b b g g1 1, ... , , , ... , .k k  Äî ñòà òî÷ íûå óñëî âèÿ ìè íè ìó ìà ôóí ê öèè
íåñêî ëü êèõ ïå ðå ìåí íûõ [1] â äàí íîì ñëó ÷àå èìåþò âèä
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ãäå y bi i= ,  y gk i i+ = ,  i k=1,... , ;  l l1 2, ... , k  – ëþ áûå ÷èñ ëà. Ïîäñòà âèì âû ðà -
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Èç óðàâíåíèé (10) è (13) ñëå äó åò
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Àíà ëî ãè÷ íî èç (12)
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Èç ðà âåí ñò âà íóëþ ïðî èç âîä íîé (15) ïî ëó÷èì
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Ñî îò íî øå íèÿ (14), (16) îá ðà çó þò ñè ñ òå ìó 2k ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé îò íî ñè -
òåëü íî íå èç âå ñò íûõ b b g g1 1, ... , , , ... , ,k k  ðå øå íèå êî òî ðîé ìè íè ìè çè ðó åò
ñðåäíå êâàä ðà òè ÷å ñêóþ îøèá êó e z

2  ïðî ãíî çà z t l+ , åñëè ïðè ýòîì âû ïîë íÿ åò -

ñÿ óñëî âèå Q > 0 (11).
Ñè ñ òåìå óðàâ íå íèé (14), (16) ìîæ íî äàòü âòî ðóþ èí òåð ï ðå òà öèþ. Àíà -

ëî ãè÷ íî ñî îò íîøåíèÿì (1)–(4), ðå øå íèå b gi i i k+ =, , ... , ,1  ñè ñ òå ìû (16) ìè -
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Ñëåäîâà òå ëü íî, ðå øå íèå bi i k, , ... , ,=1  ñè ñ òå ìû (17) ìè íè ìè çè ðó åò ñðåä íå -

êâàä ðà òè ÷å ñêóþ îøèá êó M b x xi
i

k

t i t l
=

- + +å -
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1
1

2

 ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà 

b xi
i

k

t i
=

- +å
1

1  ïî ìå õè.

Òà êèì îá ðà çîì, çà äà ÷à îï òè ìà ëü íî ãî ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà (7), (9) ñâî äèò -
ñÿ ê äâóì çà äà ÷àì: ïðî ãíîçó òðåí äà (ðå øå íèå îïðåäå ëÿ åò ñÿ ñè ñ òå ìîé (16)) è
ïðî ãíîçó ïî ìå õè (åå ðå øå íèå íà õî äèò ñÿ èç ñè ñ òå ìû ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé
(17)); çà òåì ïðî ãíîç z t l+  íà áëþ äà åìîãî ïðî öåñ ñà îïðå äå ëÿ åò ñÿ ñóì ìîé ïðî -
ãíî çîâ òðåí äà è ïî ìå õè (ôîð ìó ëà (8)).

Êâàä ðà òè÷ íàÿ ôîð ìà. Ïî êà æåì, ÷òî êâàä ðà òè÷ íàÿ ôîð ìà Q óäîâ ëåò âî ðÿ -
åò óñëî âèþ (11) è, ñëå äî âà òå ëü íî, ðå øå íèå ñè ñ òå ìû óðàâ íå íèé (14), (16) ìè -
íè ìè çè ðó åò ñðåä íå êâàä ðà òè÷åñêóþ îøèá êó (9). Äëÿ ýòî ãî ïðåä ñòà âèì Q ÷å -
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Èç (13) ñëå äó åò
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Àíà ëî ãè÷ íî èç (15) ïî ëó÷èì
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Ïîä ñòà âèì óðàâíåíèÿ (19) è (20) â (18), òîã äà
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Îò ñþ äà ñëå äó åò Q > 0, ïî ñêî ëü êó êîð ðå ëÿ öè îí íûå ôóí ê öèè B Bs, x  ÿâ ëÿ þò ñÿ

ïî ëî æè òå ëü íî-îïðå äå ëåí íû ìè [2].
Ñðåä íåê âàä ðà òè ÷å ñêèå îøèá êè ïðî ãíî çîâ. Ñè ñ òå ìà óðàâ íå íèé (16)

îïðå äå ëÿ åò êîýôôè öè åí òû b gi i i k+ =, , ... , ,1  ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà òðåí äà ñ
ìè íè ìà ëü íîé ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêîé îøèá êîé

e b g2
2

1
1

2

= + -
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
- + +åM ( ) ,

i

k

i i t i t ls s (22)

êîòî ðóþ, àíà ëî ãè÷ íî ñî îò íî øå íèþ (5), ìîæíî ïðåä ñòàâèòü â âèäå

e b g b g2
2

0
1

1 0
11

= - + = - +
=

+ -
==

å ååB B Bs

i

k

i i i l
s s

j

k

i

k

i i( ) ( ) (b gj j i j
sB+ -) .

(23)
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Òàê æå ðå øå íèå ñè ñ òå ìû (17) îïðå äå ëÿ åò êî ýô ôè öè åí òû bi  ëè íåé íî ãî ïðî -
ãíî çà ïî ìå õè ñ ìè íè ìà ëü íîé ñðåä íå êâàäðàòè ÷å ñêîé îøèá êîé

e b x x bx
3
2

1
1

2

0
1

1
= -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= -
=

- + +
=

+ -å åM i
i

k

t i t l i
i

k

i l
B B x x xb b= -

==
-ååB Bi

j

k

i

k

j i j0
11

.

(24)
Èñ ïî ëü çóÿ ñî îò íî øå íèå (8), ïî ëó÷èì

e b g b xz t l t l
i

k

i i t i i
i

k

t iz x s2 2

1
1

1

= - = + ++ +
=

- +
=

- +å åM M( ) ( ) 1

2

- -
é

ë
ê

ù

û
ú+ +st l t lx .

(25)

Ïî ñêî ëü êó ñëó ÷àé íûå âå ëè ÷è íû si  è x j  íå çà âè ñè ìû è M x i = 0, òî

M ( )
i

k

i i t i t l i
i

k

t i t ls s
=

- + +
=

- + +å å+ -
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

-
1

1
1

1b g b x x
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= 0. (26)

Ñ ó÷å òîì ýòî ãî èç (25) ñëå äó åò, ÷òî îøèá êà e z
2  ïîë íî ãî ïðî ãíî çà z t l+  ðàâ íà

ñóì ìå îøè áîê ïðîãíîçà òðåí äà è ïðî ãíî çà ïî ìå õè. Åñëè êî ýô ôè öè åí òû 
b gi i,  ÿâ ëÿ þò ñÿ ðå øå íè åì ñè ñ òå ìû 2k óðàâ íå íèé (14), (16), òî îøèá êà e z

2  äî -

ñòè ãà åò ñâîå ãî ìè íè ìà ëü íî ãî çíà ÷å íèÿ

e e e4
2

2
2

3
2= + . (27)

Ñî îò íî øå íèÿ ìåæ äó ïðî ãíî çàìè ïðè èç âå ñò íîì è íå èç âå ñò íîì òðåí äå.
Ïðåä ñòà âèì ôîð ìó ëó (1) ïðî ãíî çà ïðè íå èç âå ñò íîì òðåí äå â âèäå

y x xt l i
i

k

t i
i

k

i i t i+
=

- +
=

- += + -å åb a b
1

1
1

1( ) .
(28)

Çäåñü âû ðà æå íèå ( )
i

k

i i t ix
=

- +å -
1

1a b  âû ïîë íÿ åò ôóíêöèþ âòî ðî ãî ñëà ãà å -

ìîãî g i
i

k

t is
=

- +å
1

1  â ôîð ìó ëå (7) ïðî ãíî çà ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå. Åñëè 

a a1 , ... , k  – ðå øå íèå ñè ñ òå ìû óðàâ íå íèé (4) è b b g g1 1, ... , , , ... ,k k  – ðå øå íèå

ñè ñ òå ìû (14), (16), òî g i
i

k

t is
=

- +å
1

1  ìîæ íî ðàñ ñìàò ðè âàòü êàê ëè íåé íûé

ïðîãíîç òðåí äà ñ êî ýô ôè öè åí òà ìè g b g bi i i i= + -( ) , ðàâ íû ìè ðàç íî ñòè
êîýô ôè öè åí òîâ b gi i+  (îï òè ìà ëü íî ãî  ïðîãíîçà  òðåí äà)  è êî ýô ôè öè åí òîâ 

bi  (îï òè ìà ëü íî ãî  ïðî ãíî çà  ïî ìå õè).  Ââå äåì  ëè íåé íóþ  îöåí êó  d i
i

k

t ix
=

- +å
1

1

28



ñëó ÷àé íîé âå ëè ÷èíû g i
i

k

t is
=

- +å
1

1, è êî ýô ôè öè åí òû d d1 , ... , k  îïðå äå ëèì èç

óñëîâèÿ

e d g
d

s i
i

k

t i i
i

k

t ix s2

1
1

1
1

2

1

= -
é

ë
ê

ù

û
ú ®

=
- +

=
- +å åM min

, ..., dk

. (29)

Âû ÷èñ ëèì ïðî èç âîä íóþ

¶

¶
= -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

=
- +

=
- + - +å å

e

d
d gs

j

i
i

k

t i i
i

k

t i t jx s x
2

1
1

1
12M 1, (30)

çàòåì èç óñëî âèÿ ¶ ¶ =e ds j
2 0 ïî ëó÷èì

d gi
i

k

i j
x

i
i

k

i j
sB B j k

=
-

=
-å å= =

1 1

1, , ... , ,
(31)

– ñè ñ òå ìó ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé îò íî ñè òå ëü íî d d1 , ... , .k  Ðå øå íèå ñè ñ òå ìû
(31) ìè íè ìè çè ðó åò îøèá êó e s

2 , ïî ñêî ëü êó, êàê ñëå äó åò èç (30), êâàä ðà òè÷ íàÿ

ôîð ìà

Q Bs

i jj

k

i

k

i j i j
x

j

k

i

k

i j0

2 2

11 11

2= = >
¶

¶ ¶==
-

==
åå åå

e

d d
l l l l 0.

(32)

Ðàç íîñòü âû ðà æå íèé (4) è (14) èìå åò âèä

( ) , , ... , ,
i

k

i i i j
x

i
i

k

i j
sB B j k

=
-

=
-å å- = =

1 1

1a b g
(33)

ïî ý òî ìó èç (31) è (33) ñëå äó åò

d a bi i i i k= - =, , ... , .1 (34)

Òà êèì îá ðà çîì, îï òè ìà ëü íûé ïðî ãíîç z t l+  ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå (7) è
ïðî ãíîç y t l+  ïðè íå èç âåñòíîì òðåí äå (28) ðàç ëè ÷àþòñÿ ñâî è ìè âòî ðû ìè ñëà -

ãà å ìû ìè. Ïðè ÷åì åñëè âå ëè ÷èíà g i
i

k

t is
=

- +å
1

1  â (7) çà ìåíÿåò ñÿ åå îï òè ìàëü-

íîé ëè íåéíîé îöåíêîé d a bi
i

k

t i
i

k

i i t ix x
=

- +
=

- +å å= -
1

1
1

1( ) , òî ïðî ãíîç z t l+  ïðè

èç âå ñò íîì òðåí äå ïå ðåõîäèò â ïðî ãíîç y t l+  ïðè íå èç âå ñò íîì òðåí äå.
Äî ïîë íè òå ëü íàÿ îøèá êà ïðî ãíî çà. Íàé äåì ìè íè ìà ëü íîå çíà ÷å íèå e 5

2

ñðåä íåêâàä ðà òè÷åñêîé îøèá êè e s
2  îöåí êè di

i

k

t ix
=

- +å
1

1  ñëó ÷àé íîé âå ëè ÷è íû 

g i
i

k

t is
=

- +å
1

1. Äàëåå áó äåò ïî êà çà íî, ÷òî e e e5
2

1
2

4
2= -  – ïðè ðà ùå íèå îøèáêè
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ïðî ãíî çà, îáó ñëîâ ëåí íîå íå èç âåñòíûì òðåíäîì. Ñî îò íî øå íèå (29) ìîæ íî
ïðåä ñòà âèòü â âèäå

e d d d g gs i
j

k

i

k

j i j
x

i
j

k

i

k

j i j
s

i
j

B B2

11 11 1

2= - +
==

-
==

-
=

åå åå
k

i

k

j i j
sBåå

=
-

1

g .
(35)

Åñëè êî ýô ôè öè åí òû d d1 , ... , k  ÿâ ëÿ þò ñÿ ðå øå íè åì ñè ñ òå ìû óðàâ íå íèé (31),
òî e s

2  äî ñòè ãà åò ìèíè ìà ëü íî ãî çíà ÷å íèÿ e 5
2. Ðàñ ñìîò ðèì òðè âîç ìîæ íûõ

ïðåä ñòàâ ëå íèÿ äëÿ e 5
2. Ïîä ñòà âèì ðà âåíñòâî (31) â ïåð âîå ñëà ãà å ìîå (35),

òîãäà ñ ó÷å òîì ÷åò íî ñòè B Bi j
s

j i
s

- -=  êîð ðå ëÿöè îí íîé ôóí ê öèè áó äåì èìåòü

e g d d g5
2

11 11

2= - +
==

-
==

-åå ååi
j

k

i

k

j i j
s

i
j

k

i

k

j i j
sB B

+ = -
==

-
==

-åå ååg g g d gi
j

k

i

k

j i j
s

j

k

i

k

i i j i j
sB B

11 11

( ) .
(36)

Âòî ðîå ïðåä ñòàâ ëå íèå íà õî äèì çà ìåíîé âû ðà æå íèÿ g j
j

k

j i
sB

=
-å

1

 âî âòî ðîì

ñëà ãà å ìîì (35) ëåâîé ÷àñòüþ d j
j

k

j i
sB

=
-å

1

 ðà âåí ñò âà (31):

e d d g g5
2

11 11

= - + =
==

-
==

-åå ååi
j

k

i

k

j i j
x

i
j

k

i

k

j i j
sB B

=
é

ë
ê

ù

û
ú -

é

ë
ê

ù

û
ú

=
- +

=
- +å åM Mg di

i

k

t i i
i

k

t is x
1

1

2

1
1

2

. (37)

Íà êî íåö, òðåòüå ïðåä ñòàâ ëå íèå ìè íè ìà ëü íîé îøèá êè ïî ëó ÷èì, çà ìå íèâ 

g j
j

k

j i
sB

=
-å

1

 âî âòî ðîì è òðå òüåì ñëà ãà å ìûõ (35) âû ðà æå íè åì d j
j

k

j i
xB

=
-å

1

:

e g d d5
2

11

= -
==

-åå ( ) .
j

k

i

k

i i j i j
xB

(38)

Ñî îò íî øå íèå ìåæ äó îøèá êà ìè. Èñ ïî ëü çóÿ âû ðà æå íèÿ (27), (23), (24),
ïî ëó÷èì

e e e b g b g b4
2

2
2

3
2

0
11

= + = - + + -
==

-
=

ååB Bx

j

k

i

k

i i j j i j
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i
j

( ) ( )
11

k

i

k

j i j
Båå

=
-

b x .
(39)

Òå ïåðü èç (5), (39) ñëå äó åò

e e a a1
2

4
2

11

- = - +
==

-åå i
j

k

i

k

j i j
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+ + + +
==

-
==

-åå åå( ) ( )
j

k

i

k

i i j j i j
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i
j

k

i

k

j i j
B B

11 11

b g b g b b x .
(40)

Ñî ãëàñ íî (34) a b di i i= + . Ïîä ñòà âèì ýòî âû ðà æå íèå â (40), òîã äà

e e b d b d1
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- = - + + +
==

-åå [ ( ) ( )
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i i j j i j
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+ + + + =- -
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B B
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-åå [ ( ) (
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i j i j i j i j
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i j i j i jB
11

b d d b d d b g g b g g ) ]B i j
s
- =

= - + + +
==

- -åå [ ( ) ( ) ].
j
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k

i j i j i j
x

i j i j i j
sB B

11

2 2b d d d b g g g
(41)

Â ñî îò âåò ñò âèè ñ ôîð ìó ëîé (37)

e e e b d g1
2

4
2

5
2

1 1 1

2- = + - +
é

ë
ê

ù

= =
-

=
-å å åi

i

k

j
j

k

i j
x

j
j

k

i j
sB B

û
ú . (42)

Âû ðà æå íèå â êâàä ðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâ íî íóëþ äëÿ ëþ áî ãî i k=1,... , , ïî ñêî ëü -
êó d d1 , ... , k  óäîâëåòâî ðÿ þò ñè ñ òå ìå óðàâ íå íèé (31). Ïî ý òî ìó (42) ïðè íè ìà åò
âèä

e e e1
2

4
2

5
2= + . (43)

Òà êèì îá ðà çîì, îøèá êà e1
2  îï òè ìà ëü íî ãî ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà ïðè íå èç -

âå ñò íîì òðåí äå ðàâ íà ñóì ìå îøè áîê e 4
2  è e 5

2 , ãäå e 4
2  – îøèá êà îï òè ìàëü íî ãî

ïðî ãíî çà ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå è e 5
2  – ìèíèìà ëü íàÿ îøèá êà îöåí êè 

di
i

k

t ix
=

- +å
1

1  ñëó ÷àé íîé âå ëè ÷è íû g i
i

k

t is
=

- +å
1

1.

Ìè íè ìà ëü íàÿ ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêàÿ îøèá êà – íå âîç ðà ñòà þ ùàÿ
ôóíêöèÿ  àð ãó ìåí òà  k.  Ðàñ ñìîò ðèì  ïðî ãíîç  y t l+   è  åãî  îøèáêó  e y

2   (2).

Ïóñòü e e2 2( )k y=  – ôóí ê öèÿ k àð ãó ìåí òîâ a a1 , ... , k  âèäà (2) è e 2 1( )k +  –

ôóíêöèÿ k +1 àðãó ìåí òîâ a a1 1, ... , ,k +  àíà ëî ãè÷ íàÿ (2). Òàêèì îá ðà çîì, 
e 2 1( )k +  – ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêàÿ îøèá êà ïðî ãíî çà ïî k +1 çíà ÷å íè ÿì 

x xt k t- , ... ,  íà áëþ äà å ìî ãî ïðî öåñ ñà. Çà äà ÷à íà õîæ äå íèÿ ìè íè ìó ìà e1
2 ( )k

ôóí ê öèè e 2 ( )k  ïî àðãóìåí òàì a a1 , ... , k  ñîâ ïà äà åò ñ çà äà ÷åé íà õîæ äå íèÿ

óñëîâ íî ãî ìè íè ìó ìà ôóí ê öèè e 2 1( )k +  ïðè óñëî âèè a k + =1 0. Áåçóñëîâ íûé

ìè íè ìóì e1
2 1( )k +  ôóí ê öèè e 2 1( )k +  íå áîëüøå, ÷åì åå óñëîâ íûé ìè íè ìóì

ïðè a k + =1 0, êî òî ðûé ñîâ ïàäàåò ñ áå çó ñëîâ íûì ìè íè ìó ìîì e1
2 ( )k  ôóí ê öèè  

e 2 ( ).k  Òà êèì îá ðà çîì, e e1
2

1
21( ) ( )k k+ £  – ìè íè ìà ëü íàÿ îøèá êà ïðî ãíî çà –
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ÿâëÿ åò ñÿ íå âîç ðà ñòà þ ùåé ôóí ê öèåé àð ãó ìåí òà k. Î÷å âèä íî, àíà ëî ãè÷ íû ìè
ñâîéñòâà ìè îáëà äà þò è äðó ãèå îøèá êè ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà.

Ï ð è  ì å ð  1. Ðàñ ñìîò ðèì ïî ëó ÷åí íûå ñî îò íî øå íèÿ â ÷à ñò íîì ñëó ÷àå 
s ar = = const. Ïðè ýòîì M x ar = , êîð ðå ëÿöèîí íàÿ ôóí ê öèÿ òðåí äà B i j

s
- =

= =M s s ai j
2  è óðàâ íå íèå (16) ïðèâî äèò ñÿ ê âèäó

g bi
i

k

i
i

k

= =
å å= -

1 1

1 .
(44)

Òå ïåðü èç ñî îò íî øå íèÿ (7) ñëåäóåò

z x at l i
i

k

t i i
i

k

+
=

- +
=

= + -
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è

ç
ç

ö

ø

÷
÷å åb b

1
1

1

1 . (45)

Ðàñ ñìîò ðèì ñè ñ òå ìó óðàâ íå íèé (31), êî òî ðàÿ îïðå äå ëÿ åò êî ýô ôè öè åí òû 
d d1 , ... , .k  Â äàí íîì ñëó ÷àå (31) ïðè íè ìà åò âèä

h B a j ki
i

k

i j
x

=
-å = =

1

2 1, , ... , ,
(46)

ãäå hi i i
i

k

=
=
åd g

1

. Íå ñëîæ íî ïî êà çàòü, ÷òî çà äà ÷à

e h i
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h h

h x a
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1
1

2

1

= -
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è

ç
ç

ö

ø

÷
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- +åM min
, ...,

(47)

ñâî äèò ñÿ ê ñè ñ òå ìå óðàâíåíèé (46) îò íî ñè òå ëü íî hi.  Ñëå äî âà òå ëü íî, ðå øå -

íèå ñè ñ òåìû (46) h hk1, ... ,  îïðå äå ëÿ åò ëè íåé íóþ îöåíêó a h xi
i

k

t iv =
=

- +å
1

1  ìà -

òå ìà òè ÷å ñêî ãî îæè äà íèÿ a ñ ìè íè ìà ëü íîé ñðåä íå êâàä ðàòè÷å ñ êîé îøèá êîé.
Òå ïåðü ïðî ãíîç (28) ïðåä ñòà âèì â âèäå
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a v. (48)

Ñðàâ íèì âûðàæåíèÿ (45) è (48). Ïðî ãíîç (45) ñ èç âå ñò íûì ìà òå ìà òè ÷å -

ñêèì îæè äà íè åì ñî äåð æèò ñëàãà å ìîå 1
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a v   â  ôîð ìó ëå  (48)  ïðî ãíî çà ïðè íå èç âå ñò íîì ìà òåìàòè-
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÷å ñ êîì îæè äà íèè. Ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêàÿ îøèá êà ýòîé îöåí êè
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a aM ( )v a
2 , (49)

ãäå e a a a2 2= -M ( ) .v  Ñî îò íî øå íèå (49) ñîâ ïà äà åò ñ ðå çó ëü òà òîì, ïî ëó ÷åí -

íûì â [3] ïðè èñ ñëå äî âà íèè ëè íåéíîãî ïðî ãíî çà ñòà öè î íàð íî ãî ïðî öåñ ñà ñ
èç âå ñò íûì è íå èç âå ñò íûì ìà òå ìà òè ÷å ñêèì îæè äà íè åì. Â ñîîòâåò ñò âèè ñ
(49) ðàç íîñòü îøè áîê e e e5

2
1
2

4
2= -  ìî æåò áûòü çíà ÷è òå ëü íîé, åñëè âå ëè êà

îøèá êà e a
2  îïòèìà ëü íîé îöåí êè ñðåä íå ãî èëè áî ëü øèì ÿâ ëÿ åò ñÿ âå ñî âîé

ìíî æè òåëü 1
1

-
=
å bi
i

k

 ñðåä íå ãî â  ôîðìóëå ïðî ãíî çà. Ñî îò íî øå íèå (45) ìîæ íî

ïðåä ñòà âèòü â âèäå

z a x at l i
i

k

t i+
=

- += + -å b
1

1( ).
(50)

Ñëå äî âà òå ëü íî, ïðî ãíîç ïðè èçâå ñò íîì ñðåä íåì îïðå äå ëÿ åò ñÿ òî ëü êî ïðî -
ãíî çîì ïî ìå õè ñ êî ýô ôè öè åí òîì bi. Ïðè ýòîì ìîæ íî ôîð ìà ëü íî ðàñ ñìàò ðè -
âàòü ïðî ãíîç òðåí äà êàê ïðî ãíîç ïî ñòî ÿí íîé âå ëè ÷è íû a ñ íóëå âîé îøèáêîé,
÷òî ñëå äó åò èç (22) ïðè s ar = :

e b g2
2

1

2

21 0= + -
é

ë
ê

ù

û
ú =

=
å ( ) ,
i

k

i i a (51)

ïî ñêî ëü êó ñïðà âåä ëè âî ðà âåí ñò âî (44). 
Ïóñòü äî ïîë íè òå ëü íî x r  – áå ëûé ñëó ÷àé íûé ïðî öåññ ñ êîð ðå ëÿ öè îí íîé

ôóí ê öèåé B
0

2x s= ,  ãäå s x2 2= M r  – äèñ ïåðñèÿ ïðî öåñ ñà x r ; B
i
x = 0, åñëè i ¹ 0.

Òîã äà b x
i

i

k

i l
B

=
+ -å =

1
1

0, è â ñî îò âåò ñò âèè ñ ôîð ìó ëîé (24) îøèá êà ïðî ãíî çà ïî -

ìå õè e s3
2 2=  è íå çàâè ñèò îò ÷èñ ëà k. Ïðè ýòîì ñè ñ òå ìà óðàâ íå íèé (17) èìå åò

ðåøåíèå bi i k= =0 1, , ... , .  Ïî ý òî ìó â îï òè ìà ëü íîì ïðî ãíîçå (50) íå èñ ïî ëü -
çó åò ñÿ íè îäèí îòñ÷åò ïðî öåñ ñà x r  – ýòî ïðî ãíîç ïî ñðåä íå ìó z at l+ = . Ïðî -
öåññ, îò ëè÷ íûé îò áå ëî ãî, èìå åò íå êî òî ðûå çíà ÷å íèÿ B i

i
x ¹ >0 0, , è ýòî

ïîçâî ëÿ åò óìå íü øèòü îøèá êó (24), åñëè bi i lB + - ¹1 0 äëÿ íå êî òî ðûõ i kÎ [ , ].1
Ï ð è  ì å ð  2. Ðàñ ñìîò ðèì ïðî ñòåé øèé âà ðè àíò çà äà ÷è ëè íåé íî ãî ïðî -

ãíî çà, ïîçâîëÿ þ ùèé âû ÷èñ ëèòü îøèá êè e e e1
2

4
2

5
2, ,  â àíà ëè òè ÷å ñêîé ôîð ìå è

ïî äî áðàòü òà êèå ïà ðà ìåò ðû ïðîöåñ ñîâ sr r, ,x  ïðè êî òî ðûõ îøèá êà e1
2  ïðî -

ãíî çà ïðè íå èç âå ñò íîì òðåí äå çíà ÷è òå ëü íî ïðå âîñ õî äèò îøèá êó e 4
2  ïðîãíî çà 

ïðè èç âå ñò íîì òðåí äå. Ïóñòü l k= =1 2, , òîã äà ñè ñ òå ìà ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé
(17), îïðå äå ëÿþùàÿ êî ýô ôè öè åí òû îï òè ìà ëü íî ãî ïðî ãíî çà ïî ìå õè, èìå åò
ðå øå íèå
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Âû ðà æå íèÿ (52) ïîäñòà âèì â (24) è áó äåì èìåòü
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Ôîð ìó ëà, àíà ëî ãè÷ íàÿ (53), ìî æåò áûòü ïî ëó ÷å íà è äëÿ îøèá êè e 2
2  ïðî ãíî çà

òðåí äà. Äëÿ ýòî ãî ïðè l k= =1 2,  ðå øà åò ñÿ ñè ñ òå ìà óðàâ íå íèé (16).
Ïóñòü s A rr = +1 1 1cos( ),w t j  ãäå àì ï ëè òó äà A1, ÷à ñ òî òà w1, øàã äè ñê ðå òè -

çà öèè ïî âðå ìå íè t – äå òåð ìèíè ðî âàí íûå âå ëè÷èíû è íà ÷à ëü íàÿ ôàçà j1  –
íå ïðå ðûâ íàÿ ñëó ÷àé íàÿ âå ëè ÷è íà ñ ïëîò íî ñòüþ âå ðî ÿò íî ñòè f x( ) ( ) ,= -2 1p

åñëè x Î [ , ],0 2p  è f x( ) ,= 0  åñëè x Ï [ , ].0 2p  Òîã äà sr  – ñòà öè î íàð íûé â øè ðî êîì
ñìûñ ëå ñëó ÷àé íûé ïðî öåññ ñ ìà òå ìà òè ÷å ñêèì îæèäà íè åì M sr = 0 è êîð ðå ëÿ -
öè îí íîé ôóí ê öèåé B A ii

s = ( )cos .1
2

12 w t  Ïóñòü ïî ìå õà x r  çàäàåòñÿ àíà ëî ãè÷ -

íîé ìî äå ëüþ x w t jr A r= +2 2 2cos( )  ñ ìàòåìà òè ÷å ñêèì îæè äà íè åì M x r = 0 è
êîð ðå ëÿ öè îí íîé ôóí ê öèåé B A i

i
x w t= ( )cos2

2
22  è ñëó ÷àé íûå âå ëè ÷è íû j1  è 

j2  íå çà âèñèìû. Íà ðèñóíêå ïðåä ñòàâ ëå íû ãðà ôè êè êîð ðå ëÿ öè îííûõ ôóí ê -
öèé B Bi

s
i

, .x

Çà äà äèì  ñëå äó þ ùèå  ïà ðà ìåòðû  ïðî öåñ ñîâ  sr r, .x   Ïóñòü  ïåðè î äû 
T1 12= p w  è T2 22= p w  ñâÿ çà íû ñî îò íî øå íè åì T T1 23= , à øàã äè ñê ðå òè çà öèè
ïî âðå ìå íè t = T1 8. Ïðè ýòîì B As

0 1
2 2= ,  B A

0 2
2 2x = ,  B As

1 1
2 2 2= ,  B

1
x =

= - A2
2 2 2,  B s

2 0= ,  B
2

0x = .  Ïîä ñòà íîâ êà ýòèõ ðå çó ëü òà òîâ â (53) ïðèâî äèò ê 

e 3
2 0= . Àíà ëî ãè÷ íî îøèá êà ïðî ãíî çà òðåí äà e 2

2 0= . Ïî ëó ÷åí íûå ðå çó ëü òà òû

âïîë íå îæè äà å ìû, ïîñêî ëü êó ëþ áàÿ ðå à ëè çà öèÿ ïðî öåñ ñà sr  (êàê è ïðî öåñ ñà 
x r ) – ãàð ìî íè ÷å ñêàÿ ôóí ê öèÿ è åå îïòèìà ëü íûé ïðî ãíîç ïî äâóì îò ñ÷å òàì
âû ÷èñ ëÿ åò ñÿ òî÷ íî, ñ íó ëå âîé îøèá êîé. Îäíàêî çà äà ÷à ïðî ãíîçèðî âà íèÿ
ïðî öåñ ñà xr  ïðè íå èç âå ñò íîì òðåí äå â äàí íîì ïðè ìå ðå ñó ùå ñò âåí íî ñëîæ-
íåå. Íàï ðè ìåð, âû áè ðàÿ A A A1 2= = ,  ïî ëó ÷èì B Ax

0
2= ,  B x

1 0= ,  B x
2 0= ,  B x

3 0=

è òîëü êî B x
4 0¹  (ñì. ðè ñó íîê). Ïîýòî ìó ïðî ãíîç x r  ïî îä íî ìó, äâóì, òðåì

îòñ÷å òàì  ýê âè âà ëåí òåí  ïðî ãíî çó  áå ëî ãî  ïðîöåñ ñà,  ïðè  ýòîì  îøèá êà 
e 1

2
0

2= =B Ax  è îøèá êà ñóì ìû ïðî ãíî çîâ äâóõ ãàð ìî íèê sr  è x r  äëÿ k =1 2 3, ,

ðàâ íà e 4
2 20 5 0 0= , ; ;A  ñîîòâåò ñò âåí íî.

Òà êèì îá ðà çîì, â ýòîì ïðè ìå ðå ( , )k = 2 3  ïî äî áðà íû ïà ðà ìåò ðû ïðî öåñ -
ñîâ sr r, ,x  îáåñ ïå ÷è âà þ ùèå ñèëüíûé âû èã ðûø â òî÷ íî ñòè ïðî ãíî çà ñ èç âå ñò -
íûì òðåí äîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðî ãíî çîì ïðè íå èç âå ñò íîì òðåí äå. Ïðè ÷è íîé
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ñíè æå íèÿ òî÷ íî ñòè ïðî ãíî çà ÿâ ëÿ åò ñÿ ýô ôåêò äå êîð ðåëÿöèè ïðî öåñ ñà x r  ïðè 
ñëî æå íèè åãî êîì ïî íåíò sr  è x r  (ñì. ðèñóíîê).

Çà êëþ ÷å íèå. Ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêàÿ îøèá êà îï òè ìà ëü íî ãî ëè íåé íî ãî
ïðî ãíî çà ÿâ ëÿ åò ñÿ íå âîç ðà ñòà þ ùåé ôóí ê öèåé ÷èñ ëà k, ïî ý òî ìó â àë ãî ðèò ìàõ
ïðî ãíî çà k íå îá õî äè ìî âûáèðàòü äî ñòà òî÷ íî áî ëü øèì. Ýòî ïî çâî ëèò èñ ïî -
ëü çî âàòü âñå íå íó ëå âûå çíà ÷å íèÿ êîð ðå ëÿöèîííîé ôóí ê öèè Bi

x  è, ñëå äî âà òå -

ëü íî, ìè íè ìè çè ðî âàòü îøèá êó. Ïîä õî äÿ ùåé îöåí êîé ÷èñ ëà k çäåñü ìî æåò
áûòü îöåí êà èí òåð âà ëà êîð ðå ëÿ öèè èñ ñëå äó å ìî ãî ïðî öåñ ñà x r . Ïðè ýòîì ÷èñ -
ëî k ìîæåò îêà çà òü ñÿ âå ñü ìà áî ëü øèì (ïðè ìåð 2). Îä íà êî â çà äà ÷àõ ïðî ãíî -
çè ðî âà íèÿ òðåíä è êîððåëÿ öè îí íàÿ ôóí ê öèÿ Bi

x, êàê ïðà âè ëî, íå èç âå ñò íû.

Ïî ý òî ìó çà äà ÷à ëè íåé íî ãî ïðî ãíî çà ôîðìóëè ðó åò ñÿ â âèäå ñî îò íî øå íèé (1),
(2), ôîð ìà ëü íî íå òðå áó þ ùèõ çíà íèÿ òðåíäà, à ðå øå íèå çà äà ÷è ñâî äèò ñÿ ê ðå -
øå íèþ ñè ñ òå ìû ëè íåé íûõ óðàâ íå íèé (4), â êî òî ðîé íå èç âå ñò íàÿ êîððå ëÿ öè -
îí íàÿ ôóí ê öèÿ çà ìå íÿ åò ñÿ åå îöåí êîé. Ýòîò ïîä õîä îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðå -
øå íèå ñè ñ òå ìû óðàâ íå íèé (4) ÿâ ëÿ åò ñÿ íå êîð ðåê ò íî ïî ñòàâ ëåí íîé çà äà ÷åé
[4] è ñ ðî ñ òîì k ïðîÿâëÿ åò ñÿ íå ó ñòîé ÷è âîñòü ÷èñ ëåí íî ãî ðå øå íèÿ, ïðè -
âîäÿùàÿ ê íå îá õî äè ìî ñòè âû áîðà ìàëîãî k. Íî ïðè ýòîì âîç ìîæ íî ïî ÿâ ëå íèå
ýô ôåê òà äå êîð ðå ëÿ öèè è, ñëå äî âà òå ëü íî, çíà ÷è òåëüíîé îøèá êè ïðî ãíî çà.
Ïî ý òî ìó, åñëè äî ïó ñ êà åò ïî ñòà íîâ êà çà äà ÷è, ïî ëåç íîé ìî æåò îêàçà òüñÿ ïðî -
öå äó ðà äåêîì ïî çè öèè èñ ñëå äó å ìî ãî ïðî öåñ ñà x r  íà êâà çè ãàð ìî íè êè, äëÿ
êàæäîé èç êî òî ðûõ çà äà ÷à ïðî ãíî çè ðî âà íèÿ óäîâ ëåò âî ðè òå ëü íî ðå øà åò ñÿ
ïðè ìà ëîì k , çàòåì ïðî ãíîç èñ ñëå äó å ìî ãî ïðî öåñ ñà íà õî äèò ñÿ êàê ñóì ìà
ïðîãíî çîâ âñåõ åãî êîì ïî íåíò.
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