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Наиболее распространенным методом определения коэффициентов уравнения 
регрессии является метод наименьших квадратов (МНК), являющийся параметриче-
ским методом, требующим выполнения ряда жестких ограничений: независимость и 
нормальность распределения ошибок измерения, отсутствие корреляции объясняю-
щих переменных. Даже незначительные нарушения указанных предпосылок резко 
снижают эффективность оценок. Процедуры МНК-оценивания неустойчивы при 
наличии в измерениях больших ошибок, при этом оценки становятся несостоятель-
ными. Нахождение оценок коэффициентов уравнения авторегрессии существенно 
усложняется плохой обусловленностью системы уравнений, представляющей необ-
ходимые условия минимума суммы квадратов отклонений. Альтернативой МНК с 
целью обеспечения устойчивости оценок при нарушении предпосылок является ме-
тод наименьших модулей (МНМ). В работе рассмотрены два варианта реализации 
МНМ: взвешенный МНМ (ВМНМ) и обобщенный МНМ (ОМНМ). Отмеченная в 
работе взаимосвязь методов позволила свести задачу определения ОМНМ-оценок к 
итерационной процедуре с ВМНМ-оценками. Последние вычисляются путем реше-
ния соответствующей задачи линейного программирования.
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The prevailing method to determine the factors of the regression equation is the least 
squares method (LSM), i.e. the parametric method that requires a number of severe re-
strictions: independence and normality of the distribution of measurement errors, no cor-
relation of exogenous variable. It is known that even minor violations of these assumptions 
is dramatically reducing the effectiveness of evaluations. It should be noted the fragility of 
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the LSM estimation procedure under large errors that comes to insolvent evaluation. Find-
ing the autoregression equation factors significantly complicated by the bad conditionality 
of equations system representing the necessary conditions minimum sum of squares of 
deviations. The least t modules method (LMM) is alternative to LSM to ensure sustainabil-
ity of under violation of LSM restrictions. Two options for implementing LMM: weighted 
LMM (WLMM) and generalized LMM (GLMM) are discussed in the report. Interde-
pendence of WLMM and GLMM established in the work allows GLMM estimation brings 
to the iterative procedure with WLMM evaluations. The latter are calculated by solving the 
corresponding linear programming tasks.

Keywords: algorithm, autoregressive model, linear programming, parameter identifi-
cation.

Введение

Рассмотрим проблему оценки коэффициентов линейного уравнения 
авторегрессии:
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здесь y1, y2, …, yn – значения переменной состояния, e1, e2, …, en – случайные 
ошибки, a1, a2, a3, …, am – неизвестные коэффициенты.

Наиболее распространенным методом определения коэффициентов 
уравнения регрессии является метод наименьших квадратов (МНК), 
являющийся параметрическим методом, требующим выполнения ряда 
жестких ограничений — независимости и нормальности распределения 
ошибок измерения, детерминированности объясняющих переменных 
[1, 2, 4]. Известно, что даже незначительные нарушения указанных пред-
посылок резко снижают эффективность оценок. Отметим неустойчивость 
процедуры МНК-оценивания при наличии в измерениях больших ошибок, 
при этом оценки становятся несостоятельными. Нахождение оценок коэф-
фициентов уравнения авторегрессии существенно усложняется плохой об-
условленностью системы уравнений, представляющей необходимые усло-
вия минимума суммы квадратов отклонений.

Альтернативой МНК с целью обеспечения устойчивости оценок при 
нарушении предпосылок является метод наименьших модулей (МНМ) 
[10]. В докладе рассмотрены два варианта реализации МНМ – взвешенный 
МНМ (ВМНМ) и обобщенный МНМ (ОМНМ). Установленная в работе 
взаимосвязь методов позволила свести задачу определения ОМНМ-оценок 
к итерационной процедуре с ВМНМ-оценками. Последние вычисляются 
путем решения соответствующей задачи линейного программирования. 
Найденное достаточное условие, накладываемое на функцию потерь, 
обеспечивает устойчивость ОМНМ-оценок коэффициентов авторегрес-
сионных моделей в условиях выбросов.

1. Взвешенный метод наименьших модулей

Оценки коэффициентов по взвешенному методу наименьших модулей 
можно получить решая задачу
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где pt ≥ 0,  t = 1, 2, ..., n – некоторые предварительно определенные коэф-
фициенты. Данная задача представляет задачу выпуклой кусочно-линей-
ной оптимизации и введением дополнительных переменных сводится к за-
даче линейного программирования
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Данная задача имеет каноническую форму, n + m + 1 переменных и 3n 
ограничений неравенств, включая условия неотрицательности перемен-
ных uj,  j = 1, 2, …, n

Взвешенный метод наименьших модулей (ВМНМ) можно применять 
в следующих случаях. Во-первых, когда есть основания считать, что 
дисперсия ошибок функционально зависит от одного или нескольких 
факторов пропорциональности [2]. Проблема здесь та же что и для взве-
шенного МНК. Процедура поиска весовых коэффициентов неоднозначна 
и обычно приводит к множеству решений. В результате не ясно, какое 
взвешивание использовать.

Во-вторых, как показано в [2], МНМ-оценки коэффициентов авто-
регрессии не устойчивы (несостоятельны) в случае больших ошибок. 
В [2] предложено в качестве весовых коэффициентов pt

 
использовать 

некоторые функции от предыдущих значений yt–1, yt–2, …, yt–m. Оценки при 
этом становятся состоятельными.

Основной проблемой при применении ВМНМ является отсутствие об-
щих формальных правил выбора весовых коэффициентов. Следовательно, 
данный подход требует дополнительных исследований.

2. Обобщенный метод наименьших модулей

В работе [10] для устойчивого оценивания коэффициентов уравнения 
авторегрессии предложен обобщенный метод наименьших модулей 
(ОМНМ), состоящий в решении задачи
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где r(*) – выпуклая вверх монотонно возрастающая дважды непрерывно 
дифференцируемая функция, такая что r(0) = 0. Из изложенных в [10] 
результатов следует

Теорема 1. Все локальные минимумы задачи ОМНМ-оценки коэффи-
циентов уравнения авторегрессии принадлежат множеству
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Множество U состоит из решений систем m алгебраических уравнений с m 
неизвестными. Очевидно, что количество систем равно Сn

m. Таким образом, 
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решение задачи  можно свести к выбору наилучшего из Сn
m решений систем 

линейных алгебраических уравнений. Данный подход можно использовать 
для m ≤ 3. Для нахождения ОМНМ-оценок для задач более высокой 
размерности связь между ВМНМ- и ОМНМ-оценками дает приведенная в 
работе [10] теорема.

Теорема 2. Пусть U – множество локальных экстремумов задачи (4), 
тогда:
(1) для любого набора весов { } 10 n
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Теоремы 1 и 2 позволяют, с одной стороны, свести задачу  к решению 
последовательности задач линейного программирования, с другой – дают 
способ определения весовых коэффициентов для задачи .

2. Алгоритм нахождения ОМНМ-оценок

Непосредственное решение задачи (4), основанное на использовании 
теоремы 1, заключается в нахождении всех узловых точек и выбора из них 
в качестве решения той, которая обеспечит минимум целевой функции. 
Переборный алгоритм требует решения Сn

m систем линейных уравнений 
порядка m, что при больших значениях n и m приводит к значительным 
вычислительным затратам. Альтернативным является подход, основанный 
на сведении решения задачи к решению последовательности задач  линей-
ного программирования. Рассмотрим возможные алгоритмы, основанные 
на данном подходе.

Алгоритм ОМНМ-оценка.
Вход:  число измерений n; 
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Шаг 1. Для всех t = 1, 2, …, n положить pt := 1;
k := 0;

 

( )
( )

( )
( )

1 2

1 3

3

2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

, , , , 1
, , , ,

1

,
:

, , , ,

arg min : , 0, 1,

, , ,  

2, , .
m

m

n
n

n

t t t

k k k k
m

k k k k
n

t j t t
t

u u u

m

t j
a a

u
a a j

a a a a

a x

u u u u

p u u x u u t n
∈ =
∈

−
… =

 
  =
 
 

  = − ≤ − ≤ ≥ = 


…

 
∑ ∑



 







 343

Шаг 2. Для всех t = 1, 2, …, n положить ( ): ( )k
t tp u′= r ;

k := k + 1;
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Шаг 3. Если ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 3 1 2 3, , , , ,, , ,  k k k k k k k k
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на шаг 2.

Шаг 4. Останов. Искомые значения равны ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3, , , ,k k k k

ma a a a… .
Обоснование результативности алгоритма дает следующая теорема.
Теорема 3. Если функция потерь r(*) является выпуклой вверх 

монотонно возрастающей и непрерывно-дифференцируемой на положи-
тельной полуоси, такой что r′(0) = M < ∞, то последовательность 
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Следовательно,
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является монотонно убывающей и ограниченной снизу значением ноль, 
следовательно, она имеет единственную предельную точку. Существование 
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Теорема 3 доказана.
Преимуществом предложенного алгоритма перед переборным явля-

ется достаточно высокая скорость сходимости при эффективном исполь-
зовании методов линейного программирования. Действительно, задача 
линейного программирования на шаге 2 для итерации k отличается от 
соответствующей задачи на шаге k – 1 только коэффициентами целевой 
функции, что позволяет в качестве начального базисного решения на теку-
щей итерации использовать оптимальное базисное решение предыдущей 
итерации.



 345

3. Особенности применения алгоритма ОМНМ-оценивания

Для реализации алгоритма ОМНМ-оценка необходимо задать функцию 
r(*), удовлетворяющую условиям теорем 2 и 3. Примерами таких функций 
являются:

 ( ) ( )arctan , , 1 exp( ), ln 1 , 1.
1

x
x x x x

x
− − + +

+

Другой особенностью нахождения уравнения авторегрессии высокого 
порядка является высокая чувствительность работы алгоритма к ошибкам 
округления. Устранить данную проблему можно, используя безошибочное 
выполнение основных арифметических операций над полем рациональных 
чисел [3, 5, 6, 8] и применение распараллеливания.

Заключение

Установленная взаимосвязь обобщенного и взвешенного метода наи-
меньших модулей позволила свести задачу определения ОМНМ-оценок к 
итерационной процедуре с ВМНМ-оценками. Последние вычисляются пу-
тем решения соответствующей задачи линейного программирования. Най-
денное достаточное условие, накладываемое на функцию потерь, обеспе-
чивает устойчивость ОМНМ-оценок коэффициентов авторегрессионных 
моделей в условиях выбросов.
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