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Рассмотрена полуэмпирическая двумерная модель турбулентности второго порядка в
приближении дальнего турбулентного следа. Искомыми величинами являются дефект
скорости, турбулентная кинетическая энергия, диссипация энергии и напряжение Рей-
нольдса. Найдена полная группа преобразований, допускаемая этой моделью. Построены
автомодельные решения, удовлетворяющие естественным краевым условиям. Получен-
ные решения согласуются с экспериментальными данными.
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Введение. Известные экспериментальные данные [1–3] и численные расчеты [4, 5]
указывают на то, что течение в дальнем турбулентном следе можно считать близким к
автомодельному. В работе [6] с использованием (k–ε)-модели турбулентности [7] найде-
ны автомодельные решения, согласующиеся с экспериментальными данными [3]. Целью
настоящей работы является построение автомодельных решений (u′v′–k–ε)-модели [8–10],
используемой для расчета характеристик дальнего турбулентного следа за плоским или

осесимметричным телом:
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Здесь u0 — скорость набегающего потока; u1 — дефект скорости; k — кинетическая энер-
гия турбулентности; e — скорость диссипации кинетической энергии; w = u′v′ — напряже-
ние Рейнольдса; cµ, cs, c1, c2, cf1, cf2 — эмпирические константы; s = 0 в случае плоского
течения и s = 1 в случае осесимметричного течения. Далее скорость набегающего потока
будем считать равной единице.

Для системы (1) необходимо определить допускаемые дифференциальные операторы
точечных групп преобразований, что позволит перейти к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.
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1. Автомодельные решения. Ниже приведены результаты группового анализа мо-
дели, выполненного по стандартной схеме [11, 12].

Лемма. Система (1) допускает два оператора растяжения:

X1 = x
∂

∂x
− u1

∂

∂u1
− 2k

∂

∂k
− 3e

∂

∂e
− 2w

∂

∂w
; (2)

Y1 = y
∂

∂y
+ u1

∂

∂u1
+ 2k

∂

∂k
+ 2e

∂

∂e
+ 2w

∂

∂w
(3)

и три оператора переноса по x, y, u1 в случае плоского течения. В случае осесиммет-
ричного течения перенос по y не допускается.

Кроме того, система (1) инвариантна относительно преобразования

y → −y, w → −w.

Проинтегрировав первое уравнение системы (1) по y от −∞ до +∞, получим закон сохра-
нения

∞∫
−∞

u1y
s dy = const (4)

с учетом того, что ysw → 0 при y → ∞. Следует отметить, что вне турбулентного следа
w = 0.

Запишем следующую линейную комбинацию операторов (2), (3):

Z = x ∂x + αy ∂y + (α− 1)u1 ∂u1 + (2α− 2)k ∂k + (2α− 3)e ∂e + (2α− 2)w ∂w. (5)

Тогда решение системы (1), инвариантное относительно оператора (5), имеет вид

u1 = x(α−1)U(t), k = x(2α−2)K(t), e = x(2α−3)E(t), w = x(2α−2)W (t), (6)

где t = y/xα — автомодельная переменная.
Подставляя представление (6) в (1), получаем систему обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений
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В силу закона сохранения (4) и представления (6) для функции u1 получаем α = 1/2 в
случае плоского течения и α = 1/3 в случае осесимметричного течения. Значит, автомо-

дельная переменная t равна y/x1/2 или y/x1/3 в зависимости от вида симметрии задачи.
Следует отметить, что такая автомодельность подтверждается экспериментальными дан-
ными [3].

Используя первое уравнение системы (7), находим первый интеграл:
— в случае плоского течения

W + αtU = b1, b1 ∈ R; (8)
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— в случае осесимметричного течения

Wt + αt2U = b2, b2 ∈ R. (9)

Система (7) должна удовлетворять условиям

W (0) = 0, U ′(0) = K ′(0) = E′(0) = 0; (10)

U(1) = K(1) = E(1) = W (1) = 0. (11)

В условии (10) учитывается симметрия течения относительно оси OY . Краевые усло-
вия (11) означают, что вне турбулентного следа все функции равны нулю.

Отметим, что система (7) допускает оператор растяжения
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поэтому условия (11) можно заменить на аналогичные в любой другой точке, например в
точке a = 0,4.

Используя краевые условия (10), (11), несложно показать, что в интегралах (8), (9)
константы b1, b2 равны нулю.

Первый интеграл позволяет исключить функцию W из системы (7) и получить систе-
му трех обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
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Рис. 1. Графики функций U/Umax (а),
E/U2

max (б), −W/U2
max (в) в случае плос-

кого течения:
линии — результаты расчета; точки — экс-
периментальные данные [3]
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Остальные краевые условия имеют вид

U ′(0) = K ′(0) = E′(0) = U(1) = K(1) = E(1) = 0. (13)

2. Результаты расчетов. Система (12), удовлетворяющая условиям (13), решалась
численно. Использовались следующие эмпирические константы: cµ = 0,09, c1 = 1,44,
c2 = 1,92, cs = 0,09, cf1 = 2,8, cf2 = cµcf1

. Дополнительные трудности обусловлены
тем, что при t = 0, 1 коэффициенты системы (12) имеют особенности. Задача решалась
с использованием модифицированного метода стрельбы и асимптотического разложения

решения в окрестности особой точки [13].
Зависимости U/Umax, E/U2

max, −W/U2
max от автомодельной переменной в случае плос-

кого течения приведены на рис. 1. На рис. 2 показан профиль турбулентной вязкости
νt = cµK2/E. Результаты решения задачи в случае осесимметричного течения представ-
лены на рис. 3. В краевых условиях (13) вместо значения t = 1 взято значение t = 0,4.
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Рис. 2. Профиль турбулентной вязкости в случае плоского течения
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Рис. 3. Графики функций U/Umax (а) и E/U2
max (б) в случае осесимметричного

течения
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В случае плоского течения распределения скорости и энергии турбулентности по парамет-
ру t удовлетворительно согласуются с экспериментальными данными [3].
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