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Решена задача о выравнивании давления газа в пористой среде, заполняющей трубу
с закрытым концом, при ударном воздействии. При этом в качестве начальных дан-
ных кроме ударного давления необходимо задавать начальную скорость фильтрации
за ударной волной. Показано, что скачок давления затухает на конечном расстоянии,
выравнивание давления происходит за конечное время. Получены приближенные под-
модели разрывного и гладкого решений.
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Введение. Основные уравнения фильтрации газа получены из закона сохранения мас-
сы, уравнения состояния и закона фильтрации [1]

(mρ)t +∇ · (ρu) = 0; (1)

ρ = ρ(p, T ), u = −kµ−1∇p,

где m — пористость; ρ — плотность; p — давление; T — температура; k — проницае-
мость; µ — вязкость; u — скорость фильтрации. В простейшем случае изотермического
движения, когда газ является термодинамически идеальным и имеет постоянную вязкость,
уравнение (1) принимает вид [2]

pt = k(2mµ)−1∆p2.

Для получения решения уравнения нелинейной фильтрации исследовались основные

начально-краевые задачи как в неограниченных, так и в ограниченных областях [3, 4].
Разрывные решения уравнений фильтрации с ограничениями на величину потока рас-
сматривались в [5]. Для получения непрерывных решений в неограниченных областях
использовались автомодельные приближения. Для исследования приближений использо-
вался метод интегральных соотношений [1]. Этот хорошо зарекомендовавший себя метод
применяется для решения задачи о выравнивании давления газа в конечной трубе с по-
ристой средой, насыщенной газом, с одним закрытым концом при воздействии ударной
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волной на другой, открытый, конец трубы. В одномерном приближении задача описыва-
ется соотношениями

pt = k(mµ)−1(ppx)x, 0 < x < l,

p(t, l) = p1, px(t, 0) = 0; p(0, x) = p0 � p1, 0 6 x < l, px(0, l) = u0.

Требуется найти обобщенное решение с сильным разрывом, которое за конечное время
выравнивает давление до величины p1 во всей замкнутой области 0 6 x 6 l, закономер-
ности увеличения давления на закрытом конце трубы и затухания ударной волны. При
этом должны выполняться следующие основные предположения: скорость фильтрации u
является ограниченной (малой) величиной, решение и входные данные являются поло-
жительными. Известно, что решения рассматриваемого нелинейного уравнения являются
гладкими только в окрестности точек с давлением p > 0 и могут терять гладкость в точ-
ках, где решение обращается в нуль. Из множества сценариев решения задачи определен
единственный сценарий, в котором скачок давления исчезает на расстоянии, меньшем 1/3
длины трубы.

На практике, например при гидроразрыве, необходимо получить приближенные про-
стые формулы, описывающие затухание ударной волны и увеличение давления на закры-
том конце трубы. В явном виде такие формулы не получены, однако приведены обыкно-
венные дифференциальные уравнения, из решения которых можно получить соответству-
ющие зависимости.

1. Разложения решения в особых точках. Уменьшим количество параметров за-
дачи с помощью замены переменных x→ xl, t→ mµl2(kp0)

−1t, p→ p0p. Задача принимает
вид

pt = (ppx)x, 0 < x < 1; (1.1)

p(0, x) = 1, 0 6 x < 1, px(0, 1) = U = u0lp
−1
0 ;

p(t, 1) = P = p1p
−1
0 , px(t, 0) = 0. (1.2)

В окрестности точки x = 0 гладкое решение задачи представляется в виде ряда

p = p0 +
∑
k>1

pk(t)x
k, p0(t) 6= 0.

Подстановка ряда в (1.1), (1.2) позволяет определить коэффициенты ряда через одну произ-
вольную функцию p0(t): коэффициенты с нечетными номерами равны нулю, с четными —
определяются выражениями

p2 =
p′0
2p0

, p4 =
p′′0

24p2
0

− p′20
6p3

0

, . . . .

Решение задачи имеет один непротиворечивый сценарий. Точка выравненного давле-
ния p = P , или точка начала фильтрации, движется по закону µ = µ(t), ударная волна
(разрыв давления и скорости фильтрации) — по закону λ = λ(t). В интервале 0 6 x 6 λ(t)
имеется гладкое решение p = p̃1 перед ударной волной. Гладкое решение p = p̃ за удар-
ной волной сопрягается в точке x = ν(t) с гладким решением, построенным в точке µ(t).
В точке сопряжения непрерывных решений скорость фильтрации px совпадает со скоро-
стью движения точки сопряжения (рис. 1).

В окрестности точки x = λ(t) решение задачи представляется в виде ряда

p = p̃i
0(t) +

∑
k>1

p̃i
k(t)(x− λ)k,
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Рис. 1. Эпюры давления в различные моменты времени

где индекс i = 1 соответствует решению перед ударной волной, а его отсутствие — ре-
шению за ударной волной. Подстановка ряда в (1.1) позволяет определить коэффициенты
разложения через две произвольные функции p̃i

0, p̃i
1:

p̃i
2 =

p̃i′
0 − p̃i

1(λ
′ + p̃i

1)

2p̃i
0

, p̃i
3 =

p̃i′
1 − 2p̃i

2(λ
′ + 3p̃i

1)

6p̃i
0

, . . . .

В момент исчезновения скачка получается разложение

p = p̃0 − λ′(x− λ) +
p̃′0
2p̃0

(x− λ)2 +
2λ′p̃′0 − λ′′p̃0

6p̃2
0

+ . . . .

В окрестности точки начала фильтрации x = µ(t) решение уравнения (1.1) представ-
ляется в виде ряда

p = P − µ′(x− µ) +
∑
k>2

pk(t)(x− µ)k,

коэффициенты которого определяются из (1.1), (1.2):

p2 = 0, p3 = − µ′′

6P
, p4 = −µ′µ′′

8P 2
, . . . .

В окрестности движущейся точки сопряжения гладких решений решение представля-
ется в виде ряда

p = p∗0 +
∑
k>1

p∗k(t)(x− ν)k.

Подставляя ряд в (1.1), для коэффициентов получаем равенства

p∗′0 = ν ′p∗1 + 2p∗0p
∗
2 + p∗21 , p∗′1 = 2p∗2(ν

′ + 3p∗1) + 6p∗0p
∗
3,

p∗′2 = 12p∗0p
∗
4 + 3p∗3(ν

′ + 4p∗1) + 6p∗22 , . . . .
(1.3)

В случае если точка x = ν(t) является точкой перегиба кривой давления, равенство p∗2 = 0
и соотношения (1.3) принимают вид

p∗′0 = p∗1(ν
′ + p∗1), p∗′1 = 6p∗0p

∗
3, 4p∗0p

∗
4 + p∗3(ν

′ + 4p∗1) = 0. (1.4)
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Рис. 2. Область интегрирования на сильном разрыве

2. Условия на сильном разрыве. Уравнение (1.1) имеет дивергентный вид, так как
записано в виде закона сохранения. Можно рассмотреть обобщенное решение, имеющее
разрыв первого рода на линии x = λ(t). Для получения условий на разрыве строится
прямоугольник Π высотой h на произвольном элементе дуги σ c нормальным вектором
n = (−dt, dx) (рис. 2).

В результате интегрирования уравнения (1.1) по прямоугольнику имеем∫ ∫
Π

(pt − (ppx)x) dΠ =

∮
Γ

(−ppx, p)(−dt, dx) dΓ = 0,

где Γ — граница прямоугольника. В силу произвольности σ переход к пределу при h→ 0
позволяет получить соотношение

[ppx] + λ′[p] = 0 ⇔ p̃1
0p̃

1
1 − p̃0p̃1 + λ′(p̃1

0 − p̃0) = 0. (2.1)

Закон сохранения (1.1) позволяет ввести потенциал p = ϕx, ppx = ϕt. Поскольку
уравнение для потенциала имеет вид закона сохранения

ϕt = (2−1ϕ2
x)x,

справедливы дополнительные условия на разрыве

[p2] + 2λ′[ϕ] = 0 ⇔ (p̃1
0)

2 − (p̃0)
2 + 2λ′(ϕ̃1

0 − ϕ̃0) = 0. (2.2)

Дифференцируя по t равенство (2.2), в силу (2.1) получаем соотношение

λ′[p2]′ = λ′′[p2],

из которого следует еще одно соотношение на разрыве

[p̃2
0] = (p̃1

0)
2 − (p̃0)

2 = Cλ′ (2.3)

с неопределенной постоянной C.
3. Интегральные соотношения. Интегрируя уравнение (1.1), умноженное на x, по

интервалу перед скачком, получаем

λ∫
0

xpt dx =
d

dt

λ∫
0

xp dx− λλ′p̃1
0 = xppx

∣∣λ
0
− 2−1p2

∣∣λ
0
. (3.1)
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Из (3.1) следует интегральное соотношение

d

dt

λ∫
0

xp dx = 2−1(p2
0 − (p̃1

0)
2). (3.2)

Интегрируя уравнение (1.1), умноженное на x, по интервалу λ < x < µ за скачком, полу-
чаем

µ∫
λ

xpt dx =
d

dt

µ∫
λ

xp dx− µµ′P + λλ′p̃0 = xppx

∣∣µ
λ
− 2−1p2

∣∣µ
λ
.

Отсюда следует интегральное соотношение

d

dt

µ∫
λ

xp dx = 2−1((p̃0)
2 − P 2)− λp̃0(p̃1 + λ′),

которое можно разделить на два соотношения:

d

dt

ν∫
λ

xp dx = νp∗0(ν
′ + p∗1) + 2−1(p̃2

0 − p∗20 )− λp̃0(p̃1 + λ′); (3.3)

d

dt

µ∫
ν

xp dx = −νp∗0(ν
′ + p∗1) + 2−1(p∗20 − P 2). (3.4)

4. Фильтрация газа при наличии ударной волны. Пусть перед скачком задано
приближение

p = p0 +
p′0
2p0

x2.

Тогда

p̃1
0 = p0 +

p′0
2p0

λ2 ⇒ p′0(0) = 0, p̃1
1 =

p′0
p0

λ.

Из интегрального соотношения (3.2) следует равенство

λ2(p2
0 + 4−1p′0λ

2) = 1. (4.1)

Пусть в окрестности точки начала фильтрации задано приближение

p = P − µ′(x− µ)− µ′′

6P
(x− µ)3, (4.2)

а за скачком — приближение в виде

p = p̃0 + p̃1(x− λ) +
p̃′0 − p̃1(λ

′ + p̃1)

2p̃0
(x− λ)2. (4.3)

Поскольку интенсивность скачка затухает, скорость фильтрации за ним уменьшается:
p̃2 > 0, (−µ′)′ < 0 ⇒ µ′′ > 0. Эпюры давления выпуклы в направлении вниз. В точке

сопряжения формул (4.2), (4.3) вторые производные имеют разрыв, поэтому сравниваются
значения давлений и их первых производных:

p∗0 = p̃0 + p̃1(ν − λ) +
p̃′0 − p̃1(λ

′ + p̃1)

2p̃0
(ν − λ)2 = P − µ′(ν − µ)− µ′′

6P
(ν − µ)3; (4.4)
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p∗1 = p̃1 +
p̃′0 − p̃1(λ

′ + p̃1)

p̃0
(ν − λ) = −µ′ − µ′′

2P
(ν − µ)2. (4.5)

Отсюда следует равенство

2p̃0 + p̃1(ν − λ) = 2P + (2µ− ν − λ)
(
µ′ +

µ′′

2P
(ν − µ)2

)
.

В случае если точка x = ν(t) является точкой уплощения p∗2 = 0, с использованием фор-
мул (1.4), (4.4), (4.5) получаем уравнение

µ′′′(ν − µ)2 +
µ′′2

2P
(ν − µ)3 + µ′′(ν − µ)(3ν ′ − µ′) + 2Pµ′′ = 0. (4.6)

Из интегрального соотношения (3.4) следует уравнение

5−1µ′′′(µ− ν)(µ + 4ν) = P−1µ′′2(µ− ν)2(3µ− ν) + µ′′µ′(11µ + ν) + 8Pµ′′ (4.7)

с начальными условиями µ(0) = 1, µ′(0) = U , µ′′(0) = 0. Из уравнения (4.6) или (4.7)
получаем

µ′′ = 0 ⇒ µ = 1 + tU.

Из равенств (4.4), (4.5) следует

p̃0 = P − 2−1p̃1(ν − µ)− 2−1U(ν + λ− 2µ); (4.8)

p̃′1(ν − λ)2 + p̃1(ν − λ)(3p̃1 + λ′ + ν ′ + U) = (p̃1 + U)(2P − U(ν + λ− 2µ)). (4.9)

Соотношения на ударной волне (2.1), (2.3) принимают вид

(2 + p−2
0 λ2p′0)(λp0)

′ = (p̃1 + λ′)(2P − p̃1(ν − λ)− U(ν + λ− 2µ)); (4.10)

(p0 + 2−1p−1
0 p′0λ

2)2 − (P − 2−1p̃1(ν − λ)− 2−1U(ν + λ− 2µ))2 = Cλ′. (4.11)

Уравнения (4.1), (4.9), (4.10), (4.11) для определения функций ν, λ, p0, p̃1 являются при-
ближенной замкнутой подмоделью движения ударной волны в пористой среде, насыщенной
газом. После исключения производных уравнение (4.10) становится конечным соотноше-
нием для искомых величин. Эта подмодель сложна для исследования. В начальный момент
времени из (4.8), (4.10), (4.11) определяются постоянные

p̃1(0) = −U, λ′(0) = U(P − 1)−1, C = −P−1U−1(P − 1)2(P + 1).

Интегрируя соотношение (3.3), получаем уравнение

d

dt
[U(ν − λ)(9ν2 + 10νλ + 5λ2 − 12µ(ν + λ) + p̃1(ν − λ)2(3λ + ν))] =

= 12P (ν + λ)(p̃1 + U)− 3p̃2
1(ν − λ)(ν + 3λ) + 6Up̃1(2µ− λ− ν)(ν + λ)−

− 12λλ′p̃1(ν − λ) + 24Uνν ′(ν − µ)− 12Uλλ′(ν + λ− 2µ)−

− 3U2(5ν2 + 2νλ + λ2 − 4µ(λ + ν)),

которое можно использовать вместо (4.11) в качестве другого приближения. Это уравнение
тождественно выполняется при ν = λ, так как из (4.5) следует p̃1 + U = 0. Получаем
линейное приближение за ударной волной. В этом случае уравнение (4.9) выполняется, а
уравнение (4.10) имеет интеграл

p0λ[2−1U(λ− µ)2 − P (λ− µ)] = (p0λ− 1)(p0λ− 2). (4.12)
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Качественно поведение подмодели (4.1), (4.12) можно оценить для случая сильных
ударов с малым параметром ε = UP−1 и новой функцией q = p0λ. Представление решений
в виде λ = λ0 + ελ1 + . . ., q = q0 + εq1 + . . . позволяет получить для подмодели нулевое
приближение

Pq0(1− λ0) = (q0 − 1)(q0 − 2), 4(1− q2
0) = λ2(λ0q

′
0 − q0λ

′)

с начальными данными q0(0) = 1, λ0(0) = 1. Решение имеет вид λ0 = q0 = 1. Первое
приближение удовлетворяет уравнениям

Pλ1 = q1 + P 2t, λ′1 = q′1 + 8q1

с начальными условиями q1(0) = λ1(0) = 0. Решение имеет вид

q1 = 8−1P (1− e−tω), λ1 = Pt + 8−1(1− e−tω), ω = 8P (P − 1)−1.

Условие исчезновения скачка давления принимает вид

p̃1
0 = p̃0 ⇒ p0 + 2−1p−1

0 p′0λ
2 = P + U(1 + Ut− λ).

В переменных λ, q условие записывается в виде

q(2− q2) = λq2P (1 + ε(1− λ) + ε2Pt).

С точностью до первого приближения получаем уравнение для определения момента ис-
чезновения скачка t∗:

P − 1 = −U [Pt + 4−1(P + 1)(1− e−tω)] ∼ −UPt(3P + 1)(P − 1)−1.

Следовательно,

t∗ = −U−1P−1(3P + 1)−1(P − 1)2 < −3−1U−1.

Таким образом, скачок исчезает за время, меньшее −(3U)−1. При этом область исчезно-
вения вычисляется по формуле

λ∗ = 1 + ελ1(t∗) = 1 + Ut∗ + 8−1ε(1− e−t∗ω) ∼
∼ 1 + t∗PU(P − 1)−1 = 2(P + 1)(3P + 1)−1 > 2/3.

Расстояние, пройденное ударной волной, равно

1− λ∗ = (p− 1)(3P + 1)−1 < 1/3.

Скачок затухает на расстоянии, меньшем 1/3 длины пористой трубы. После этого необ-
ходимо рассматривать гладкое решение с начальными данными

λ∗(t∗) = λ∗, µ(t∗) = 1 + Ut∗ = µ∗, p0(t∗) = p∗ = q∗λ
−1
∗ ,

q(t∗) = 1 + εq1(t∗) = q∗, µ′(t∗) = U.
(4.13)

5. Фильтрация газа без ударной волны. В случае если в некоторой точке λ выпол-
няется равенство p̃0 = p̃1

0, из (2.1) следует p̃1 = p̃1
1 и точка λ становится точкой сопряжения

представлений гладкого решения.
Приближения с точностью до четвертого порядка имеют следующий вид:
— в точке x = µ

p = P − µ′(x− µ)− (6P )−1µ′′(x− µ)3;

— в точке x = λ

p = p̃0 − λ′(x− λ) + (2p̃0)
−1p̃′0(x− λ)2 + (6p̃2

0)
−1(2λ′p̃′0 − λ′′p̃0)(x− λ)3;

— в точке x = 0

p = p0 + (2p0)
−1p′0x

2.
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В точке сопряжения выполняются равенства

p̃0 = p0 + (2p0)
−1λ2 = P − µ′(λ− µ)− (6P )−1µ′′(λ− µ)3,

−λ′ = p−1
0 p′0λ = −µ′ − (2P )−1µ′′(λ− µ)2,

(5.1)

которые определяют замкнутую подмодель с начальными условиями (4.13). Равенства (5.1)
интегрируются:

λp0 = λ∗p∗ = q∗, (2P )−1(µ′ − U) = (µ− λ)−1 − (µ∗ − λ∗)
−1, (5.2)

оставшееся уравнение принимает вид

6q∗λ
−1 − 14P = λ′(2µ + λ) + 4(U − 2P (µ∗ − λ∗)

−1)(µ− λ). (5.3)

Движение заканчивается в момент tk, когда p0 = P , µ′(tk) = λ′(tk) = 0. Тогда из (5.2),
(5.3) следует

λk = λ(tk) = q∗P
−1, µk = µ(tk) = q∗P

−1 + 2P (µ∗ − λ∗)(2P − U(µ∗ − λ∗))
−1.

Автономная система (5.2), (5.3) сводится к уравнению

dλ

dµ
=

(µ− λ)[(3λk − 7λ)(µk − λk) + 4λ(µ− λ)]

λ(λ + 2µ)(λ− µ + µk − λk)
, (5.4)

имеющему четыре особые точки:
1) λ = µ = 0;

2) λ = −2µ±, µ = µ± = 4−1(µk − λk)(7/6±
√

49/36 + 2λk(µk − λk)−1 );
3) λ = λk, µ = µk.
Только последняя точка лежит в области определения решения задачи: 0 < λ < 1,

0 < µ < 1. Точка (µk, λk) является узлом, поэтому существует единственная интеграль-
ная кривая уравнения (5.4), соединяющая точки (µk, λk) и (µ∗, λ∗). Касательная семейства
интегральных кривых задается формулой

λ− λk = a+(µ− µk).

Касательная одиночной кривой, входящей в узел, задается уравнением

λ− λk = a−(µ− µk),

где

a± =
2δ2 + 4δ − 3±

√
3(3− 8δ + 12δ2 − 4δ4)

2δ(2 + δ)
, λk = δµk.

Таким образом, с использованием решения уравнения (5.4), соединяющего точки (µk, λk),
(µ∗, λ∗), и уравнений (5.2) можно определить движение точки начала фильтрации µ(t)
(см. рис. 1) и закон увеличения давления на закрытом конце трубы p0(t). Из решения µ(t)
определяется время выравнивания давления µ(tk) = µk.

Заключение. Получены приближенные подмодели, описывающие затухание ударной
волны в пористой среде, насыщенной газом и заполняющей конечную трубу с одним за-
крытым концом. Получено приближенное решение для сильной ударной волны. Доказано,
что ударная волна затухает на конечном расстоянии, меньшем 1/3 длины трубы. Гладкое
выравнивание давления после исчезновения ударной волны описывается приближенной

подмоделью (5.2), (5.4).
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