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С использованием пространства состояний и обратного преобразования Лапласа ре-
шаются безразмерные уравнения неустановившейся одномерной задачи о пограничном
слое, образующемся при тепломассопереносе в пористой среде, насыщенной вязкоупру-
гой жидкостью, вблизи бесконечной вертикальной пластины при наличии однородного
магнитного поля. Получены аналитические решения для температуры, концентрации,
скорости и индуцированных магнитного и электрического полей. Обратное преобра-
зование Лапласа находится численным методом. С использованием предложенного ме-
тода решены две задачи: задача о пограничном слое вязкоупругой жидкости вблизи
вертикальной стенки, на которой в начальный момент времени задаются ступенчатые
температура и концентрация, и задача о течении вязкоупругой жидкости между двумя
вертикальными стенками. Построенные решения зависят от чисел Прандтля, Шмидта,
Грасгофа, коэффициента скорости реакции, коэффициента вязкоупругости и проницае-
мости среды. Представлены результаты детального исследования зависимости решения
от перечисленных выше параметров, позволяющие получить представление об основных
свойствах решения. В частности, изучены распределения скорости, температуры, кон-
центрации в потоке, а также индуцированные магнитное и электрическое поля и распре-
деления коэффициента поверхностного трения, локальных чисел Нуссельта и Шервуда.

Ключевые слова: магнитная гидродинамика, естественная конвекция, тепломассопе-
ренос, неньютоновская жидкость, неустановившийся пограничный слой, пространство
состояний.

Введение. После появления работы [1], в которой исследовалось течение погранично-
го слоя вдоль твердой поверхности, было опубликовано большое количество работ, в ко-
торых изучалось течение пограничного слоя вязкоупругой жидкости второго порядка по

пластической растягивающейся поверхности, а также характеристики тепломассопереноса
в этом слое (см. [2–4]). Результаты этих исследований имеют приложения в различных об-
ластях техники (экструзия полимерных листов из красителя, производство стекловолокна,
бумажное производство, нанесение полимерных пленок и т. п.). В [5] приведен подробный
обзор работ, в которых изучается пограничный слой нелинейной жидкости.

В [6, 7] получены уравнения пограничного слоя для модели вязкой жидкости с очень
короткой памятью, названной авторами жидкостью B′. В [8] изучалось движение осцилли-
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рующего потока за бесконечной пористой пластиной с учетом массопереноса. В [9] иссле-
довались свободная конвекция и массоперенос в потоках вязкой и вязкоупругой жидкостей

за вертикальной стенкой.
Установившийся ламинарный поток гидромагнитной жидкости, обусловленный рас-

тяжением упругого листа, при наличии однородного магнитного поля изучен в работе [10].
В [11] рассмотрен магнитогидродинамический поток вязкой жидкости за ускоряющейся
пластиной. Влияние флуктуаций скорости в потоке на поверхностное трение, температу-
ру и перенос тепла при наличии поперечного магнитного поля исследовалось в [12]. В [13]
изучалась свободная конвекция в потоке электропроводящей вязкой жидкости за беско-
нечной пластиной при наличии поперечного магнитного поля. В [14] с использованием
пространства состояний [15] решена задача о пограничном слое вязкоупругой гидромаг-
нитной жидкости, колеблющемся в пористой среде за бесконечной вертикальной стенкой.

Представляет интерес изучение естественной конвекции тепла и массы в потоке нью-
тоновской жидкости в пористой среде. Перенос тепла и массы вследствие плавучести пори-
стой среды, насыщенной жидкостью, часто встречается в геофизических и геотермальных
процессах (перенос массы на скальные основания, обусловленный химическими реакция-
ми). Это явление может возникнуть и при захоронении ядерных отходов, если в результате
разрушения резервуара произойдет распространение радиоактивных материалов. Тепло-
массоперенос имеет место при проникании влаги через пористый изоляционный материал,
при просачивании химических веществ сквозь насыщенную влагой почву. Наиболее пол-
ный обзор работ по этой тематике приведен в [16].

В [17–19] изучалась задача о тепломассопереносе в вязкоупругом пограничном слое на
растягивающемся листе при наличии магнитного поля. В [20] тепломассоперенос исследо-
вался с учетом гидромагнитного эффекта, а также с учетом наличия стоков и источников
тепла. В [21] с использованием интегрального метода получено аналитическое решение
задачи о тепломассопереносе вследствие плавучести вдоль вертикальной поверхности в

насыщенной жидкостью пористой среде. Температура поверхности и концентрация пола-
гались постоянными. В [22] с помощью интегрального метода изучалось влияние магнит-
ного поля на тепломассоперенос вследствие естественной конвекции вблизи вертикальной

поверхности, на которой поддерживались постоянные температура и концентрация.
Как правило, в перечисленных выше работах использовалось уравнение теплопровод-

ности параболического типа, которое дает бесконечную скорость распространения теп-
ловых волн. Уравнение теплопроводности параболического типа можно заменить уравне-
нием волнового типа, либо рассматривая процесс переноса тепла на микроуровне, либо
изменив классический закон Фурье в рамках феноменологического подхода.

В [23] впервые введена математическая поправка, устраняющая присущий закону Фу-
рье дефект скорости распространения тепловых волн. Предложенная в [23] теория допуска-
ет существование тепловых волн, распространяющихся с конечной скоростью. С момента
появления идеи Максвелла [24] и работы [23] опубликовано большое количество работ,
посвященных устранению парадокса распространения тепловых волн с бесконечной ско-
ростью (см. [25]). В работе [26] изучалась свободная конвекция в потоке вязкоупругой
жидкости в пористой среде с использованием модели с одним временем релаксации. В [27]
применялась усложненная модель неньютоновской жидкости, однако задача о смешанной
конвекции в этой работе не рассматривалась.

В настоящей работе используется более общая модель магнитогидродинамической

смешанной конвекции в потоке проводящей вязкоупругой жидкости. В этой модели время
релаксации содержится и в уравнении теплопроводности, и в уравнении распространения
концентрации, кроме того, учитывается электрическая проницаемость электромагнитно-
го поля. Учет времени релаксации и электрической проницаемости приводит к тому, что



М. А. Эззат, А. А. Эль-Бари, А. С. Хатем 129

уравнения теплопроводности, концентрации и электромагнитного поля, являющиеся урав-
нениями параболического типа, становятся уравнениями гиперболического типа, вслед-
ствие чего устраняется парадокс, связанный с бесконечной скоростью распространения

волн.
В настоящей работе в пространстве состояний изучается свободная конвекция теп-

ла и массы в потоке вязкоупругой жидкости за бесконечной вертикальной пластиной при

наличии поперечного магнитного поля и химической реакции. Преимущество использова-
ния пространства состояний проявляется в тех задачах, в которых исследуется развитие
процесса во времени [28]. Подход, в котором используется пространство состояний, яв-
ляется более общим по сравнению с классической техникой преобразования Лапласа и

Фурье. Этот подход может быть применен как при решении задач, в которых использу-
ются интегральные преобразования по времени, так и при решении задач, в которых такие
преобразования невозможны.

В предлагаемом подходе система уравнений относительно вектора состояний записы-
вается в матричной форме. Компонентами вектора состояний являются образы преобразо-
вания Лапласа скорости, индуцированного магнитного поля, температуры, концентрации
и их градиенты. Интегрирование этой системы с нулевыми начальными данными вы-
полняется с помощью представления матричной экспоненты. Получены решения задач о
внезапно приложенных температуре и концентрации, а также задача о течении между
двумя параллельными пластинами. В области образов преобразования Лапласа получе-
ны явные выражения для функций влияния. Численным методом [29] находится обратное
преобразование Лапласа.

1. Постановка задачи. Рассматривается одномерная задача о неустановившейся
естественной конвекции тепломассопереноса в потоке вязкой проводящей несжимаемой

жидкости за бесконечной вертикальной пластиной, погруженной в пористую среду. Ось x
направлена вертикально вдоль пластины, ось y — по нормали к ней. Пусть u — ком-
понента вектора скорости в направлении координаты x. Постоянное магнитное поле с
напряженностью H0 = (0, H0, 0) действует в направлении координаты y и индуцирует
магнитное поле h = (h, 0, 0), электрическое поле E = (0, 0, E), а также электрический ток
с плотностью J = (0, 0, J). Все рассматриваемые величины являются функциями только
координаты y и времени t. Величины, характеризующие электромагнитное поле, удовле-
творяют уравнениям Максвелла

rot h = J + ε0
∂E

∂t
, rot E = −µ0

∂h

∂t
; (1)

div h = 0, div E = 0,

B = µ0(H0 + h), D = ε0E,

где ε0 — электрическая проницаемость; µ0 — магнитная проницаемость; B, D — век-
торы магнитной и электрической индукции соответственно. Эти уравнения дополняются
законом Ома

J = σ0(E + µ0 V ×H0), (2)

где σ0 — электрическая проводимость; V — скорость.
Уравнение (2) приводится к виду

J = σ0(E + µ0H0u). (3)

Векторные уравнения (1) cводятся к следующим скалярным уравнениям:

∂h

∂y
= −

(
J + ε0

∂E

∂t

)
; (4)
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∂E

∂t
= −µ0

∂h

∂y
. (5)

Исключая J из уравнений (3), (4), получаем

∂h

∂y
= −

(
σ0E + ε0

∂E

∂t

)
− σ0µ0H0u. (6)

Исключая E из уравнений (5), (6), находим

vm
∂2h

∂y2
=

∂h

∂t
+

ε0

σ0

∂2h

∂t2
−H0

∂u

∂y
,

где vm = 1/(µ0σ0) — коэффициент магнитной диффузии.
Сила Лоренца имеет отличную от нуля составляющую в направлении x:

Fx = (J ×B)x = µ0H0

(∂h

∂y
+ ε0

∂E

∂t

)
.

В приближении Буссинеска результирующая система уравнений задачи имеет вид [26]

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂y2
+ gβT (T − T∞) + gβc(c− c∞)− ν

K
u− k0

∂3u

∂t ∂y2
+

α2

H0

(∂h

∂y
+ ε0

∂E

∂t

)
,

vm
∂2h

∂y2
=

∂h

∂t
+

ε0

σ0

∂2h

∂t2
−H0

∂u

∂y
,

∂h

∂y
= −

(
σ0E + ε0

∂E

∂t

)
− σ0µ0H0u, (7)

(
1 + τ0

∂

∂t

)∂T

∂t
=

κ
ρCP

∂2T

∂y2
−KT T,

(
1 + τ0

∂

∂t

)∂c

∂t
= D

∂2c

∂y2
−Kcc,

где βT , βc — коэффициенты температурного и концентрационного расширения соответ-
ственно; T , c — температура и концентрация жидкости соответственно; g — ускоре-
ние свободного падения; K — проницаемость среды; k0 — коэффициент вязкоупругости;

α =
√

µ0H2
0/ρ — альфвеновская скорость; τ0 — время релаксации; ρ — плотность жид-

кости; CP — теплопроводность; KT — скорость генерации или поглощения удельного

внутреннего тепла; Kc — коэффициент скорости реакции; D — коэффициент диффузии

массы; κ — теплопроводность.
Введем следующие безразмерные величины:

y∗ =
α

ν
y, t∗ =

α2

ν
t, k∗ =

α2

ν
k, E∗ =

1

µH0α
E, u∗ =

u

α
, k∗0 =

α2

ν2
k0,

h∗ =
h

H0
, x∗ =

α

ν
x, ε∗0 = µα2ε0, σ∗0 = µ0νσ0, P ∗ =

P

α2ρ
, τ∗0 =

α2

ν
τ0,

T ∗ =
T − T∞
Tw − T∞

, Sc =
ν

D
, K∗ =

Kα2

ν2
, K∗

c =
ν

α2
Kc, K∗

T =
ν

α2
KT , c∗ =

c− c∞
cw − c∞

,

J∗ =
ν

H0α
J, Pr =

νρCP

k
, Gr =

νβT g(Tw − T∞)

α3
, Gc =

νβcg(cw − c∞)

α3
.
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Здесь ν, µ — кинематическая и динамическая вязкость соответственно; Sc, Pr — числа

Шмидта и Прандтля; Gr, Gc — число Грасгофа теплопереноса и модифицированное число

Грасгофа; индекс w соответствует значениям величин на стенке, индекс “∞” — значениям

величин вдали от стенки.
В безразмерных переменных уравнения (7) записываются в виде

∂u

∂t
=

∂2u

∂y2
− k0

∂3u

∂t ∂y2
− u

K
+ Gr T + Gc c +

∂h

∂y
+ ε0

∂E

∂t
,

∂2h

∂y2
= ε1

∂2h

∂t2
+ b

(∂h

∂t
− ∂u

∂y

)
,

(
1 + τ0

∂

∂t

)∂T

∂t
=

1

Pr

∂2T

∂y2
−KT T, (8)

(
1 + τ0

∂

∂t

)∂c

∂t
=

1

Sc

∂2c

∂y2
−Kcc,

∂h

∂y
= −

(
σ0E + ε0

∂E

∂t

)
− σ0u.

Для упрощения выкладок рассматривается задача с нулевыми начальными условиями.
Применим преобразование Лапласа к уравнениям (8). Полученную в результате пре-

образования систему запишем в матричной форме

d

dy



T̄
c̄
ū
h̄
T̄ ′

c̄′

ū′

h̄′


=



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

m1 0 0 0 0 0 0 0
0 m2 0 0 0 0 0 0

−Gr /(1− sk0) −Gc /(1− sk0) m3 0 0 0 0 −n2

0 0 0 m4 0 0 −b 0





T̄ (y, s)
c̄(y, s)
ū(y, s)
h̄(y, s)
T̄ ′(y, s)
c̄′(y, s)
ū′(y, s)
h̄′(y, s)


(9)

(черта сверху обозначает образ преобразования Лапласа, штрих — производную по коор-
динате y).

Уравнение (9) можно записать в матричной форме

V̄ ′(y, s) = A(s)V̄ (y, s), (10)

где V̄ (y, s) — вектор состояния в области образов, составляющими которого являются
образы температуры, концентрации, скорости, индуцированного магнитного поля, а также
их градиентов.

Формальное решение уравнения (10) можно записать в следующем виде:

V̄ (y, s) = exp (A(s) y) V̄ (0, s). (11)

Для того чтобы фактически получить решение, необходимо найти представление матрич-
ной экспоненты exp (A(s)y). Запишем характеристическое уравнение матрицы A(s)

k8 − I1k
6 + I2k

4 − I3k
2 + I4 = 0, (12)

где k — корень этого уравнения. В силу теоремы Кэли — Гамильтона имеем

A8 − I1A
6 + I2A

4 − I3A
2 + I4I = 0. (13)
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Из уравнения (13) следует, что матрица A8 и все матрицы A с более высокими степенями

выражаются через матрицы A4, A3, A2, A и единичную матрицу восьмого порядка I.
Матричная экспонента записывается в следующем виде:

exp (A(s)y) = a0I + a1A + a2A
2 + a3A

3 + a4A
4 + a5A

5 + a6A
6 + a7A

7. (14)

Скалярные коэффициенты уравнения (14) можно найти, заменяя в нем матрицу A
корнями характеристического уравнения (12) ±k1, ±k2, ±k3, ±k4. В результате получаем
систему линейных уравнений

exp (±k1y) = a0 ± a1k1 + a2k
2
1 ± a3k

3
1 + a4k

4
1 ± a5k

5
1 + a6k

6
1 ± a7k

7
1,

exp (±k2y) = a0 ± a1k2 + a2k
2
2 ± a3k

3
2 + a4k

4
2 ± a5k

5
2 + a6k

6
2 ± a7k

7
2,

exp (±k3y) = a0 ± a1k3 + a2k
2
3 ± a3k

3
3 + a4k

4
3 ± a5k

5
3 + a6k

6
3 ± a7k

7
3,

(15)

exp (±k4y) = a0 ± a1k4 + a2k
2
4 ± a3k

3
4 + a4k

4
4 ± a5k

5
4 + a6k

6
4 ± a7k

7
4,

решив которую можно определить коэффициенты a0, . . . , a7. Подставляя эти коэффициен-
ты в уравнение (14), находим матрицы A2, A3, A4, A5, A6, A7.

Поскольку в физических задачах 0 6 y < ∞, необходимо избавиться от не ограничен-
ной на бесконечности положительной экспоненты. Таким образом, необходимо заменить
sh (ky) на exp (−ky)/2 и ch (ky) на exp (−ky)/2.

С использованием предложенного выше метода можно решить широкий класс задач

в области образов преобразования Лапласа.
2. Задача о внезапно приложенных на вертикальной стенке температуре и

концентрации (задача 1). Рассмотрим задачу о свободной конвекции в потоке несжи-
маемой вязкоупругой жидкости при наличии магнитного поля в полубесконечной области

y > 0, ограниченной бесконечной вертикальной плоскостью y = 0. В начальный момент
времени среда покоится.

Температура и концентрация на граничной плоскости задаются в виде

T (0, t) = TwH(t), c(0, t) = cwH(t),

где H(t) — функция Хевисайда. Граничные условия для механических величин имеют
следующий вид:

u(0, t) = 0, h(0, t) = 0.

Используя описанное выше пространство состояний, запишем решение задачи в обла-
сти образов преобразования

T̄ (y, s) =
Tw

s
exp (−k1y), c̄(y, s) =

cw

s
exp (−k2y),

ū(y, s) = A1(k
2
1 −m4) exp (−k1y) + A2(k

2
2 −m4) exp (−k2y) +

+ A3(k
2
3 −m4) exp (−k3y) + A4(k

2
4 −m4) exp (−k4y),

h̄(y, s) = b[A1k1 exp (−k1y) + A2k2 exp (−k2y) + A3k3 exp (−k3y) + A4k4 exp (−k4y)].

Для индуцированного электрического поля и плотности тока имеем следующие выра-
жения:

Ē = sb[A1 exp (−k1y) + A2 exp (−k2y) + A3 exp (−k3y) + A4 exp (−k4y)],

J̄ = b[A1(k
2
1 − ε0s

2) exp (−k1y) + A2(k
2
2 − ε0s

2) exp (−k2y) +

+ A3(k
2
3 − ε0s

2) exp (−k3y) + A4(k
2
4 − ε0s

2) exp (−k4y)].
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Выражения для касательных напряжений на стенке имеют вид

τ̄(s) =
∂ū

∂y

∣∣∣
y=0

= −[A1k1(k
2
1 −m4) + A2k2(k

2
2 −m4) + A3k3(k

2
3 −m4) + A4k4(k

2
4 −m4)].

Локальные числа Нуссельта и Шервуда определяются по формулам

Nu(s) = −∂T

∂y

∣∣∣
y=0

=
Twk1

s
, Sh(s) = −∂c

∂y

∣∣∣
y=0

=
cwk2

s
.

3. Течение между двумя параллельными пластинами (задача 2). Рассмотрим
задачу о свободной конвекции в потоке несжимаемой вязкоупругой жидкости при наличии

магнитного поля в области 0 6 y 6 Y , ограниченной двумя неподвижными вертикальными
немагнитными пластинами.

Для механических величин ставятся следующие граничные условия:

u(0, t) = 0 или ū(0, s) = 0, u(Y, t) = 0 или ū(Y, s) = 0,

h(0, t) = 0 или h̄(0, s) = 0, h(Y, t) = 0 или h̄(Y, s) = 0.

Граничные условия для температуры и концентрации имеют вид

T (0, t) = TwH(t) или T̄ (0, s) =
Tw

s
, T ′(Y, t) = 0 или T̄ ′(Y, s) = 0,

c(0, t) = cwH(t) или c̄(0, s) =
cw

s
, c′(Y, t) = 0 или c̄′(Y, s) = 0.

С использованием приведенных граничных условий из выражения (11) получаем

T̄ (y, s) =
Tw ch k1(Y − y)

s ch k1Y
, c̄(y, s) =

cw ch k2(Y − y)

s ch k2Y
,

ū(y, s) = A1(k
2
1 −m4) ch k1(Y − y) + A2(k

2
2 −m4) ch k2(Y − y) + A3(k

2
3 −m4) sh k3y +

+ A4(k
2
3 −m4) ch k3y + A5(k

2
4 −m4) sh k4y + A6(k

2
4 −m4) ch k4y,

h̄(y, s) = b[A1k1 sh k1(Y − y) + A2k2 sh k2(Y − y)− A3k3 ch k3y −
− A4k3 sh k3y − A5k4 ch k4y − A6k4 sh k4y].

Для индуцированного электрического поля и плотности тока имеем следующие выра-
жения:

Ē(y, s) = sb[A1 ch k1(Y − y) + A2 ch k2(Y − y) + A3 sh k3y +

+ A4 ch k3y + A5 sh k4y + A6 ch k4y],

J̄(y, s) = b{A1(k
2
1 − ε0s

2) ch k1(Y − y) + A2(k
2
2 − ε0s

2) ch k2(Y − y) +

+ (k2
3 − ε0s

2)[A3 sh k3y + A4 ch k3y] + (k2
4 − ε0s

2)[A5 sh k4y + A6 ch k4y]}.
Для поверхностного трения (касательного напряжения на неподвижной пластине) τ̄

получаем выражение

τ̄(s) =
∂ū

∂y

∣∣∣
y=0

= −A1k1(k
2
1−m4) sh k1Y −A2k2(k

2
2−m4) sh k2Y +A3k3(k

2
3−m4) ch k3Y +

+ A4k3(k
2
3 −m4) sh k3Y + A5k4(k

2
4 −m4) ch k4Y + A6k4(k

2
4 −m4) sh k4Y.

Выше представлены полные решения задачи в области образов преобразования Ла-
пласа.
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4. Обратное преобразование Лапласа. Для нахождения обратного преобразования
Лапласа используется численный метод, основанный на разложении Фурье. В этом методе
для прообраза g(t) образа ḡ(s) принимается следующая аппроксимация:

g(t) =
eCt

t1

[1

2
ḡ(C) + Re

( ∞∑
k=1

eikπt/t1 ḡ
(
C +

ikπ

t1

))]
, 0 6 t 6 2t1,

где N — достаточно большое целое число (число членов в усеченном ряде Фурье). Число N
должно быть выбрано таким образом, чтобы выполнялось неравенство

eCt Re
[
eiNπt/t1 ḡ

(
C +

iNπ

t1

)]
6 ε1,

где ε1 — малое положительное число, зависящее от требуемой точности. Параметр C
должен быть больше вещественной части любого сингулярного числа функции ḡ(s). Оп-
тимальное значение параметра C выбирается в соответствии с критерием, предложенным
в [29].

5. Результаты численных расчетов и их обсуждение. Ниже приводятся резуль-
таты решения двух сформулированных выше задач. Вычислены поля скорости, темпера-
туры, концентрации, а также индуцированные магнитное и электрическое поля.

Исследована зависимость решения от параметров Gr, Gc, Pr, Sc, Kc, KT , k0, K, τ0, Nu,
Sh. Для первой задачи результаты исследований представлены на рис. 1–9. Вычисления
выполнены с помощью программы, написанной на языке FORTRAN.

На рис. 1 приведены зависимости скорости от параметров Gr, Gc, Pr, Sc, KT , Kc, K.
Результаты сравнения кривых 1, 2, 3, 8 на рис. 1 показывают, что с увеличением парамет-
ров Gr, Gc, K скорость увеличивается. Зависимость скорости от параметров Pr, KT , Kc

представлена кривыми 1, 4, 6, 7. С увеличением параметров Pr, KT , Kc, k0 скорость потока

уменьшается. Кривая 5 представляет собой зависимость скорости от параметра Sc. Вид-
но, что увеличение числа Шмидта приводит к уменьшению скорости потока. Указанные
выше зависимости совпадают с зависимостями, полученными в работе [17].

Важным свойством полученного решения является то, что любая из искомых функ-
ций тождественно обращается в нуль вне конечной области (y > y∗(t)). Величина y∗(t)
зависит только от времени t и определяет положение фронта волны. В этом заключается
существенное отличие решения, полученного с использованием обобщенной модели тепло-
проводности, от решения, получаемого с помощью классического закона теплопроводности
Фурье. В соответствии с классическими моделями волны распространяются с бесконечной
скоростью, поэтому функции отличны от нуля во всей области в любой момент времени,
несмотря на то что при больших значениях y их значения малы.

На рис. 2 приведены графики скорости u(y, t) при различных значениях τ0 и t. Видно,
что с увеличением τ0 скорость уменьшается. При небольших значениях времени реше-
ние локализуется в ограниченной области, которая с увеличением времени расширяется.
Граница этой области определяет фронт волны и зависит от времени t и времени релак-
сации τ0. Полученная зависимость решения от времени релаксации τ0 такая же, как и в
работе [28].

При изменении числа Прандтля Pr температура изменяется в меньшей степени, чем
скорость. На рис. 3 приведены зависимости температуры T (y, t) при различных значени-
ях Pr. Видно, что чем больше число Прандтля, тем быстрее уменьшается температура по
мере удаления от стенки.

На рис. 4 приведены зависимости концентрации c(y, t) для двух значений числа Шмид-
та и различных значений коэффициента скорости реакцииKc. Видно, что с увеличением Sc
иKc концентрация уменьшается. Данные зависимости хорошо согласуются с зависимостя-
ми, полученными в работе [30].
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Рис. 1. Безразмерная скорость u(y, t) при τ0 = 0,2:

Номер кривой Gr Gc Pr Sc KT Kc K k0

1 1 2 0,73 0,62 0,3 0,2 1,0 0,2
2 3 2 0,73 0,62 0,3 0,2 1,0 0,2
3 1 5 0,73 0,62 0,3 0,2 1,0 0,2
4 1 2 7,00 0,62 0,3 0,2 1,0 0,2
5 1 2 0,73 3,00 0,3 0,2 1,0 0,2
6 1 2 0,73 0,62 4,0 0,2 1,0 0,2
7 1 2 0,73 0,62 0,3 8,0 1,0 0,2
8 1 2 0,73 0,62 0,3 0,2 6,0 0,2
9 1 2 0,73 0,62 0,3 0,2 1,0 6,0
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Безразмерная скорость u(y, t) при Gr = 1,0, Gc = 2,0, KT = 0,3, Kc = 0,2,
Sc = 0,62, Pr = 0,73, K = 1,0, k0 = 0:
1 — t = 2,0, 2 — t = 2,5; сплошные линии — τ0 = 0,01, штриховые — τ0 = 0,1,
штрихпунктирные — τ0 = 0,2

Рис. 3. Безразмерная температура T (y, t) при Gr = 1,0, Gc = 2,0, Kc = 0,2,
Sc = 0,2, K = 1,0, k0 = 0,2, τ0 = 0,2:
1 — Pr = 0,73, 2 — Pr = 7,0; штриховые линии — KT = 0, сплошные — KT = 0,3,
штрихпунктирные — KT = 0,6
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Рис. 4. Безразмерная концентрация c(y, t) при Gr = 1,0, Gc = 2,0, KT = 0,2,
Pr = 0,73, K = 1,0, k0 = 0,2, τ0 = 0,2:
1 — Sc = 0,62, 2 — Sc = 2,0; штриховые линии — Kc = 0, сплошные — Kc = 0,2,
штрихпунктирные — Kc = 0,5

Рис. 5. Безразмерное индуцированное магнитное поле h(y, t) при Kc = 0,2,
KT = 0,3, Sc = 0,2, Pr = 0,73, K = 1,0, k0 = 0,2, τ0 = 0,2:
1 — Gr = −5,0, 2 — Gr = 5,0; штриховые линии — Gc = 0, сплошные — Gc = 0,2,
штрихпунктирные — Gc = 0,4
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Рис. 6. Безразмерное индуцированное электрическое поле E(y, t) при Kc = 0,2,
KT = 0,3, Sc = 0,62, Pr = 0,73, K = 1,0, k0 = 0,2, τ0 = 0,2 (обозначения те же,
что на рис. 5)

Рис. 7. Безразмерная плотность тока J(y, t) при Kc = 0,2, KT = 0,3, Sc = 0,62,
Pr = 0,73, K = 1,0, k0 = 0,2, τ0 = 0,2 (обозначения те же, что на рис. 5)
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Рис. 8. Безразмерное индуцированное электрическое поле E(y, t) при τ0 = 0,1:

Номер кривой Pr Sc KT Kc K k0

1 0,73 0,62 0,3 0,2 1,0 0,20
2 7,00 0,62 0,3 0,2 1,0 0,20
3 0,73 3,00 0,3 0,2 1,0 0,20
4 0,73 0,62 1,0 0,2 1,0 0,20
5 0,73 0,62 0,3 1,0 1,0 0,20
6 0,73 0,62 0,3 0,2 2,0 0,20
7 0,73 0,62 0,3 0,2 1,0 0,27

Выбранные значения параметра Gr соответствуют его значениям в физических про-
цессах. Свободная конвекция тепла обусловлена разностью температур T0 − T∞, следова-
тельно, Gr > 0, если T0 − T∞ > 0, что соответствует охлаждению в случае свободной

конвекции. Случай Gr < 0 соответствует нагреванию поверхности вследствие наличия

конвективного течения.

На рис. 5–7 приведены зависимости индуцированного магнитного поля h, индуциро-
ванного электрического поля E и плотности тока J от координаты y в случаях охлаждения
(Gr > 0) и нагревания (Gr < 0) пластины при различных значениях числа Грасгофа Gc.
При Gr > 0 с увеличением Gc индуцированное магнитное поле h уменьшается, а инду-
цированное электрическое поле E и плотность тока J увеличиваются. При Gr < 0 имеют
место обратные зависимости.

На рис. 8, 9 приведены зависимости индуцированного электрического поля E и плот-
ности тока J от координаты y при времени релаксации τ0 = 0,1 и различных значениях
параметров KT , Kc, Sc, Pr, k0, K. Результаты анализа приведенных зависимостей пока-
зывают, что с увеличением любого из перечисленных параметров индуцированное элек-
трическое поле и плотность тока увеличиваются.

В табл. 1 приведены значения коэффициента поверхностного трения τ при Gr > 0 и
различных значениях параметров Gc, Pr, Sc, K, k0. Из табл. 1 следует, что коэффици-
ент τ увеличивается с увеличением параметров Gr, Gc и уменьшается при увеличении
параметров Pr, Sc, K, k0.

В табл. 2 приведены значения числа Нуссельта Nu, характеризующего скорость пере-
носа тепла, при различных значениях числа Прандтля Pr и времени релаксации τ0. При
увеличении числа Прандтля число Нуссельта увеличивается, в то время как при увели-
чении времени релаксации оно уменьшается.

В табл. 3 приведены значения числа Шервуда Sh, характеризующего скорость пере-
носа массы, при различных значениях числа Шмидта Sc, времени релаксации τ0 и про-
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Рис. 9. Безразмерная плотность тока J(y, t) при τ0 = 0,1 (обозначения те же,
что на рис. 8)

Та бли ц а 1

Поверхностное трение τ при различных значениях параметров Gr, Gc, Pr, Sc, K, k0

Gr Gc Pr Sc K k0 τ

1 2 0,73 0,22 0,2 0,2 1,237 391 5
5 2 0,73 0,22 0,2 0,2 1,237 392 5
1 4 0,73 0,22 0,2 0,2 2,474 782 5
1 2 1,00 0,22 0,2 0,2 1,039 152 6
1 2 0,73 0,62 0,2 0,2 0,290 269 8
1 2 0,73 0,22 0,5 0,2 1,165 209 1
1 2 0,73 0,22 0,2 0,4 1,149 950 2

Таб ли ц а 2

Локальное число Нуссельта Nu при различных значениях
числа Прандтля Pr и времени релаксации τ0 в задаче 1

Pr τ0 Nu

0,50 0,01 0,398 125 505
0,50 0,10 0,388 711 909
0,73 0,01 0,481 056 879
0,73 0,10 0,469 682 387
7,00 0,01 1,489 649 241
7,00 0,10 1,454 426 787
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Та бли ц а 3
Значения локального числа Шервуда при различных значениях параметров Sc, τ0, K в задаче 1

Sc τ0 K Sh

0,61 0,01 1,0 0,819 813 96
1,00 0,01 1,0 1,049 664 14
0,61 0,10 1,0 0,808 036 99
0,61 0,01 2,0 1,114 328 54

ницаемости среды K. С увеличением параметров Sc и K число Шервуда увеличивается,
а при увеличении времени релаксации уменьшается.

Заключение. В работе исследовано влияние магнитного поля на скорость, темпе-
ратуру и концентрацию потока вязкой жидкости. Выявлены следующие закономерности.
С увеличением коэффициента вязкоупругости k0, времени релаксации τ0, проницаемости
среды K и чисел Грасгофа Gr, Gc скорость потока увеличивается. С увеличением числа
Прандтля Pr температура во всех точках уменьшается. С увеличением числа Шмидта Sc
концентрация потока во всех точках уменьшается. С увеличением коэффициентов KT и Kc

соответственно уменьшаются температура и концентрация потока. При Gr > 0 с увели-
чением числа Грасгофа Gc индуцированное магнитное поле h уменьшается, а индуциро-
ванное электрическое поле E и плотность тока J увеличиваются, при Gr < 0 имеют место
обратные закономерности. С увеличением чисел Грасгофа Gr, Gc коэффициент поверх-
ностного трения τ увеличивается, а с увеличением параметров Pr, Sc, K, k0 уменьшается.
С увеличением времени релаксации τ0 значения чисел Нуссельта Nu и Шервуда Sh умень-
шаются, в то время как с увеличением параметров Pr, Sc, K они увеличиваются.
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