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НЕРАВНОВЕСНАЯ ТЕРМОДИНАМИКА ТЕПЛОВЫХ ВОЛН

В СЛОЕ КАТАЛИЗАТОРА.
ФУНКЦИОНАЛ АВТОВОЛНОВОГО РЕШЕНИЯ

А. П. Герасев

Институт катализа им. Г. К. Борескова СО РАН, 630090 Новосибирск

Рассмотрено термодинамическое описание физико-химических процессов в неподвижном слое ка-
тализатора в приближении простейшей (квазигомогенной) модели при протекании обратимой
реакции первого порядка. Показано, что физическая природа медленных тепловых волн подчиня-
ется второму началу термодинамики и полное производство энтропии в распределенной открытой

и сильно неравновесной системе является функционалом автоволнового решения математической

модели. Из однопараметрического семейства автоволновых решений минимум функционала со-
ответствует единственному физически обоснованному решению. Методами неравновесной термо-
динамики дано обоснование процедуры «обрезания» функции реакции. В то же время сформули-
рована вариационная задача, при решении которой эта процедура не используется.

ВВЕДЕНИЕ

Физическая природа нелинейных волн в

активных средах и вопрос о существовании ав-
товолновых решений математической модели

представляют интерес для самых разнообраз-
ных областей науки — физики, химии, биоло-
гии, экологии и т. д. [1].

Распространение тепловых волн в непо-
движном слое катализатора, впервые наблю-
давшееся в эксперименте [2], является одним из
ярких примеров образования пространственно-
временны́х диссипативных структур в актив-
ных неравновесных средах. В работах [3–6] был
выполнен качественный и численный анализ

одной из простейших математических моде-
лей неподвижного слоя катализатора (квазиго-
могенной) и показано существование быстрых
и медленных тепловых волн. Тепловые вол-
ны, распространяющиеся в слое предваритель-
но разогретого катализатора при подаче хо-
лодной реакционной смеси, были названы мед-
ленными (МТВ) и по принятой классификации
относятся к автомодельным решениям второго

рода [7]. Причем было показано [6], что суще-
ствует однопараметрическое семейство авто-
модельных решений второго рода, удовлетво-
ряющих граничным условиям задачи, из ко-
торого необходимо выбрать единственное ре-
шение, соответствующее реальному экспери-
менту.

Природа возникновения упорядоченных

структур в различных открытых сильно

неравновесных системах [1], вариационные

принципы термодинамики необратимых про-
цессов, начиная с классической работы Онсаге-
ра [8, 9], обсуждались многими авторами (см.,
например, [10–17]). Неподвижный слой ката-
лизатора, в котором распространяется МТВ,
представляет собой открытую распределенную

сильно неравновесную систему, которая описы-
вается нестационарной математической моде-
лью, но переход к автомодельным переменным
позволяет понизить размерность пространства

исходной модели и свести задачу к стационар-
ной [3–6].

В настоящей работе рассматриваются во-
просы термодинамического описания физико-
химических процессов в неподвижном слое ка-
тализатора и построения энтропии в нели-
нейной неравновесной системе при стационар-
ном распространении МТВ. Основное внима-
ние сосредоточено на установлении физиче-
ской величины, отражающей процесс самоор-
ганизации в МТВ, и построении функциона-
ла автоволнового решения математической мо-
дели (пространственно-временно́й диссипатив-
ной структуры).

УРАВНЕНИЕ БАЛАНСА ЭНТРОПИИ

В СЛОЕ КАТАЛИЗАТОРА

Математическая модель нестационарных

процессов в неподвижном слое катализатора в

приближении пористой среды (как двух вза-
имопроникающих континуумов) в простейшей
постановке состоит из трех подсистем. Модель
учитывает химическое превращение веществ
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и реакционное тепловыделение, конвективный
поток реакционной газовой смеси через слой ка-
тализатора и эффективную теплопроводность

продуваемого зернистого слоя. Процессы внеш-
него и внутреннего массо- и теплопереноса в
зерне катализатора предполагаются настолько

интенсивными, что различием концентраций и
температур между газом и катализатором (как
на его поверхности, так и внутри) можно пре-
небречь. Рассматривается течение газа с пре-
небрежимо малым градиентом давления. То-
гда при протекании в слое катализатора обра-
тимой химической реакции A � B математи-
ческое описание имеет вид

λ
∂2T

∂l2
− ρgucp

∂T

∂l
+ qC0v(T,C) =

= (εgρgcp + εcρccc)
∂T

∂t
, (1)

−u ∂C
∂l
− v(T,C) = εg

∂C

∂t
(2)

с условиями на границах

l =
−L
2

: λ
∂T

∂l
= ρgucp(T − T0), C =

CA,0

C0
,

(3)

l =
+L
2

: λ
∂T

∂l
= 0 (4)

и начальными условиями

t = 0: T (0, l) = Tn, C(0, l) = Cn.

Здесь CA, CB — концентрации реагентов A и B;
CA,0, CB,0 — концентрации реагентов на входе

в слой катализатора; C0 = CA,0 +CB,0 — общая

концентрация реагентов; C = CA/C0 — без-
размерная концентрация реагента А; cp, cc —
теплоемкости газа и катализатора; v — ско-
рость химической реакции; T — температура;
T0 — температура на входе в слой катализа-
тора; t — время; u — скорость потока реа-
гентов на полное сечение слоя катализатора;
l, L — продольная координата и длина слоя

катализатора; q — тепловой эффект реакции;
ε, εp — пористость слоя и зерна катализатора;
εg = ε+ (1− ε)εp, εc = 1− εg — объемные доли

газовой и твердой фаз; λ — эффективный ко-
эффициент продольной теплопроводности слоя

катализатора; ρg, ρc — плотности газа и ката-
лизатора.

Скорость обратимой химической реакции

первого порядка описывается следующим вы-
ражением:

v(T,C) = k exp
(
− E

RT

)
CA

[
1− CB

CAKe(T )

]
,

(5)

Ke(T ) = ke exp
q

RT
,

где E — энергия активации реакции образо-
вания вещества B; Ke(T ) — константа равно-
весия реакции; k, ke — предэкспоненциальные

множители константы скорости реакции и кон-
станты равновесия соответственно; R — уни-
версальная газовая постоянная.

Известно [16, 18], что уравнение теплового
баланса (1) является одной из форм записи за-
кона сохранения энергии, который можно так-
же представить в виде уравнения баланса эн-
тальпии. Предполагая, что реакционная смесь
подчиняется закону идеальных газов при усло-
вии постоянной удельной теплоемкости и для

твердой фазы dhc = cc dT , а также учитывая
уравнение сохранения полного количества ве-
щества в потоке εg∂ρg/∂t = −∂(ρgu)/∂l, можно
показать, что уравнение (1) эквивалентно сле-
дующему:

∂(εgρghg + εcρchc)
∂t

= −
∂(ρguhg)

∂l
+
∂

∂l

(
λ
∂T

∂l

)
,

(6)
где hg = (ρAhA+ρBhB)/ρg; hA(T ) = h0

A+cp(T−
T0) и hВ(T ) = h0

B + cp(T − T0) — парциальные

энтальпии реагентов А и В, отнесенные к еди-
нице массы; hc — энтальпия катализатора, от-
несенная к единице массы; ρA, ρB — плотности

реагентов A и B.
Для открытых систем, обменивающихся с

окружающей средой тепловой энергией и ве-
ществом, при условии локальной квазиравно-
весности локальная формулировка второго за-
кона термодинамики дается выражением [10,
11, 16]

∂(ρs)
∂t

= −div Js,Σ + σ, (7)

где s — энтропия на единицу массы; ρ — пол-
ная плотность; Js,Σ — полный поток энтро-
пии на единицу поверхности в единицу време-
ни; σ — интенсивность источника энтропии,
или производство энтропии на единицу объема

в единицу времени.
Основным уравнением термодинамики

необратимых процессов является уравнение

Гиббса [10, 11, 16, 19]

T ds = dh− 1
ρ
dp−

n∑
k=1

µk dyk, (8)
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объединяющее первое и второе начала термо-
динамики для удельных (по массе) локальных
величин. Здесь p — давление; h — энтальпия;
µk и yk — химический потенциал и массовая

концентрация k-го компонента системы. Отме-
тим, что для химических реакций, протекаю-
щих без изменения объема, массовые доли реа-
гентов равны мольным долям.

Используя уравнения (7), (8) и термоди-
намические соотношения [10, 11, 16, 19], мож-
но перейти от баланса энтальпии (6) к балансу
плотности энтропии

∂(εgρgsg + εcρcsc)
∂t

= − ∂
∂l

(
ρgusg+λT

∂(1/T )
∂l

)
+

+
Aρgv
T

+ λT 2
(∂(1/T )

∂l

)2
, (9)

A = RmT ln
Ke(T )CA

CB
, (10)

где A — химическое сродство реакции в рас-
чете на единицу массы газа; sg, sc — энтро-
пии газа и катализатора, отнесенные к единице
массы; Rm = RC0/ρg.

Отметим, что локальные уравнения ба-
ланса (1) и (6) соответствуют энергетическому
подходу, а (9) — энтропийному. В то же вре-
мя первый член в правой части уравнения (9)
представляет собой дивергентное слагаемое, а
второй и третий — локальное производство эн-
тропии в системе.

МИНИМУМ ПОЛНОГО ПРОИЗВОДСТВА

ЭНТРОПИИ В МТВ

Стационарное распространение МТВ яв-
ляется асимптотической характеристикой ди-
намического процесса, которая имеет смысл

лишь для слоя катализатора бесконечной дли-
ны при достаточно больших временах контак-
та. Математическим обоснованием существо-
вания МТВ является существование в автомо-
дельной системе специальных траекторий, со-
единяющих стационарные (особые) точки. В [6]
были получены строгие результаты без ис-
пользования «обрезанных» законов тепловыде-
ления [7]. Для этого необходимо расширить
область температур до абсолютного нуля и в

качестве входных условий взять T0 = 0. Ес-
ли решение в виде бегущей волны существует,
то в системе координат, движущейся со скоро-
стью фронта vf (ξ = l − vf t, t = t′ — время,
которое в разных системах отсчета одно и то

же, но производные по нему различаются), оно
удовлетворяет следующей стационарной зада-
че [6]:

d T

dr
= (1− ω)T − (1− αω)Q1z, (11)

d z

dr
= K1(T )

ze(T )− z
1− αω

, (12)

r → −∞: T → 0, z → 0, (13)

r → +∞: T → Ti, z → ze(Ti). (14)

Здесь r = ξρgucp/λ; z = (CA,0 − CA)/C0;
zA,0 = CA,0/C0; C0 = CA,0 + CB,0; α = εg/γ;
γ = εg + εcρccc/ρgcp; Q1 = qC0/ρgcp; K1(T ) =
(λ/ρgcpu2)k exp(−E/RT )[1 + Ke(T )]/Ke(T );
ze(T ) = zA,0 − 1/[1 + Ke(T )] — равновес-
ная степень превращения, соответствующая
температуре T ; ω = γvf/u — безразмерная

скорость фронта.
Для автоволновых решений задачи

(11)–(14) уравнение баланса энтропии (9) с

учетом безразмерных переменных в системе

координат, движущейся со скоростью фронта,
принимает вид

ρgcpu
2

λ

d

dr

(
(1− αω)ρgsg −

ω

γ
εcρcsc +

+ ρgcpT
d(1/T )
dr

)
=

=
Aρgv
T

+
(ρgucp)2

λ
T 2
(d(1/T )

dr

)2
. (15)

Локальное производство энтропии обозначим

σ =
Aρgv
T

+
(ρgucp)2

λ
T 2
(d(1/T )

dr

)2
= σch + σq.

(16)
Выражение (16) показывает, что σ складыва-
ется из двух частей: σch — локального про-
изводства энтропии, обусловленного протека-
нием химической реакции, и σq — локально-
го производства энтропии, обусловленного пе-
реносом теплоты по закону Фурье. Известно,
что в силу принципа симметрии Кюри потоки

и термодинамические силы различной тензор-
ной размерности не могут быть связаны между

собой [10, 11, 16]. Следовательно, соотношения
взаимности Онсагера в рассматриваемом слу-
чае не играют роли.

Как известно [10, 11, 16], σq является поло-
жительно определенной квадратичной формой

от термодинамических сил:
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σq = JqXq = LqqX
2
q =

=
(ρgucp)2

λ
T 2
(d(1/T )

dr

)2
> 0,

где Jq = −ρgucp
dT

dr
— поток тепла; Xq =

−
ρgucp

λT 2

dT

dr
— термодинамическая сила; Lqq —

феноменологический коэффициент. Локальное
производство энтропии σch также является по-
ложительно определенной функцией. Эта зако-
номерность вытекает из определения химиче-
ского сродства реакции, согласно которому при
движении системы к глобальному минимуму

(равновесию) Av > 0 [10, 11, 16, 19].
Полное производство энтропии в систе-

ме равно P =
∫
V

σ dV . Для автоволновых ре-

шений задачи (11)–(14) в рассматриваемом

случае одномерной модели неподвижного слоя

катализатора P есть интеграл от (16) по

пространственно-временно́й координате: P =
+∞∫
−∞

σ dr. Покажем на решениях задачи, что

полное производство энтропии в системе явля-
ется положительно определенной ограниченной

функцией.
Автоволновое решение задачи (11)–(14)

соответствует на фазовой плоскости (T, z) тра-
ектории, соединяющей две особые (стационар-
ные) точки системы уравнений (11), (12). Одна
из них, определяемая условиями при r → −∞,
является узловой (скорость химической реак-
ции строго равна нулю при T0 = 0). Вторая —
точка пересечения изоклин термодинамическо-
го равновесия z = ze(Ti) и теплового баланса
z = (1 − ω)T/(1 − αω)Q1 — является седло-
вой [6]. В седловой стационарной точке (точ-
ке термодинамического и теплового равновесия

системы) термодинамические потоки и силы
равны нулю (v(T,C) = 0, A = 0, Jq = 0 и Xq =
0). Тогда из (16) следует, что σ при r → +∞
стремится к нулю. При r → −∞ условие (3)
относительно тепловых потоков при ω 6= 0 рас-
щепляется на два: Jq → 0 и T → 0 [6]. По-
этому из граничных условий (3) при T → 0 не
следует, что термодинамическая сила Xq стре-
мится к нулю. Вообще говоря, изоклина тер-
модинамического равновесия отвечает услови-
ям равновесия обратимой химической реакции

(v(T,C) = 0, A = 0), а изоклина теплового ба-
ланса — условиям теплового равновесия систе-
мы, когда градиент температуры равен нулю

(Jq = 0, Xq = 0). Поэтому естественно предпо-

ложить, что и Xq → 0 при T → 0. Следователь-
но, в условиях теплового равновесия системы
σq = 0 при T 6= 0 и σq → 0 при T → 0. Ло-
кальное производство энтропии, обусловленное
протеканием химической реакции, также стре-
мится к нулю при T → 0, в чем нетрудно убе-
диться, подставив (5), (10) в (16) и найдя соот-
ветствующий предел:

lim
T→0

Aρgv
T

= lim
T→0

RC0 ln
(
ke exp

( q

RT

)CA

CB

)
×

× k exp
(
− E

RT

)
CA

[
1− CB

CAke exp(q/RT )

]
= 0.

Так как автоволновые решения задачи

(11)–(14) — гладкие ограниченные функции,
то для этих решений σ является положи-
тельно определенной ограниченной функцией

от T и z, которая при r → ±∞ стремится

к нулю. Следовательно, полное производство
энтропии в системе P для автоволновых (огра-
ниченных) решений модели — положительно

определенная ограниченная функция.
Если температура на входе в слой катали-

затора отлична от нуля, то точка при r → −∞
не является стационарной, однако характер по-
ведения автоволновых решений при этом не из-
меняется [6]. По-прежнему задача имеет одно-
параметрическое семейство решений, из кото-
рого необходимо выбрать единственное физи-
чески обоснованное решение.

Введем безразмерную температуру: θ =
(T −T0)/βT0. Тогда задачу (11)–(14) можно за-
писать в следующем виде [6]:

d θ

dr
= (1− ω)θ − (1− αω)Qz, (17)

d z

dr
= K(θ)

ze(θ)− z
1− αω

, (18)

r → −∞: θ → 0, z → 0, (19)
r → +∞: θ → θr→+∞, z → ze(θr→+∞). (20)

Здесь β = RT0/E; Q = qC0/ρgcpβT0; η = (E +
q)/E; K(θ) = (λ/ρgcpu2)k exp(−1/β) exp[θ/(1 +
βθ)][1 + Ke(θ)]/Ke(θ); Ke(θ) = ke exp[(η −
1)/β] exp[−(η − 1)θ/(1 + βθ)]; ze(θ) = zA,0 −
1/[1 + Ke(θ)] — равновесная степень превра-
щения, соответствующая безразмерной темпе-
ратуре θ; θ > −1/β. Для того чтобы, согласно
условию (20), при r → +∞ траектория прихо-
дила в стационарную точку, параметры ω и θi
должны быть связаны соотношением

ω =
θr→+∞ −Qze(θr→+∞)
θr→+∞ − αQze(θr→+∞)

. (21)
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Рис. 1. Траектории системы уравне-
ний (17), (18) на фазовой плоскости при

T0 = 300 К:
θr→+∞ = 65,98 (1 ), 66,84 (2), 68,22 (3); 1′ и 3′ —
изоклины теплового баланса; 4 — кривая тер-
модинамического равновесия

Локальное производство энтропии (16) с уче-
том (5) и (10) в безразмерных переменных при-
нимает вид

σ =
(ρgucp)2

λ

[
K(θ)(ze(θ)− z)

Rm
cp
×

× ln
Ke(θ)(zA,0 − z)

1− zA,0 + z
+

+
( β

1 + βθ

)2(d θ
dr

)2]
. (22)

Подставив (17) в (22), получим

σ =
(ρgucp)2

λ

[
K(θ)(ze(θ)− z)

Rm
cp
×

× ln
Ke(θ)(zA,0 − z)

1− zA,0 + z
+

+
(
β

(1− ω)θ − (1− αω)Qz
1 + βθ

)2]
. (23)

Тогда полное производство энтропии в системе

вычисляем по формуле

P = ρgucp

+∞∫
−∞

[
K(θ)(ze(θ)− z)

Rm
cp
×

× ln
Ke(θ)(zA,0 − z)

1− zA,0 + z
+

+
(
β

(1− ω)θ − (1− αω)Qz
1 + βθ

)2]
dr. (24)

Рис. 2. Профили безразмерной температуры
и функции распределения локального про-
изводства энтропии по пространственно-
временно́й координате для различных тра-
екторий системы (17), (18):
номера кривых соответствуют номерам траек-
торий, представленных на рис. 1

Для произвольно выбранного значе-
ния θr→+∞, определив z = ze(θr→∞) и ω
по соотношению (21), можно численно по-
строить входящую в равновесную точку

(θr→+∞, ze(θr→+∞)) траекторию, интегрируя
систему уравнений (17), (18) в направлении,
противоположном направлению векторно-
го поля (в «обратном времени»), а по (23)
и (24) рассчитать значения σ и P . На рис. 1
показаны траектории системы на фазовой

плоскости (θ, z) при температуре на входе в
слой катализатора T0 = 300 К, а на рис. 2 —
соответствующие профили температуры и

функции распределения σ по пространственно-
временно́й координате r. Расчеты выпол-
нялись при следующих характерных зна-
чениях параметров: C0 = 46,43 моль/м3;
cc = 1041,8 Дж/(кг·К); cp = 1255,2 Дж/(кг·К);
E = 83,68 кДж/моль; u = 1 м/с;
q = 62,76 кДж/моль; k = 6,76 · 107 с−1;
ke = 5,737 · 10−5; ε = 0,42; εp = 0,3;
λ = 0,8368 Дж/(м·с·К); ρg = 1,3 кг/м3;
ρc = 2700 кг/м3.

Вычислительный эксперимент показал [6],
что те фазовые траектории системы (17), (18),
которые начинаются при достаточно высоких

температурах на плюс бесконечности θr→+∞,
выходят на соответствующие изоклины теп-
лового баланса, пересекая ось температур при
θ > 0 и z = 0, а затем и ось степеней превра-
щения при θ = 0 и z < 0 (кривая 3 на рис. 1).
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При достаточно низких значениях θr→+∞ тра-
ектории выходят на изоклину теплового балан-
са при θ > 0 и z > 0, далее располагаются в
ее окрестности и за конечное (хотя достаточно
большое) «время» r0 выходят в область z < 0
вблизи точки (0, 0). Для кривой 1 (см. рис. 1)
это «время» составляет r0 ≈ 3 · 107. Для всех
траекторий характерно малое «время» выхо-
да на изоклину теплового баланса и «медлен-
ное» движение в ее окрестности в сторону по-
нижения температуры. Можно сказать, что ту
часть траекторий, где происходит «быстрое»
движение изображающих точек, следует рас-
сматривать как промежуточную асимптотику

решения системы уравнений (17), (18) [7]. Так
как при T0 6= 0 точка при r → −∞ не явля-
ется стационарной (v(T, z) 6= 0), траектории
вблизи точки (0, 0) выходят в область z < 0,
достигают вырожденной стационарной точки

при θ = −1/β (T = 0) и, строго говоря, по-
ставленная задача не имеет решения. С другой
стороны, при низких температурах скорость
химической реакции пренебрежимо мала, по-
этому траектории приближаются к изоклинам

горизонтально и плотно прижимаются к ним.
Отклонение θ от нуля для траекторий, прохо-
дящих вблизи точки (0, 0), мало: εθ < 10−3.
Следует отметить, что сепаратрисные траек-
тории не могут пересекать изоклины. Суще-
ствует единственная траектория, которая при-
ближается к изоклине теплового баланса при

z = 0 (кривая 2 на рис. 1). Поэтому допу-
стимо искусственно обратить в нуль скорость

реакции при θ < εθ. Тогда условия на входе
при r → −∞ будут соответствовать состоянию

равновесия (особой точке) системы (17), (18)
и задача будет иметь решения. Но этого еще
не достаточно для выбора единственного фи-
зически обоснованного решения задачи. Чтобы
отыскать траекторию, которая приближается
к изоклине теплового баланса при z = 0, сле-
дует обращать в нуль («обрезать») скорость
реакции при более высоких температурах, чем
входная, и показать, что эта процедура не вли-
яет на решение. Данная процедура общеприня-
та в теории горения [7].

Функции распределения σ, σq и σch по r
для всех траекторий имеют ярко выраженный

максимум (см. рис. 2). При уменьшении θr→+∞
траектории проходят в области более низких

температур и значения σ, σq и σch уменьша-
ются в каждой точке r вместе со своими мак-
симальными значениями. В то же время вы-

Рис. 3. Зависимость полного производства
энтропии от безразмерной температуры на

плюс бесконечности:
1 — T0 = 400 К, u = 0,3 м/с, θ1 = 26,73 (ω1 =
−0,266); 2 — T0 = 400 К, u = 1 м/с, θ2 = 31,21
(ω2 = 0,4338); 3 — T0 = 300 К, u = 1 м/с,
θ3 = 66,84 (ω3 = 0,538)

числительный эксперимент показал, что пол-
ное производство энтропии в системе, вычис-
ленное по (24) в интервале (r0, r → +∞) или
интервале (r → −∞, r → +∞) с условием
K(θ) = 0 при θ < εθ, является функциона-
лом автоволнового решения. Причем зависи-
мость P (θr→+∞) носит экстремальный харак-
тер (рис. 3). Минимум P соответствует един-
ственной траектории, для которой концентра-
ции реагентов практически достигают вход-
ных значений (z = 0) при температурах (θ > 0)
более высоких, чем на входе в слой катализато-
ра (кривой 2 на рис. 3 соответствуют кривые 2
на рис. 1 и 2). Отметим, что при численном
поиске минимума P температуру варьировали

с точностью 0,001 К. Полученные результаты
позволяют предположить линейный характер

зависимости P (θr→+∞) вблизи точки миниму-
ма.

Чтобы понять причину возникновения

немонотонной зависимости функционала P
от θr→+∞, проанализируем отдельно функции
распределения по r локального производства
энтропии за счет химической реакции и за счет

переноса тепла. При увеличении температу-
ры θr→+∞ траектории системы (17), (18) про-
ходят в области более высоких температур (см.
рис. 1), локальное производство энтропии, обу-
словленное как протеканием химической реак-
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Рис. 4. Функция распределения ло-
кального производства энтропии по

пространственно-временно́й координате

для траектории системы (17), (18) при

θr→+∞ = 65,98:
1 — суммарное значение (соответствует кри-
вой 1′ на рис. 2), 2 — вклад от теплопроводно-
сти, 3 — вклад от химической реакции

ции, так и переносом тепла, в зоне интенсив-
ного протекания процессов возрастает. Вслед-
ствие этого возрастает значение функциона-
ла P . Как видно из рис. 4, с понижением темпе-
ратуры вдоль пространственно-временно́й ко-
ординаты r уменьшается градиент температу-
ры, что приводит к существенному уменьше-
нию σq (кривая 2). В то же время σch в каж-
дой точке фазового пространства определяется

только локальными значениями концентраций

реагентов и температуры и не зависит от их

градиентов. Когда траектории решений выхо-
дят на изоклину теплового баланса при z > 0
(кривая 1 на рис. 1, 2), существенно увеличи-
вается «время» r0 достижения входных значе-
ний концентрации и температуры (расширяет-
ся зона реакции). По этой причине полное про-
изводство энтропии в системе возрастает как

интегральная величина. Точка пересечения за-
висимостей P (θr→+∞) разного характера опре-
деляет минимум функционала и соответствует

физически обоснованному решению задачи —
МТВ.

Интересно отметить, что те траектории
решений системы (17), (18), которые покида-
ют физическую область фазового пространства

и не удовлетворяют граничным условиям зада-

Рис. 5. Профили безразмерной температуры
и функции распределения локального про-
изводства энтропии по пространственно-
временно́й координате МТВ при T0 =
400 К:
1 — u = 0,3 м/с, θ1 = 26,73 (ω1 = −0,266);
2 — u = 1 м/с, θ2 = 31,21 (ω2 = 0,4338); A —
вклад от теплопроводности, B — от химической

реакции

чи или выходят на изоклину теплового баланса

при z > 0 (кривые 1, 3 на рис. 1, 2), не ли-
шены физического смысла. Каждая такая тра-
ектория может быть физически обоснованным

решением задачи в том случае, когда будут
выбраны другие значения граничных условий,
соответствующие точке на изоклине теплово-
го баланса, к которой приближается в горизон-
тальном направлении фазовая траектория си-
стемы (17), (18).

При повышении температуры на входе в

слой катализатора от T0 = 300 К до T0 =
400 К уменьшаются максимальная температу-
ра в МТВ, полное производство энтропии в
слое катализатора и скорость движения фрон-
та (рис. 2, 3 и 5). При низких линейных скоро-
стях газа может наблюдаться встречное дви-
жение МТВ [6]. Так, при u = 0,3 м/с МТВ
распространяется навстречу потоку газа и ее

скорость составляет ω1 = −0,266 (vf,1 =
−0,114 мм), а при u = 1 м/с МТВ распро-
страняется в направлении фильтрации газа со

скоростью ω2 = 0,4338 (vf,2 = 0,619 мм)
(см. рис. 5). Причем можно указать характер-
ные отличия МТВ при встречном и спутном

движениях.При встречном движении наблюда-
ются более крутые градиенты температуры и

концентрации во фронте волны, максимальные
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температуры ниже температуры адиабатиче-
ского разогрева реакционной смеси, а степени
превращения реагентов существенно возраста-
ют (тепло химической реакции дополнитель-
но расходуется на прогрев холодного участка

слоя катализатора). Уменьшается также ло-
кальное и полное производство энтропии в си-
стеме (см. рис. 3, 5). Следует отметить, что
увеличение степени превращения реагентов со-
провождается одновременным снижением про-
изводительности процесса в целом, так как

уменьшается скорость фильтрации газа (коли-
чество подаваемого вещества).

Полученные результаты позволяют сфор-
мулировать следующую вариационную задачу

для расчета МТВ:

d θ

dr
= (1− ω)θ − (1− αω)Qz,

d z

dr
= K(θ)

ze(θ)− z
1− αω

,

P = ρgucp

+∞∫
−∞

[
K(θ)(ze(θ)− z)

Rm
cp
×

× ln
Ke(θ)(zA,0 − z)

1− zA,0 + z
+

+
(
β

(1− ω)θ − (1− αω)Qz
1 + βθ

)2]
dr → min,

r → −∞: θ → 0, z → 0,

r → +∞: θ → θr→+∞, z → ze(θr→+∞),

решение которой существует с дополнительны-
ми легко программируемыми условиями: обра-
щение в нуль константы скорости реакции в

малой окрестности значений входной темпера-
туры (K(θ) = 0 при θ < εθ) и отбрасывание
решений, покидающих физическую область фа-
зового пространства.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вариационный принцип наименьшего рас-
сеяния энергии первым сформулировал Онса-
гер [8, 9]. Как было показано позднее [16],
этот принцип эквивалентен принципу миниму-
ма производства энтропии в стационарном сла-
бо неравновесном состоянии системы [10, 11].
Известно [16], что в пределах линейной теории

для стационарного состояния принцип мини-
мального производства энтропии (наименьше-
го рассеяния энергии) можно выразить с помо-
щью экстремума как в локальной (σ = min),
так и в интегральной (P = min) форме или в
виде экстремального условия δP 6 0.

Явление распространения МТВ в непо-
движным слое катализатора описывается нели-
нейной нестационарной математической моде-
лью, но переход к автомодельным переменным
позволяет понизить размерность пространства

исходной модели и свести задачу к стацио-
нарной. В приближении квазигомогенной мо-
дели получено уравнение баланса энтропии в

неподвижном слое катализатора и для авто-
волновых решений модели построены функ-
ции распределения локального производства

энтропии по пространственно-временно́й коор-
динате. Численно показано, что полное про-
изводство энтропии в открытой распределен-
ной сильно неравновесной системе является

функционалом автоволнового решения матема-
тической модели (пространственно-временно́й
диссипативной структуры). Из однопарамет-
рического семейства решений модели мини-
мум функционала соответствует единствен-
ному физически обоснованному решению —
МТВ. В то же время анализ показал, что ло-
кальная форма принципа (σ = min) не вы-
полняется, а в процессе стационарного распро-
странения МТВ происходит точная компенса-
ция термодинамических потоков внутри систе-
мы на ограниченном интервале, т. е. этот про-
цесс является структурно устойчивым. Распро-
странение интегральных вариационных прин-
ципов на автоволновые решения можно рассма-
тривать как обоснование процедуры «обреза-
ния» скорости реакции. Экстремальные свой-
ства функционала позволяют сформулировать

вариационную задачу для расчета тепловых

волн без использования этой процедуры, что
предпочтительнее с практической точки зре-
ния.

Таким образом, физическая природа явле-
ния стационарного распространения МТВ под-
чиняется второму началу термодинамики.

Автор признателен акад. В. Н. Пармону за
полезные обсуждения и внимание к работе.
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