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Предложена приближенно-аналитическая модель структуры течения в плоском λ-об-
разном псевдоскачке, которое состоит из вязкого пограничного слоя и невязкого ядра.
При этом полагается, что граница пограничного слоя является линией тока с заданным
по длине канала распределением давления, течение в псевдоскачке состоит из входного
участка (маховское отражение косой ударной волны) и последовательности идентич-
ных по структуре внутренних участков. Проведено сравнение с экспериментальными
данными и результатами численных расчетов. Показано, что модель достаточно точно
описывает структуру течения в псевдоскачке.
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Введение. Согласно [1] псевдоскачок — это “область течения вязкого газа в канале,
в которой происходит переход сверхзвукового течения в дозвуковое под действием проти-
водавления на выходе из канала”. Псевдоскачок состоит из области “вереницы скачков”
и области “смешивания” [2]. В настоящей работе рассматривается структура течения в
области “вереницы скачков” для течения в плоском канале.

По конфигурации входного скачка псевдоскачки можно разделить на λ-образные (вход-
ная косая ударная волна отражается от оси симметрии канала нерегулярным образом) и
x-образные (входной скачок представляет собой регулярное отражение косой ударной вол-
ны).

В работе [3] предложена одна из первых приближенных аналитических моделей псев-
доскачка — бесскачковая (кусочно-одномерная двухструйная) модель, описывающая ин-
тегральные характеристики псевдоскачка, но не структуру течения в зоне псевдоскачка.
Позднее появились более точные модели псевдоскачка: диффузионная [4] и отрывная [5]
модели, которые являются модификациями модели Крокко [3]. Длина псевдоскачка рас-
считывалась в модели баланса импульса [6, 7]. Обзор современных экспериментальных,
теоретических и численных исследований проблемы псевдоскачка приведен в [2, 8].

Попытка описать структуру течения внутри зоны псевдоскачка в модифицированной

модели адиабатического течения при наличии трения предпринята в работах [9, 10]. В этой
модели указано приблизительное положение ударных волн внутри зоны псевдоскачка. Ка-
чественная схема формирования псевдоскачкового режима течения в канале с постоянной

площадью сечения с помощью принципа максимума энтропии приведена в работе [11].
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Модель структуры λ-образного плоского псевдоскачка предложена в работах [12, 13],
где граница пограничного слоя является линией тока, на которой задано статическое дав-
ление. Однако в работе [13] допущены ошибки: течение за отраженной от “ножки” Маха
ударной волной считалось сверхзвуковым (на самом деле, как показано ниже, течение до-
звуковое). Работы [12, 13] в основном посвящены экспериментальному исследованию псев-
доскачков, и модель структуры λ-образного псевдоскачка описана схематично и с ошибка-
ми. Тем не менее идеи, высказанные в [13], использованы при разработке рассматриваемой
модели псевдоскачка.

1. Структура течения в псевдоскачке. Структура течения в псевдоскачке по-
казана на рис. 1. Рассматривается течение в плоском канале. На входе в канал задается
сверхзвуковое течение, а на выходе противодавление, которое тормозит поток. На стенках
канала образуется пограничный слой. В некоторой точке канала происходит отрыв погра-
ничного слоя. Косые ударные волны образуют нерегулярную маховскую конфигурацию,
за которой имеет место сложная структура течения (ударные волны, волны разрежения и
сжатия), называемая псевдоскачком.

На рис. 1,а показано типичное распределение давления на границе пограничного слоя,
на рис. 1,б — структура течения в псевдоскачке. Течение в зоне псевдоскачка делится на
две продольные зоны: вязкий пограничный слой (внешняя граница пограничного слоя яв-
ляется линией тока, на которой задано статическое давление) и невязкое ядро (идеальный
политропный газ). В настоящей модели описываются структура течения в невязком ядре
и форма границы пограничного слоя.
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Рис. 1. Распределение статического давления на границе пограничного слоя (а)
и структура течения в псевдоскачке (б):
1 — граница пограничного слоя, 2 — отраженная ударная волна, 3 — косая ударная

волна, 4 — “ножка” Маха, 5 — волна разрежения, 6 — волна сжатия, 7 — структурная

ячейка, 8 — звуковая линия
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В точке xS происходит отрыв пограничного слоя, за которым устанавливается по-
стоянное давление (плато) до точки xR, в которую приходит отраженная ударная волна.
Ниже по потоку статическое давление монотонно возрастает.

Течение в псевдоскачке (см. рис. 1,б) можно разделить на структурные участки. Уча-
сток входа содержит входной скачок с маховским нерегулярным отражением. За “ножкой”
Маха и отраженной ударной волной скорость дозвукового течения адиабатически дости-
гает скорости звука.

Последующие структурные ячейки имеют аналогичное строение: ячейка начинается и
заканчивается звуковой линией. На верхней границе ячейки (границе пограничного слоя)
давление монотонно увеличивается, что определяет структуру течения в ячейке. За вход-
ной звуковой линией в центрированной волне разрежения скорость потока увеличивается

и далее в центрированной волне сжатия формируется косая ударная волна. Волна сжатия
отражается от оси симметрии косой ударной волной. За этой волной скорость дозвукового
течения адиабатически достигает скорости звука. Далее начинается следующая структур-
ная ячейка. Как показано ниже, в каждой последующей ячейке интенсивность ударных
волн уменьшается и они вырождаются в звуковые волны, что обусловлено монотонным
ростом давления на границе пограничного слоя.

2. Математическая постановка задачи. Согласно [3] “явления, которые происхо-
дят при псевдоскачке, еще не полностью поняты и слишком сложны, чтобы быть доступ-
ными для точного аналитического рассмотрения”. Поэтому модель основана на некоторых
приближениях, обеспечивающих простое, однако достаточно точное описание структуры
псевдоскачка.

Рассмотрим течение в псевдоскачке. В плоском симметричном канале со сверхзвуковой
скоростью движется газ. Течение газа состоит из вязкого пограничного слоя и невязкого
ядра, которое рассматривается как политропный газ. Граница раздела пограничного слоя
и невязкого течения— звуковая линия тока. Давление поперек пограничного слоя является
постоянным и равно давлению на стенке канала (т. е. статическое давление переносится
на линию тока). В некоторой точке происходит отрыв пограничного слоя. Угол отрыва
пограничного слоя задается эмпирически на основе экспериментальных данных [14, 15].
Отрыв линии тока в пограничном слое для невязкого ядра рассматривается в качестве

плоского клина, от которого отражается первый косой скачок уплотнения. Дальнейшее
течение в ядре псевдоскачка представляет собой систему взаимодействующих косых скач-
ков, волн сжатия и разрежения.

Для построения модели структуры течения в псевдоскачке необходимы следующие

эмпирические данные (помимо ширины канала, давления и числа Маха набегающего по-
тока): точка и угол отрыва ламинарного пограничного слоя и статическое давление на
стенке канала.

3. Отражение лидирующей косой ударной волны. Существует два типа псев-
доскачков [12, 13, 16]:

— λ-образные псевдоскачки, когда лидирующая косая ударная волна отражается от
точки отрыва пограничного слоя нерегулярным образом (маховское отражение косой удар-
ной волны [17, 18]);

— x-образные псевдоскачки, когда лидирующая ударная волна отражается от точ-
ки отрыва пограничного слоя регулярным образом (регулярное отражение косой ударной
волны [19]).

Тип отражения ударной волны зависит от угла отрыва пограничного слоя. Угол отра-
жения ударной волны определяется по перепаду давления за ней. Для развитого погранич-
ного слоя перепад давления за косой волной при отрыве пограничного слоя был экспери-
ментально измерен (для чисел Рейнольдса потока Re > 105 и чисел Маха 1,4 6 M1 6 6,0)
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Рис. 2. Зависимость угла отражения косой ударной волны от числа Маха на-
бегающего потока:
1–7 — области реализации различных типов отражения косой ударной волны [21] (1 —
сверхзвуковое регулярное отражение, 2 — маховское отражение с дозвуковым течени-
ем за отраженной волной, 3 — маховское отражение с обратным отражением ударной

волны, 4 — инвертное маховское отражение, 5 — отражение фон Неймана, 6 — от-
ражение отсутствует, 7 — ударные волны отсутствуют) (знак “+” — сверхзвуковое

течение, знак “−” — дозвуковое), штриховые линии — границы областей реализации

различных типов отражения; сплошная линия— граница областей маховского (вверху)
и регулярного (маховского в некоторых областях) (внизу) отражений ударной волны;
штрихпунктирная линия — значения угла отражения косой ударной волны при отрыве

пограничного слоя

в работах [14, 15]. Для аппроксимации этих экспериментальных данных предложена зави-
симость [14, 15]

p2/p1 = 0,5 M1 +1, (3.1)

где p1, p2 — давление перед косым скачком и за ним; M1 — число Маха набегающего

потока. Также возможно использование зависимостей, приведенных в [20].
Зависимость (3.1) позволяет определить величину угла β отражения косой ударной

волны при отрыве пограничного слоя (рис. 2) из соотношения Ренкина — Гюгонио

p2/p1 = Fp(γ, M1, β),

где Fp(γ, M1, β) = (2γ/(γ + 1))[M2
1 sin2 β − 1] + 1.

На рис. 2 для случая плоского отражения косой ударной волны приведена зависимость
величины угла отражения косой ударной волны β от числа Маха M1 набегающего потока.
При отражении от клина в плоском симметричном канале возможны различные режимы

отражения ударной волны [17–19, 21, 22]: сверхзвуковое регулярное отражение, дозвуковое
регулярное отражение, маховское отражение со сверхзвуковым течением за отраженной
волной, маховское отражение с дозвуковым течением за отраженной волной, маховское
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Рис. 3. Зависимость угла отрыва пограничного слоя от числа Маха набегаю-
щего потока:
сплошная линия— данные настоящей работы,штриховая— данные работы [23. С. 249],
штрихпунктирная — данные работы [24]

отражение с обратным отражением ударной волны, инвертное маховское отражение и
отражение фон Неймана (см. рис. 2). Угол отражения косой ударной волны при отрыве
пограничного слоя определяется аппроксимацией экспериментальных данных (3.1). При
числах Маха набегающего потока в диапазоне от Mmin ≈ 1,4 до Mmax ≈ 2,0 реализуется
нерегулярное отражение косой ударной волны при отрыве пограничного слоя. При данных
значениях числа Маха течение за лидирующим нерегулярным скачком является дозвуко-
вым и реализуется λ-образный псевдоскачок. При M > Mmax реализуются x-образные
псевдоскачки, при M < Mmin псевдоскачок не существует.

Из зависимости для давления при отрыве (3.1) можно определить угол отрыва погра-
ничного слоя (рис. 3). Видно, что для λ-образных псевдоскачков угол отрыва пограничного
слоя θ ≈ 10◦. Поэтому в приведенных ниже примерах расчета псевдоскачков угол отрыва
потока (угол клина) выбирался равным 10◦.

4. Статическое давление. Для расчетов по модели необходимо определить распре-
деление давления p = pe(x) по длине пограничного слоя (статическое давление). Статиче-
ское давление можно определить экспериментальным путем или на основе эмпирических

формул.
Для статического давления при псевдоскачке существует [25] аппроксимационная за-

висимость

p̄ = 3x̄− 3x̄2 + x̄3,

где p̄ = (p − p1)/(pend − p1); x̄ = (x − x1)/(xend − x1); x1, p1 — координата и давление в

начале псевдоскачка; x — продольная координата; xend, pend — координата и давление в

конце псевдоскачка.
В работе [26] для квадратного канала приведена более сложная зависимость статиче-

ского давления:

x(M2
1−1) Re

1/5
δ∗∗1

(hδ∗∗1 )1/2
= 50

( p

p1
− 1

)
+ 170

( p

p1
− 1

)2
,

где h — ширина квадратного канала; δ∗∗1 — толщина потери импульса перед скачком;
Reδ∗∗1

— число Рейнольдса, вычисленное по толщине потери импульса.

5. Длина плато. Для замыкания модели найдем длину клина (плато) L = xR − xS

(см. рис. 1,а).
Длину плато можно вычислить с помощью метода Лиза — Ривза [23, 27]. Однако это

требует больших вычислительных затрат и решения систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений и выходит за рамки рассматриваемого “инженерного” подхода.



48 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2014. Т. 55, N-◦ 6

Полагая, что выражение для “ножки” Маха стремится к нулю, угол наклона падаю-
щей ударной волны β23 = 90◦, можно получить простейшую оценку сверху длины плато
в виде

Lmax = Y1
cos (θ) cos (β − θ)

sin (β)
, (5.1)

где Y1 — половина ширины канала.
Заметим, что расстояние от носика падающей ударной волны (точки отрыва xS (см.

рис. 1) до точки пересечения отраженной ударной волны со стенкой канала является ве-
личиной, не зависящей от угла θ отрыва пограничного слоя [15. С. 187; 28]. Это справед-
ливо только для маховского отражения падающей ударной волны. Поэтому оценку (5.1)
можно уменьшить, выбрав вместо углов β и θ максимально возможный угол βmax(M1) и
соответствующий ему угол θmax(βmax(M1)). Угол βmax(M1) находится из рис. 1: если при
заданномM1 угол β расположен на сплошной кривой, то угол βmax(M1) расположен верти-
кально на линии, разделяющей область маховского отражения и области, где отражение
невозможно. Получаем новую оценку

L̃max = Lmax
1 + tg2(θ)

1 + tg2(θmax)
. (5.2)

Для оценки можно выбрать угол βmax ≈ 60◦. Угол θmax = Fθ(γ, M1, βmax) рассчитывается
по формуле [29]

θ = Fθ(γ, M1, β) = arcctg
{[ (γ + 1) M2

1

2(M2
1 sin2 β − 1)

− 1
]
tg β

}
.

В работе [20. С. 54] приведена оценка расстояния до точки отрыва xS на основе теории

свободного взаимодействия:

LS = xS ≈ δ∗1(cf1)
−1/2(M2

1−1)−1/4, (5.3)

где cf1 = 0,0262(Re1)
−1/7

[ 4

4 + (γ − 1) M2
1

]5/7
— коэффициент поверхностного трения;

δ∗1
δ1

= 1 − 7(D − 1)
[D3

2
ln

( D

D − 1

)
− D2

2
− D

4
− 1

6

]
— отношение толщины вытеснения к

толщине пограничного слоя; D = 1+2/[(γ−1) M2
1]; величины с индексом 1 соответствуют

началу отрыва (см. рис. 1). Формулы для расчета коэффициента поверхностного трения и
отношения толщин пограничного слоя взяты из [12]. Точка отрыва пограничного слоя xS

расположена левее точки xR прихода отраженной ударной волны на пограничный слой.
Поэтому величину LS можно считать нижней границей длины плато L. Таким образом,
длина плато равна

LS 6 L 6 L̃max. (5.4)

6. Входная структура псевдоскачка. Входная структура псевдоскачка представ-
ляет собой маховское отражение косой ударной волны (рис. 4). На рис. 4 ABFin — клин,
от которого отражается косая ударная волна AT ; θ, β — угол клина и угол наклона косой

ударной волны AT соответственно; AB — стенка, A′OSin — ось симметрии канала; TO —
“ножка” Маха; TFin — отраженная ударная волна; Mi — число Маха; pi — давление в

соответствующих областях течения (i = 1, 2, 3, 4). Структура и геометрические парамет-
ры течения при маховском отражении плоской ударной волны исследованы в работах [17,
22, 30].
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Рис. 4. Структура течения на входном участке псевдоскачка:
стрелки— направления потока;штриховая линия— линия тока (граница пограничного слоя);
1–4 — области постоянных значений параметров

Пусть заданы половина ширины канала AA′ = Y1, длина клина AB = L и параметры
набегающего потока (число Маха M1 > 1 и давление p1). Приведем простейшие “инже-
нерные” соотношения [22] для определения параметров течения при маховском отражении
ударной волны.

Значения параметров за косой ударной волнойM2, p2 и величина угла β определяются
соотношениями

M2 = FM(γ, M1, β), p2 = Fp(γ, M1, β)p1, θ = Fθ(γ, M1, β), (6.1)

где

FM(γ, M1, β) =

√
2 + (γ − 1) M2

1

2γ M2
1 sin2 β − (γ − 1)

+
2 M2

1 cos2 β

(γ − 1) M2
1 sin2 β + 2

—

соотношение Ренкина — Гюгонио на косой ударной волне.
Геометрические соотношения находятся из системы уравнений

FinSin = Y1 − L tg (θ), TO = Y1 − (L−OSin) tg (β),

OSin = (FinSin − TO)/ tg (β23 − θ),
(6.2)

где угол β23 определяется из условия равенства давлений p3 = p4 за тройной точкой T :

β23 = arcsin

[
1

2 M2

√
2
(2γ M2

1−γ + 1

γp2/p1
− γ + 1

γ
+ 2

) ]
. (6.3)

Алгебраические уравнения (6.1)–(6.3) допускают несколько решений. Выбор решения
определяется типом отражения, которое реализуется при заданных числах МахаM1 и угле

отражения β (см. рис. 2).
Решение в областях параметров 3, 4 (см. рис. 4) определяется соотношениями

M3 = FM(γ, M2, β23), p3 = Fp(γ, M2, β23)p2,

M4 = FM(γ, M1, π/2), p4 = p3.

За “ножкой” Маха TO (область 4) и отраженной ударной волной TFin (область 3)
течение является дозвуковым. Это следует из рис. 2, так как при данных числах Маха
возможны лишь отражение фон Неймана, маховское отражение с обратным отражением
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ударной волны и маховское отражение с дозвуковым течением за отраженной волной.
Заметим, что в модели [12, 13] течение в области 3 ошибочно полагалось сверхзвуковым.

Поскольку угол между отраженной ударной волной и клином β23 ≈ π/2, угол клина
θ = 10◦, угол отклонения линии тока, разделяющей области 3, 4, от горизонтали приблизи-
тельно равен 10◦. В областях 3, 4 давление и скорость течения различаются незначительно,
течение полагается одномерным адиабатическим течением в сужающемся канале (FinTO,
FinSin — входное и выходное сечения), заканчивающемся вертикальной звуковой линией.
На звуковой линии FinSin параметры рассчитываются по формуле

Ms = 1, ps = Hp(γ, 1, M34)p4,

где M34 = (M3 FinT + M4 TO)/(FinT + TO) — среднее число Маха, Hp(γ, M, M1) = [(2 +

(γ − 1) M2
1)/(2 + (γ − 1) M2)]γ/(γ−1) — формула адиабатического течения.

Замечание 1. Отраженная ударная волна TFin и звуковая линия FinSin пересекаются

в одной точке Fin. Решение строится таким образом, чтобы выполнялся закон сохранения
импульса в пределах одной ячейки. Положение звуковой линии не влияет на суммарный
баланс импульса в ячейке, а также другие ее характеристики, в частности размер. Поэтому
данное упрощение оказывает влияние только на положение звуковой линии, но не влияет
на интегральные характеристики ячейки.

Длина FinSin, координата xin звуковой линии и давление ps на ней являются входными

параметрами для следующей расчетной ячейки. В точке Fin необходимо знать входное

давление pin (в рассматриваемом случае pin = p2).
Ниже по потоку структура течения состоит из ячеек двух типов, различающихся зна-

чением давления на границе pe(xin) в точке Fin (xin, yin — координаты точки Fin): тип 1 —
pin 6 pe(xin), тип 2 — pin > pe(xin).

7. Структура ячейки псевдоскачка, когда входное давление меньше дав-
ления на границе пограничного слоя (ячейка типа 1). Ячейка представляет собой
четырехугольник (рис. 5,а), ограниченный вертикальными входящей FinSin и выходящей

FoutSout (xout, yout — координаты точки Fout) звуковыми линиями, линией симметрии
SinSout и границей пограничного слоя FinFout. На входе в ячейку заданы положение вхо-
дящей звуковой линии FinSin и давление ps на ней, входное давление pin и распределение

давления на границе pe(x). Входное давление меньше давления на границе пограничного
слоя: pin 6 pe(xin).

Течение в ячейке начинается с волны разрежения (примыкающей к звуковой линии),
в которой давление в потоке восстанавливается до значения входного давления pin (ps >
pin):

pexp = pin, Mexp = HM(γ, 1, pexp, ps), θexp = µ(Mexp), (7.1)

где

HM(γ, M1, p, p1) =

√(p1

p

)(γ−1)/γ( 2

γ − 1
+ M2

1

)
− 2

γ − 1
—

формула изоэнтропического течения;

µ(M) =

√
γ + 1

γ − 1
arctg

√
γ − 1

γ + 1
(M2−1)− arctg

√
M2−1 —

угол поворота потока в центрированной волне Прандтля — Майера; Mexp — число Маха;
θexp — угол поворота границы пограничного слоя.
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За точкой Fin давление на границе монотонно растет. Поэтому к волне разрежения
примыкает волна сжатия, характеристики которой пересекаются на линии FinNc. Форми-
руется волна сжатия (ударная волна) с параметрами

pc = pe(xin), Mc = HM(γ, 1, pc, ps),

αc = α(Mc), θc = |µ(Mc)− θexp|, βc = |µ(Mc)− θexp − αc|,
(7.2)

где pc, Mc — давление и число Маха за волной сжатия; αc — угол Маха (α(M) =
arcsin (1/ M)); θc — угол поворота границы пограничного слоя; βc — угол между волной

сжатия и осью канала.
Точка Nc имеет координаты (xc — x-координата точки Nc)

xc = xin + yin/ tg (βc). (7.3)

От оси симметрии волна сжатия FinNc отражается ударной волной NcFout. Угол от-
ражения βref ударной волны от границы находится из уравнения

θc = Fθ(γ, Mc, βref ). (7.4)

Замечание 2. Уравнение (7.4) имеет два решения: “слабое” и “сильное”. На прак-
тике [29] при отражении от клина реализуется “слабое” решение. В предлагаемой модели
используется “сильное” отражение. Как показано ниже, результаты расчетов с “силь-
ным” отражением хорошо согласуются с экспериментальными данными. В случае выбора
“слабого” решения полученные результаты существенно отличаются от эксперименталь-
ных данных (зона псевдоскачка значительно увеличивается). Выбор “сильного” решения
обусловлен следующим: 1) давление на границе пограничного слоя (в отличие от слу-
чая обтекания клина) монотонно растет; 2) косой скачок FinNc (см. рис. 5,а) моделирует
криволинейную ударную волну, которая в реальности образуется при отражении кри-
волинейной волны сжатия. Это не противоречит общепринятому “слабому” отражению,
так как в данном случае “сильное” отражение лишь приближенно описывает криволи-
нейную отраженную ударную волну. В противном случае невозможно объяснить наличие
экспериментально наблюдаемых (например, в работах [31–35]) дозвуковых зон в структу-
ре псевдоскачка. Для “слабого” решения течение за скачком является сверхзвуковым, за
исключением узкой области параметров βsound(γ, Mc) < βref < βmax(γ, Mc), где

βmax(γ, M) = arcsin

√
1

4γ M2

(
γ − 3 + (γ + 1) M2 +

√
(γ + 1)[(M2−3)2 + γ(M2 +1)2]

)
,

βsound(γ, M) = arcsin

√
γ + 1

4γ M2

(
M2− 4

γ + 1
+

√
M4 +8

γ − 1

γ + 1
M2 +

16

γ + 1

)
,

с дозвуковым течением за косой ударной волной [21].
Замечание 3. В случае θc > θmax(γ, Mc) (θmax(γ, M) = Fθ(γ, M, βmax(γ, M)) [21]) удар-

ная волна NcFout отражается отсоединенным скачком уплотнения. Вследствие малой ин-
тенсивности этого скачка в первом приближении будем считать его прямолинейной волной

отражения с углом отражения βref = π/2.
Параметры течения за отраженной ударной волной NcFout имеют вид

Mref = FM(γ, Mc, βref ), pref = Fp(γ, Mc, βref )pc. (7.5)
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Координаты точки Fout находятся из решения треугольника FinNcFout:

FinNc =
√

y2
in + (xc − xin)2 , NcFout = FinNc sin (βc − θc)/ sin (βref ),

xout = xc + NcFout cos (βN ), yout = NcFout sin (βN ).
(7.6)

На выходе из ячейки за ударной волной FoutNc скорость дозвукового течения адиабатиче-
ски достигает скорости звука на звуковой линии FoutSout

Ms = 1, p̃s = Hp(γ, 1, Mref )pref . (7.7)

Таким образом, формулы (7.1)–(7.7) позволяют рассчитать геометрические характе-
ристики и параметры течения в ячейке. Для расчета следующей ячейки необходимы пара-
метры: давление на выходной звуковой линии p̃s и выходное давление pout = pc в точке Fout.

Течение в области FinNcFout всегда сверхзвуковое (Mc > 1), так как линия FinNc

является линией пересечения характеристик в сверхзвуковом потоке.
Замечание 4. Входящие в ячейку ударная волна N ′Fin, звуковая линия FinSin, цен-

трированная волна разрежения и волна сжатия FinNc сходятся в одной точке Fin. Как
сказано выше, решение построено таким образом, чтобы закон сохранения импульса вы-
полнялся в пределах одной ячейки. Поэтому данное упрощение оказывает влияние только
на локальные характеристики течения внутри ячейки, но не влияет на ее интегральные
характеристики. Ниже показано, что такое упрощение аналогично замене гладкого моно-
тонно возрастающего профиля давления на границе эквивалентным монотонно возраста-
ющим, но негладким профилем.
Замечание 5. Поскольку центрированная волна разрежения FinSinNc отражается от

оси симметрии, характеристики разрежения и волна сжатия FinNc не являются прямыми.
Вследствие малости чисел Маха волны разрежения это отклонение будет небольшим.

8. Структура ячейки псевдоскачка, когда входное давление больше давле-
ния на границе пограничного слоя (ячейка типа 2). Ячейка представляет собой мно-
гогранник (рис. 5,б), ограниченный вертикальными входящей FinSin и выходящей FoutSout

звуковыми линиями, линией симметрии SinSout и границей пограничного слоя FinGFout.
Входное давление pin в точке Fin больше давления на границе пограничного слоя pe(xin):
pin > pe(xin).

Течение в ячейке начинается с волны разрежения FinSinNe (примыкающей к звуковой
линии), в которой давление в потоке восстанавливается до давления на границе pe(xin):

pexp = pe(xin), Mexp = HM(γ, 1, pexp, ps),

βexp = |µ(Mexp)− α(Mexp)|, Nexp = xin + FinSin/ tg (βexp),

где Mexp — число Маха; xexp — x-координата точки Nexp; βexp — угол наклона последней

характеристики FinNexp волны разрежения.
Далее за волной разрежения давление должно увеличиваться до значения давления pin

за счет роста давления на границе pe(x) в нецентрированной волне сжатия. Разделим рост
давления в потоке на два процесса: течение при постоянном давлении, а затем увеличение
давления в центрированной волне сжатия. При этом “компенсируем” потерю давления в
потоке увеличением давления в центрированной волне сжатия GNc.

Выражение для баланса давления на верхней границе ячейки (на пограничном слое)
имеет вид

xG∫
xin

pe(x) dx +

xout∫
xG

pe(x) dx = pexp(xG − xin) + p̄c(xout − xG) cos (θc), (8.1)
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где выражение в левой части — интеграл давления пограничного слоя, в правой — инте-
грал давления в модели; xG — x-координата начала волны сжатия; p̄c = pin + ∆pc; ∆pc —
добавка к давлению, “компенсирующая” потерю импульса на участке FinG.

На границе давление pe(x) монотонно увеличивается и в точке G достигает значе-
ния pin:

pe(xG) = pin. (8.2)

Из уравнения (8.2) находим точку xG.
Положение выходного сечения FoutSout (координата xout) до решения не известно. При-

ведем оценку (достаточно грубую) координаты этой точки. Поскольку угол θc < 10◦, будем
полагать, что в (8.1) cos (θc) ≈ 1. Угол βref ≈ π/2. Угол наклона волны сжатия больше
угла наклона последней характеристики волны разрежения: βc > βexp. Поэтому в качестве
первого приближения для точки xout используем значение x̂out ≈ xG + (xexp − xin).

Второй интеграл в левой части (8.1) можно оценить следующим образом:

x̂out∫
xG

pe(x) dx > pin(x̂out − xG).

Тогда из интегрального закона сохранения (8.1) получим поправку к давлению∆pc в волне

сжатия в виде

∆pc =
1

xexp − xin

( xG∫
xin

pe(x) dx− pexp(xG − xin)
)
.

После расчета волны сжатия с этой добавкой уточняется положение конца ячейки xout.
Параметры за волной сжатия рассчитываются так же, как для ячейки типа 1, но с давле-
нием p̄c.
Замечание 6. Выполнение закона сохранения импульса вдоль x-координаты гаран-

тировано построением решения. По y-координате закон сохранения импульса выполняет-
ся приближенно. Для ячеек типа 1 давление на границе моделируется ломаной линией.
Среднее значение давления на стенке в модели меньше статического давления. Для ячеек
типа 2 интегральный закон сохранения импульса (8.1) также выполняется приближенно
вследствие простоты модели.

9. Обсуждение результатов и сравнение с экспериментальными данными.
Сравним результаты расчета по предложенной модели псевдоскачка с известными экспе-
риментальными и расчетными данными (рис. 6–8).

В работах [12, 13] приведены результаты экспериментов для λ-образных псевдоскачков
при следующих значениях параметров: половина ширины канала Y1 = 40 мм, число Маха
набегающего потока M1 = 1,7, толщина пограничного слоя δ1 = 0,1Y1, число Рейнольдса
Re ≈ 4 · 107. Оценка длины клина L по формулам (5.1)–(5.3) дала следующие значения:
Lmax = 42,8 мм, L̃max = 40,6 мм, LS = 17 мм, в расчетах L = 32 мм.

На рис. 6,а,б показаны входной участок (структура ударных волн с маховским от-
ражением) и пять ячеек псевдоскачка. Данный расчет проводился для ячеек типа 1 (см.
п. 7).

На рис. 6,б, 8,а видно, что в каждой последующей ячейке число Маха уменьшается
и в пределе ударные волны вырождаются в звуковые. На рис. 7 показано распределение
давления. Видно, что в расчете сглаженное статическое давление моделируется ступен-
чатым давлением. Положение пиков давления на оси канала соответствует положению
экспериментальных пиков давления. В расчетах по модели пики давления не сглажены,
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Рис. 6. Экспериментальная (а, в) и расчетная (б, г) структура течения в псевдо-
скачке:
а, б— данные работ [12, 13], в, г— данные работ [31–33]; белые линии — расчет, жирные
штриховые линии — ударные волны, сформированные волнами сжатия, штриховые ли-
нии — веер волн разрежения, которые начинаются с вертикальной звуковой линии; стрел-
ки — направления потока (масштаб рис. 6,а уменьшен по оси y в три раза, масштаб
рис. 6,в — в 1,7 раза)
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Рис. 7. Распределение давления в псевдоскачке:
а — данные работ [12, 13], б — данные работ [16, 31–33]; 1 — экспериментальное

статическое давление; 2 — расчетное давление на границе пограничного слоя; 3 —
экспериментальное давление на оси канала; 4 — расчетное (по модели) давление на оси
канала; 5 — расчетное давление на оси канала [16]

как в экспериментах, поскольку в модели течение внутри канала описывается моделью
невязкого газа.

На рис. 8 представлены распределения числа Маха потока.
В работах [31–33] приведены результаты экспериментов, а в работе [16] — данные

численного расчета при следующих значениях параметров: Y1 = 16,875 мм, M1 = 1,61,
δ1 = 5,4 мм, единичное число Рейнольдса Re1 = 30 000 мм−1. Оценка длины клина L
по формулам (5.1)–(5.3) дала следующие значения: Lmax = 16,3 мм, L̃max = 15,8 мм,
LS = 16,7 мм (условие (5.4) не выполняется, однако параметры для ограничений на длину
плато близки), в расчетах L = 14 мм.

На рис. 6,в,г приведены расчетная и экспериментальная структуры псевдоскачка.
В данном расчете первые три структурные ячейки относятся к типу 2 (см. п. 8), осталь-
ные — к типу 1 (см. п. 7). Однако сравнение с данными эксперимента показывает, что
четвертая ячейка также должна быть ячейкой типа 2. Несовпадение положения четвертой
расчетной ячейки с положением экспериментальной ячейки обусловлено приближенностью

оценки, “компенсирующей” потерю добавки давления (см. п. 8).
На рис. 7,б приведены распределения давления на оси канала, полученные числен-

но [16] и аналитически. Видно, что зависимость p/p1(x), рассчитанная по модели (кри-
вая 4), является немонотонной: имеются “полочки” (давление p̄c), которые компенсируют
потерю давления на предыдущем участке ячейки. Положение и величина первых трех
пиков давлений, полученных аналитически и численно (кривые 1, 2), достаточно хорошо
согласуются. Давление, полученное аналитически, в отличие от вычисленного давления
имеет острые пики, что обусловлено влиянием вязкости в расчетах (в модели вязкость не
учитывается). Дальнейшее несовпадение пиков давления обусловлено приближенностью
рассматриваемой модели течения.
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Рис. 8. Распределение числа Маха потока в псевдоскачке:
а— данные работ [12, 13], б— данные работ [31–33]; 1 — расчетное число Маха на оси

канала, 2 — расчетное число Маха на границе пограничного слоя, 3 — линия M = 1,
точки — экспериментальные значения числа Маха на оси канала

Заключение. Рассмотрена структура течения в λ-образном плоском псевдоскачке.
Показано, что при числах Маха набегающего потока M1 ≈ 1,4÷ 2,0 течение в псевдоскач-
ке начинается с маховского отражения ударных волн, поскольку при этих числах Маха
наблюдаются λ-образные псевдоскачки. Для описания структуры течения в λ-образном
псевдоскачке получена приближенно-аналитическая, или “инженерная” модель. Течение
в канале полагается двухслойным, состоящим из вязкого пограничного слоя и невязкого
ядра. Структура течения в невязком ядре включает входной участок с маховским отраже-
нием ударной волны, который заканчивается звуковой линией. Далее структура течения
представляет собой набор ячеек (двух типов) секций, начинающихся и заканчивающихся
звуковыми линиями. Внутри ячеек реализуется течение, состоящее из волн разрежения и
сжатия, косых ударных волн, дозвукового адиабатического течения. В каждой последую-
щей (ниже по потоку) ячейке интенсивность ударных волн и волн сжатия уменьшается
и ударные волны асимптотически вырождаются в звуковые. Поэтому модель не позволя-
ет получить точное значение длины псевдоскачка, как, например, диффузионные моде-
ли [3, 4]. Модель описывается конечными математическими формулами. Для ее проверки
проведено сравнение с экспериментальными и численными данными, которое показало,
что модель качественно и количественно адекватно описывает структуру течения: поло-
жение первых трех пиков в эксперименте и в модели совпадает. Дальнейшее расхождение
теории и эксперимента обусловлено тем, что в модели не учитывается диссипация вслед-
ствие отсутствия вязкости.
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