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Рассматривается эволюция малых отклонений от сферической формы кавитационного
пузырька в ходе его однократного сжатия в условиях экспериментов по акустической
кавитации дейтерированного ацетона. Движение пара в пузырьке и окружающей жид-
кости определяется как суперпозиция сферической составляющей и ее несферического
возмущения. При описании сферической составляющей учитываются нестационарная
теплопроводность пара и жидкости, неравновесность испарения-конденсации на меж-
фазной поверхности. В начале процесса сжатия пар в пузырьке считается идеальным га-
зом с давлением, близким к однородному. При моделировании высокоскоростной стадии
сжатия применяются реалистичные уравнения состояния. При описании несферической
составляющей движения учитываются влияние вязкости жидкости, поверхностного на-
тяжения, плотности пара в пузырьке и неоднородность его давления. Получены оценки
амплитуды малых возмущений (в виде гармоник степени n = 2, 3, . . . с длиной волны
λ = 2πR/n, где R — радиус пузырька) сферической формы пузырька в ходе его сжатия
до момента достижения в нем экстремальных значений давления, плотности и темпера-
туры. Эти результаты представляют интерес при исследовании явления пузырькового
термояда, поскольку несферичность пузырька препятствует его сильному сжатию.

Ключевые слова: динамика пузырька, устойчивость сферической формы, акустиче-
ская кавитация, коллапс пузырька.

Введение. Экспериментальные данные о производстве термоядерных нейтронов и
ядер трития при ультразвуковой (с частотой f ≈ 20 кГц) акустической кавитации дейтери-
рованного ацетона C3D6O [1–4] и их теоретическая интерпретация [5–9] вызвали многочис-
ленные дискуссии. В ходе обсуждений (см., например, [10]) был высказан ряд критических
замечаний [11–13]. Это обусловило проведение дополнительных экспериментов, уточнение
теоретических представлений [2, 5–7, 9]. Были проведены эксперименты со смесью дейте-
рированного бензола C6D6, дейтерированного ацетона C3D6O и тетрахлорэтилена C2Cl4,
в которых для инициирования кавитации вместо нейтронного источника использовалась

примесь урановой соли [4]. В процессе спонтанного деления ядер урана 238U образующиеся
альфа-частицы и ядра урана 234U разлетаются с большими скоростями. Ядра урана 234U
чрезвычайно быстро передают свою кинетическую энергию окружающей жидкости (на
интервале, составляющем несколько нанометров), что приводит к образованию в жидко-
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сти, находящейся в метастабильном состоянии под действием растягивающих напряже-
ний, пузырьковых зародышей. Частота образования сферических пузырьковых кавитаци-
онных кластеров в экспериментах [4] была в 10–100 раз меньше (f ′ ≈ 10 ÷ 100 с−1), чем
в более ранних экспериментах, в которых использовался нейтронный источник. Поэто-
му скорость образования быстрых нейтронов и ядер трития была меньше (P ≈ 104 с−1).
Соответствующие экспериментальные данные представлены в работах [14–16]. Проведе-
но сравнение амплитудных спектров импульсов (которые имеют место при нейтронной
эмиссии), полученных во всех известных экспериментах, с результатами теоретических
исследований, в которых использовались современные численные методы Монте-Карло
для расчета процесса переноса ядерных частиц. Результаты этого сравнения подтвердили
экспериментальные данные [17]. Обнаружено, что во всех экспериментах коллапс именно
сферического кластера являлся главным условием достижения суперсжатия. Эти резуль-
таты могут быть использованы при получении теоретических оценок степени несферич-
ности пузырька в условиях указанных экспериментов.

В недавно опубликованной работе [18] еще раз подвергнута критике система нейтрон-
ных измерений, использованная в работах [1–4], и подвергается сомнению принципиальная
возможность достижения в пузырьке условий термоядерного синтеза.

Настоящая работа посвящена исследованию искажений сферичности пузырьков в

условиях экспериментов по пузырьковому термоядерному синтезу при акустической ка-
витации дейтерированного ацетона [1]. Эти исследования обусловлены тем, что теорети-
ческие представления о процессе сверхсжатия кавитационных пузырьков в центральной

зоне пузырькового кластера основаны на модели сферически-симметричного (одномерного)
сжатия пузырька. Однако такое движение неустойчиво, поэтому нарушение сферически-
симметричного движения ограничивает степень сжатия вещества в центре пузырька и

экстремальные значения температур и давлений.
При выборе методики исследования использовались результаты изучения устойчиво-

сти сферичности пузырька в режиме однопузырьковой сонолюминесценции (single bubble
sonoluminescence (SBSL)) [19–21]. В режиме SBSL возможны три типа неустойчивости:
параметрическая, Рэлея — Тейлора [19, 22–26] и Биркгофа — Плессета [26–33]. Как из-
вестно, на стадии расширения несферичность пузырьков уменьшается [28], поэтому в на-
стоящей работе изучается эволюция искажений сферической формы пузырька в ходе его

однократного сжатия. Вследствие этого среди трех перечисленных выше типов неустой-
чивости сферической формы пузырька необходимо учитывать влияние неустойчивостей

Биркгофа — Плессета и Рэлея — Тейлора.
Для описания отклонения от сферической формы пузырька применяется линейное при-

ближение. При этом поверхность пузырька представляется в виде суммы поверхностных
сферических гармоник [27–36]. Движение поверхности пузырька представляется в виде
суперпозиции радиальной (сферической) составляющей и ее несферического возмущения.

Для описания радиальной составляющей движения в режиме SBSL используются как
модель Рэлея — Плессета (жидкость слабосжимаемая, распределение давления газа в пу-
зырьке однородное) [37–40], так и полная гидродинамическая модель [9, 41–51]. Модель
Рэлея — Плессета становится неадекватной полной гидродинамической модели лишь на

конечной стадии сжатия [48]. Поэтому можно использовать подход [7, 9, 48], в котором
в процессе сжатия пузырька выделяются две стадии. На первой, более продолжительной
низкоскоростной стадии сжатия пузырька жидкость возле него полагается вязкой несжи-
маемой, а пар в его полости — идеальным с однородным распределением давления. На
завершающей стадии сжатия, когда его скорость становится сравнимой со скоростью зву-
ка в жидкости и паре, где указанные приближения несправедливы, используется полная
гидродинамическая модель как для пара, так и для жидкости. При сжатии пузырька учи-
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тываются нестационарная теплопроводность в паре и жидкости, неравновесный процесс
испарения-конденсации на межфазной поверхности. На завершающей высокоскоростной
стадии сжатия применяются реалистичные уравнения состояния, построенные по экспе-
риментальным данным [9]. Решение отыскивается численно методом С. К. Годунова [52] с
применением подвижной сетки, неравномерной в паре и в жидкости (размер ячеек в жидко-
сти увеличивается в геометрической прогрессии в направлении от поверхности пузырька).
Полученный закон изменения радиуса пузырька используется в качестве входных данных

для уравнений эволюции искажения его сферичности. Подобный прием применялся в ра-
боте [24] при изучении устойчивости сферичности пузырька в режиме SBSL.

При описании несферической составляющей движения в данной работе, как и в ряде
других работ [19, 21, 25, 30, 31, 53, 54], жидкость предполагается несжимаемой, а плот-
ность содержимого пузырька — однородной. Для учета влияния вязкости жидкости на
эволюцию отклонения применяется метод, описанный в [53]. Известны и другие методы
(см. [19, 34, 55]), однако метод, изложенный в [53], является более точным, поскольку
в нем учитывается нестационарный характер диффузии завихренности жидкости. В ме-
тоде, предложенном в [53], для описания эволюции отклонения формы пузырька от сфери-
ческой используется обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, в сво-
бодном члене которого содержатся интегралы от функции, характеризующей диффузию
завихренности жидкости. Эта функция определяется из уравнения в частных производных
с интегральным граничным условием. В отличие от других работ (см. [54, 56]) в данной
работе расчет диффузии завихренности проводится конечно-разностным методом [57]. Ре-
шение системы уравнений находится численно методом Рунге — Кутты высокого порядка

точности [58] с изменяющимся шагом по времени.
При относительно небольших радиальных колебаниях пузырьков влияние плотности

газа на эволюцию поверхности пузырька учитывается, как правило, только при опреде-
лении радиальной (сферической) составляющей движения пузырька. В уравнениях, опи-
сывающих искажение, плотностью газа пренебрегается, поскольку она значительно по-
вышается лишь в небольшом промежутке времени, включающем момент максимального
сжатия пузырька. В работах [22–25, 59] представлены результаты расчета искажения в ре-
жиме SBSL, полученные с учетом влияния плотности газа непосредственно на эволюцию
искажения. Наиболее предпочтительным представляется описанный в [59] способ расчета,
при использовании которого наряду с учетом плотности газа приближенно учитывается

и градиент его давления при радиальном движении. Следует отметить, что при учете
плотности газа влияние неустойчивости Рэлея — Тейлора, как правило, уменьшается.
В настоящей работе влияние плотности пара учитывается так же, как в [59].

Полученные в данной работе оценки амплитуды искажений сферической формы пу-
зырька к моменту экстремального сжатия пара не опровергают предложенное в [1, 2, 4–9]
теоретическое обоснование термоядерного характера регистрируемого в экспериментах

увеличения количества нейтронов и ядер трития. Для уточнения этих оценок требуется
проведение дальнейших исследований с использованием более точных моделей [60, 61].

1. Модель поверхности пузырька. В сферической системе координат (r, θ, ϕ) урав-
нение поверхности пузырька представляется следующим образом:

r = R(t) +
∞∑

n=2

anm(t)Ynm(ϕ, θ).

Здесь t — время; R(t) — радиус сферической составляющей формы пузырька (радиус пу-
зырька); Ynm — сферическая гармоника степени n порядка m; anm(t) — соответствующая

амплитуда. Полагается, что при всех n отклонение от сферической формы мало:

|anm(t)/R(t)| = |εnm| � 1.
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С учетом этого движение жидкости и пара представляется в виде суперпозиции сфери-
ческого (радиального) движения и его несферического возмущения. Вследствие малости
искажений их изучение проводится отдельно для каждого значения εnm. Поскольку эво-
люция εnm не зависит от индекса m, далее он опускается. C учетом сказанного выше

уравнение поверхности пузырька принимается в виде

r = R(t)[1 + εn(t)Yn(ϕ, θ)].

2. Модель радиальной (сферической) составляющей движения. Для описания
радиальной составляющей движения пара и жидкости используется следующая система

уравнений [9, 62]:

∂

∂t
(ρr2) +

∂

∂r
(ρwr2) = 0,

∂

∂t
(ρwr2) +

∂

∂r
(ρw2r2 + pr2) = 2pr, (1)

∂

∂t
(ρer2) +

∂

∂r
[wr2(ρe + p)] =

∂

∂r

(
r2κ

∂T

∂r

)
.

Здесь ρ — плотность; w — радиальная компонента вектора скорости жидкости; p — дав-
ление; e — удельная полная энергия; T — температура; κ — теплопроводность.

Уравнения состояния жидкости и пара принимаются в виде суммы потенциальных

p(p), U (p) и тепловых p(h), U (h) компонент давления и внутренней энергии [62]:

p(ρ, T ) = p(p)(ρ) + p(h)(T, ρ), U(ρ, T ) = U (p)(ρ) + U (h)(T ). (2)

Процессы диссоциации и ионизации сред не учитываются, поскольку на изменение
радиуса они практически не влияют вследствие их малой длительности.

Компоненты p(p)(ρ), U (p)(ρ) задаются с использованием потенциала Борна — Майе-
ра [62]:

p(p)(ρ) = Aρ̄2/3 exp[b(1− ρ̄−1/3)] + Cρ̄α −Kρ̄β + A′(ρ̃− 1)3,

U (p)(ρ) =
3A

ρl0b
exp [b(1− ρ̄−1/3)] +

C

(α− 1)ρl0
ρ̄α−1 − K

(β − 1)ρl0
ρ̄β−1 +

+
A′

ρ′

( ρ̃2

2
− 3ρ̃ + 3 ln ρ̃ +

1

ρ̃
+

3

2

)
+ B′.

Здесь ρ̄ ≡ ρ/ρl0; ρ̃ ≡ ρ/ρ′; p(p) = ρ2(dU (p)/dρ); ρl0 — начальная плотность жидкости;
ρ′, A, b, C, K, A′, B′, α, β — константы, определяемые по экспериментальным данным.
Компоненты p(h), U (h) принимаются в виде

p(h) = ρΓ(ρ)U (h), U (h) = cV T,

где Γ — коэффициент Грюнайзена. Теплоемкости cV жидкости и пара полагаются посто-
янными.

Следует отметить, что используемые уравнения состояния представляют собой одну
из ранних версий уравнений состояния Нигматулина — Болотновой, которая была пред-
ложена в [9] и уточнена в [63]. Уточнения касаются в основном очень кратковременных
супервысокотемпературных процессов в малой окрестности центра пузырька. Расчеты
показали, что влияние этих процессов на деформацию пузырька незначительно, поэтому
в настоящей работе они не учитываются.
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Граничные условия вдали от пузырька (r = r∞, r∞ � R) и на межфазной границе
(r = R(t)) имеют вид [9, 62]

r = r∞: p = p∞, T = T0,

r = R(t): Ṙ = wl +
j

ρl
= wg +

j

ρg
, pl = pg −

4µlwl

R
− 2σ

R
, (3)

κl

(∂T

∂r

)
l
− κg

(∂T

∂r

)
g

= jl(pg), Tl = Tg,

где p∞ — давление жидкости вдали от пузырька; T0 — начальная температура пара и жид-
кости; µl — динамическая вязкость жидкости; σ — поверхностное натяжение; l — теплота

парообразования; j — интенсивность фазовых превращений (испарения или конденсации),
отнесенная к единице времени и единице площади поверхности. Нижние индексы l, g со-
ответствуют параметрам жидкости и газа (пара). Интенсивность фазовых превращений j
определяется выражением [9, 62]

j =
α′√
2πRg

(pS(T )√
Tl

−
χpg√

Tg

)
, (4)

где

χ = exp (−Ω2)− Ω
√

π
(
1− 2√

π

Ω∫
0

exp (−x2) dx
)
, Ω =

j
√

RgT√
2 pg

,

α′ — коэффициент аккомодации; Rg — газовая постоянная для пара; pS(T ) — давление

насыщения при температуре T .
В системе уравнений (1) и в условиях на межфазной границе (3) вязкость пара не

учитывается, а влияние вязкости жидкости описывается без учета сжимаемости жидко-
сти и вызываемого наличием вязкости изменения энергии. Анализ показывает, что эти
допущения являются приемлемыми, так как они нарушаются лишь кратковременно на
финальной высокоскоростной стадии сжатия.

Уравнения состояния парообразного и жидкого дейтерированного ацетона (2) и зависи-
мости физических параметров этих сред µl, σ, κl, κg, pS , l от температуры T принимаются
в виде аппроксимаций [9], построенных по экспериментальным данным. Коэффициент ак-
комодации α′ выбирается равным единице, что характерно для углеводородов. Для расчета
радиальной динамики пузырька используется эффективная математическая модель, в ко-
торой процесс его сжатия включает две стадии [7, 9, 48]. На первой, более продолжитель-
ной низкоскоростной стадии применяются не уравнения (1)–(3), а их значительно более
простые приближения.Жидкость вблизи пузырька полагается вязкой несжимаемой, а пар
в его полости — идеальным с однородным распределением давления. На стадии высоко-
скоростного сжатия, когда указанные приближения несправедливы, используется полная
гидродинамическая модель (1)–(3), учитывающая сжимаемость жидкости и несовершен-
ство пара за счет межмолекулярного взаимодействия (холодного давления).

3. Модель деформации пузырька. Для описания эволюции амплитуды отклоне-
ния an применяется модель [53], в которой влияние плотности пара учитывается в соот-
ветствии с [59]:

(1 + qn)än +
(
3

Ṙ

R
+ 2(n + 1)(n + 2)

νl

R2

)
ȧn +

(
ω2

n +
4νl(n

2 − 1)Ṙ

R3
− (n− 1)(1− qn)

R̈

R

)
an +

+
n(n + 1)

R

(νlQn(R, t)

R
+

2νl(2n + 1)

R2−n
αn +

Ṙ

R
βn

)
= 0,
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αn = − n + 1

2n + 1

∞∫
R

Qn

rn
dr, βn =

∞∫
R

[(R

r

)3
− 1

](R

r

)n
Qn dr, (5)

qn =
(n + 1)ρ̄g

nρl0
, ω2

n =
σ(n2 − 1)(n + 2)

ρl0R3
.

Здесь ρ̄g — плотность пара на поверхности пузырька в решении системы (1); νl = µl/ρl0 —
кинематическая вязкость; Qn(r, t) — функция, описывающая завихренность движения
жидкости. В работе [64] показано, что при выборе в качестве среднего значения плотно-
сти пара ρ̄g его граничного значения можно получить более удовлетворительную оценку

возмущения сферичности пузырька при его сжатии, чем при выборе среднего значения
плотности пара в объеме пузырька [59].

Уравнение (5) получается в предположении, что газ является гомобарическим, жид-
кость — вязкой несжимаемой, при этом учитывается ее вихревое движение. При описании
несферического возмущения принимается ρl = ρl0. Функция Qn(r, t) вводится следующим
образом [53]:

∇× u = ∇×
( ∞∑

n=2

Qn(r, t)Pn(cos θ)
)
er

(u — вектор скорости жидкости; er — единичный вектор вдоль радиальной координаты r).
Функция Qn(r, t) определяется из уравнения

∂Qn

∂t
+ ṘR2 ∂

∂r

(Qn

r2

)
+ νl

(n(n + 1)Qn

r2
− ∂2Qn

∂r2

)
= 0 (6)

и граничных условий

Qn(R, t) =
2

n + 1

(
(n + 2)ȧn − (n− 1)

Ṙ

R
an + (2n + 1)Rn−1αn

)
, Qn(∞, t) = 0. (7)

Используемая в работе [51] модель эволюции отклонения без учета влияния плотности
пара и неоднородности его давления может быть получена из уравнений (5)–(7) при qn = 0.

4. Параметры уравнений состояния. Для жидкой фазы ацетона принимались сле-
дующие значения параметров, входящих в уравнения состояния (2): A = 9,747 · 107, b =
19,07, α 6= 1, C = 0, K = 4,535 · 108, β = 2, A′ = 0, B′ = 6,048 · 105, cV = 1374,6 Дж/(кг ·К),
g1 = 1,175, g2 = 0,67, g3 = 0,075, g4 = 0,205, g5 = 0,11, g6 = 0,125, g7 = 0,39, g8 = 1,15,
g9 = 3, g10 = 0,36, g11 = 0,045, g12 = 0,061, для паровой фазы — Rg = 129,9 м2/(с2·К),
A = 4 · 107, b = 24,028, α = 1,9394, C = 1,7435 · 109, K = 1,7840 · 109, β = 1,9, A′ = 1014

при ρ̃ > 1, A′ = 0 при ρ̃ < 1, B′ = 6,554 · 105, ρ′ = 2000 кг/м3, cV = 1040,4 Дж/(кг ·К),
Γ(ρ) = 0,125. Коэффициенты g1, . . . g12 используются при вычислении коэффициента Грю-
найзена по формуле

Γ(ρ) = g1[g2 − g3 e−ρ̄/g4 − g5 e−ρ̄3/g6 − g7 e−ρ̄3/g8 + g9 e−ρ̄−2/g10 − g11 e−ρ̄2/g12 ].

5. Входные данные. В соответствии с экспериментами [1] предполагается, что тем-
пература жидкости и пара равна T = T0 = 273 К, давление в пузырьке равно давлению
насыщения pS(T0) при T = T0. Давление жидкости p∞ = 1,5 · 106 Па, что в экспери-
ментах [1] соответствует среднему давлению жидкости в акустической волне на стадии

сжатия пузырька. В начале процесса сжатия (t = 0) радиус пузырька R0 = 500 мкм (име-
ются основания полагать, что примерно такое значение реализуется в экспериментах [1]
для пузырьков в центральной области кластера на начальной стадии сжатия), скорость
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сжатия Ṙ = 0. В начале процесса сжатия амплитуда возмущения сферичности пузырька
равна εn = εn,0, скорость изменения амплитуды ε̇n = 0, завихренность жидкости Qn = 0.

Основной целью настоящей работы является исследование эволюции возмущений сфе-
ричности пузырька в процессе его сжатия и получение оценок максимального роста ам-
плитуды возмущений к моменту экстремального сжатия пара. Поэтому большое внимание
уделяется изучению заключительной стадии сжатия, когда значения плотности, давления
и температуры пара в пузырьке становятся экстремально большими. Как и в работе [65],
оценка роста амплитуды возмущений сферичности при сжатии проводится на основе ана-
лиза огибающих для кривых, полученных при варьировании номера гармоники n, опреде-
ляющей вид возмущения.

6. Особенности радиального движения. Ряд особенностей радиальной состав-
ляющей движения пара в кавитационном пузырьке, окружающей пузырек жидкости и
межфазной поверхности при сильном сжатии показан на рис. 1, 2. Изучение особенностей
радиального движения необходимо для более полного понимания эволюции несферичности

пузырька, увеличения амплитуды возмущений сферичности, поскольку параметры ради-
ального движения входят в коэффициенты уравнений (5)–(7), описывающих деформацию
межфазной поверхности. На рис. 1 показано изменение радиуса R и скорости Ṙ. При сжа-
тии радиус пузырька R0 = 500 мкм уменьшается до значения Rmin = 16,3 мкм. Из рис. 1
следует, что на продолжительном начальном интервале скорость сжатия |Ṙ| относительно
невелика (|Ṙ| < 300 м/с при t < 11 мкс, R > 100 мкм, R/R0 > 0,2), однако на конечном ин-
тервале она сначала быстро увеличивается до 1300 м/с, а затем еще быстрее уменьшается.
Упрощенное описание изменения радиуса пузырька при сжатии приведено в [32, 66].

В настоящей работе процесс деформации пузырька рассматривается лишь до момента

времени tc = 11,12 мкс (R = Rc = 17,2 мкм, Ṙ = Ṙc ≈ 1000 м/с), в который достигается
экстремальное сжатие пара, т. е. давление, температура и плотность пара в его полости
достигают экстремально больших значений. После этого радиус пузырька Rc незначи-
тельно (на 5 %) уменьшается до значения Rmin. Исследование эволюции несферичности
пузырька на отрезке Rmin 6 R 6 Rc не представляет интереса, поскольку на величину
экстремального сжатия пара она не оказывает влияния.
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Рис. 1. Зависимости от времени радиуса пузырька R (1) и скорости Ṙ (2)
при его сжатии, а также фрагменты зависимостей R(t) и Ṙ(t) на интервале
t ∈ [11,00, 11,12] (точки — момент экстремального сжатия пара в пузырьке tc)
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Рис. 2. Радиальные распределения давления (а), плотности (б), температу-
ры (в) и скорости (г) в паре и жидкости в конце процесса сжатия пузырька
в различные моменты времени:
1 — t = 11,064 мкс, 2 — t = 11,098 мкс, 3 — t = 11,110 мкс, 4 — t = 11,116 мкс, 5 —
t = 11,117 мкс, 6 — t = 11,118 мкс (момент экстремального сжатия пара tc), точки —
значения соответствующих параметров в паре и жидкости на поверхности пузырька

На рис. 2 показаны радиальные распределения газодинамических параметров в пу-
зырьке и окружающем его слое жидкости на финальной стадии сжатия, характеризу-
ющейся большими радиальными скоростями и ускорениями. Существенное увеличение

значений скорости |Ṙ| и ускорения |R̈| межфазной границы приводит к быстрому росту
неоднородности распределений термодинамических параметров в приграничной области

пара (кривые 1–3). В результате в этой области сначала возникает четко выраженная

радиально сходящаяся простая волна сжатия (кривые 2), которая вследствие ускоренного
сжатия пузырька превращается в ударную (кривые 3). Ударная волна распространяется к
центру пузырька (кривые 4, 5), где фокусируется (кривые 6). После отражения сходящей-
ся ударной волны от центра пузырька возникает расходящаяся ударная волна. Пузырек
сжимается до тех пор, пока расходящаяся ударная волна не достигнет его поверхности,
что приведет к изменению направления движения пузырька (при R = Rmin). Интенсив-
ность ударной волны по мере схождения к центру быстро увеличивается. В результате
достигаемые в центре пузырька в момент фокусировки ударной волны значения плот-
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ности, давления и температуры оказываются экстремальными, многократно превышаю-
щими соответствующие максимумы на периферии. Поэтому в рассматриваемой задаче
момент фокусировки является моментом экстремального сжатия пара tc. Степень иска-
жения сферической формы пузырька в момент tc существенно зависит от особенностей
процесса сжатия (например, от его продолжительности), поэтому для оценки несферично-
сти пузырька в этот момент необходимо достаточно точно рассчитывать его параметры

на финальной стадии сжатия.

7. Увеличение несферичности кавитационного пузырька при сжатии. Как
известно, сферическая форма пузырька при его сжатии неустойчива [28, 30]. В ходе сжатия
ее возмущения совершают колебания с возрастающей амплитудой. Если бы пузырек был
пустым, то при сжатии он разрушился бы (под разрушением понимается соприкосновение
каких-либо точек межфазной поверхности, приводящее либо к превращению пузырька в

тор, либо к его распаду на фрагменты). Однако пузырек всегда не пуст, поэтому его быст-
рое сжатие завершается при некотором ненулевом радиусе Rmin. Таким образом, резуль-
татом развития неустойчивости сферической формы пузырька необязательно является его

разрушение. В качестве меры роста несферичности, характеризуемой гармоникой Yn(ϕ, θ),
целесообразно принять величину |εn(t)/εn,0| — модуль отношения текущей безразмерной

амплитуды εn(t) = an(t)/R(t) к ее значению в начале процесса сжатия εn(0) = εn,0. Оценка
порядка величины εn,0 является сложной задачей. Предварительный анализ деформаций
взаимодействующих без слияния [67] и сливающихся [68] при расширении пузырьков пока-
зывает, что величина |εn,0| может варьироваться от 10−4 до 1. Пусть в некоторых условиях
|εn,0| ≈ 10−3. Тогда, если в этих условиях в ходе сжатия максимум величины |εn/εn,0| со-
ставляет приблизительно 105, суперсжатие пузырька невозможно, поскольку пузырек в
ходе коллапса, по-видимому, разрушится (|εn| > 1). Если в ходе сжатия максимум вели-
чины |εn/εn,0| не превышает 100, то суперсжатие в принципе возможно, однако для более
строгого обоснования такого утверждения необходимо применять более точные модели

(см., например, [61]).

Типичное изменение величины εn/εn,0 в ходе сжатия показано на рис. 3. На лога-
рифмической шкале лучше видны изменения εn/εn,0 на начальном участке сжатия, где
|εn/εn,0| ≈ 1. Кривые, соответствующие значению n = 23, характеризуют эволюцию воз-
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Рис. 3. Эволюция относительной амплитуды возмущения εn/εn,0 при сжатии:
а— обычная шкала, б— логарифмическая шкала; штриховые линии — n = 23, сплош-
ные — n = 210; точки — момент экстремального сжатия пара в пузырьке tc
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мущений в виде Yn(ϕ, θ) с n < 50, а кривые, соответствующие значению n = 210, — эво-
люцию возмущений с n > 50. В обоих случаях значения εn/εn,0 колеблются относительно

соответствующего сферической форме значения εn/εn,0 = 0. При n = 23 амплитуда этих
колебаний в ходе всего процесса сжатия монотонно возрастает, а при n = 210 сначала
убывает, а при R/R0 < 0,4 возрастает по закону, близкому к закону при n = 23. При
n = 23 частота колебаний меньше, чем при n = 210, менее существенно изменяется и ее
величина в ходе сжатия. В конце процесса сжатия (R/R0 < 0,07) значение |εn/εn,0| резко
увеличивается.

Вследствие колебательного характера увеличения значения |εn/εn,0| при сжатии в ка-
честве оценки роста несферичности пузырька при фиксированном значении n естественно
принять амплитуду колебаний |εn/εn,0| в момент экстремального сжатия пара tc, которая
не совпадает с величиной |εn,c/εn,0|, поскольку последняя зависит также от фазы коле-
баний. Аппроксимацию амплитуды колебаний |εn/εn,0| в момент tc можно получить раз-
личными способами. В настоящей работе (как и в [65]) при этом учитывается, что по
мере изменения n величина εn,c/εn,0 также колеблется относительно нулевого значения.
В результате на кривой зависимости |εn,c/εn,0| от n возникают локальные экстремумы.
Их огибающая принимается в качестве аппроксимации зависимости амплитуды колеба-
ний |εn/εn,0| в момент tc от номера гармоники n. Таким образом, в настоящей работе рост
несферичности пузырька при сжатии оценивается по огибающим зависимостей |εn,c/εn,0|
от n.

На рис. 4 приведены огибающая зависимости величины |εn,c/εn,0| от номера гармони-
ки n и фрагмент этой зависимости для рассматриваемого в работе случая сжатия кавита-
ционного пузырька в дейтерированном ацетоне. Видно, что в процессе сжатия амплитуда
возмущений сферичности пузырька возрастает не более чем в 310 раз.Максимальный рост
несферичности достигается при n ≈ 58. При n < 60 рост несферичности по мере увеличе-
ния n увеличивается (приблизительно в 100–310 раз), а при n > 60 быстро уменьшается:
при n > 350 в конце процесса сжатия амплитуда несферичности оказывается меньше, чем
в начале.
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Рис. 4. Огибающая зависимости величины |εn,c/εn,0|, характеризующей рост
несферичности пузырька при его сжатии, от номера гармоники n (1) и фрагмент
этой зависимости (2)
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Рис. 5. Огибающие зависимости |εn,c/εn,0| от номера гармоники n c учетом (1)
и без учета (2) влияния вязкости жидкости

8. Влияние вязкости жидкости. При n < 40 демпфирующее влияние вязкости
жидкости на рост амплитуды несферичности пузырька в ходе сжатия несущественно, а
при n > 40 по мере увеличения n быстро возрастает: без учета влияния вязкости рост
амплитуды возмущений к концу процесса сжатия с увеличением n увеличивается, а при
учете вязкости при n > 100 быстро уменьшается (рис. 5). Это объясняется тем, что со-
гласно уравнению эволюции амплитуды возмущения (5) демпфирующее влияние вязкости
жидкости при сжатии возрастает пропорционально n2 (второе слагаемое в коэффициенте
при ȧn). Таким образом, при сжатии вязкость жидкости оказывает существенное влияние
на высокочастотные возмущения сферичности пузырька (ограничивает их рост).

При анализе вязкого демпфирования можно использовать число Рейнольдса, опреде-
ленное следующим образом:

Re =
ρl0Ru

(n + 1)(n + 2)µl

(u — характерная скорость). В качестве характерной скорости следует принять значение

u =
√

2p∞R3
0/(3ρl0R3), получаемое из выражения для полной энергии свободных незатуха-

ющих радиальных колебаний сферического адиабатического пузырька в диапазоне от Rc

до R0.
Расчеты показывают, что на интервалах сжатия, где Re > Re∗ ≈ 10, влияние вязкости

незначительно. Амплитуда искажений на отрезках, где Re > Re∗, возрастает в режиме
колебаний. Так, при n < 50 область, в которой Re > Re∗, соответствует всей стадии
сжатия, а при n > 50 — только ее части. С уменьшением числа Рейнольдса Re∗ до значения
Re ≈ 1 скорость роста амплитуды колебаний уменьшается до нуля, а при Re < 1 колебания
становятся затухающими. В частности, амплитуда колебаний для n = 250 в ходе сжатия
сначала (при 0,53 6 R/R0 6 1,00, Re < 1) уменьшается, а затем (при R/R0 < 0,53,
Re > 1) постепенно увеличивается (рис. 6). При R/R0 < 0,14, Re > Re∗ она увеличивается
практически так же, как в невязком случае.

9. Влияние поверхностного натяжения. Для анализа влияния поверхностного
натяжения можно использовать число Вебера, определенное следующим образом:

We =
ρl0Ru2

σ(n + 1)(n + 2)
,
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Рис. 6. Эволюция относительной амплитуды искажения при сжатии пузырька
с учетом (ν = νC3D6O) (I) и без учета (ν = 0) (II) вязкости жидкости при n = 250:
1 — Re = 0,565, 2 — Re = 1, 3 — Re = Re∗ ≈ 10; темные точки — момент экстремаль-
ного сжатия пара в пузырьке tc

где u =
√

2p∞R3
0/(3ρl0R3). Расчеты показывают, что на участках сжатия, где We >

We∗ ≈ 10, влияние поверхностного натяжения незначительно.
С уменьшением числа Вебера в области We < We∗ роль поверхностного натяжения

возрастает. Увеличение поверхностного натяжения приводит к уменьшению периода ко-
лебаний искажения, но оказывает слабое влияние на их амплитуду. В частности, при
пренебрежении поверхностным натяжением период колебаний увеличивается на 30 % при

We ≈ 1 и приблизительно в три раза при We ≈ 0,1.
Влияние поверхностного натяжения на рост амплитуды несферичности пузырька

к моменту достижения экстремального сжатия пара tc несущественно (огибающие зави-
симостей |εn,c/εn,0| от n c учетом и без учета влияния поверхностного натяжения практи-
чески совпадают).

10. Влияние начального радиуса пузырька. Влияние начального радиуса пу-
зырька R0 на рост несферичности пузырька характеризует рис. 7. На рис. 7,а видно, что
по мере уменьшения R0 значение радиуса пузырька Rc, при котором достигается экс-
тремальное сжатие пара в его полости, уменьшается. В результате в процессе сжатия

амплитуда возмущения сферичности увеличивается более существенно. Поэтому при тех
значениях n, при которых демпфирующее влияние вязкости несущественно, в конце про-
цесса сжатия амплитуда возмущения сферичности у более мелких пузырьков (с меньшим
значением R0) оказывается больше. В то же время по мере уменьшения R0 демпфирующее

влияние вязкости возрастает. В результате при тех значениях n, при которых это влияние
существенно, амплитуда возмущения сферичности в конце процесса сжатия с уменьшени-
ем R0 убывает. Судя по огибающим, максимум амплитуды колебаний величины |εn,c/εn,0|,
характеризующей рост амплитуды несферичности при сжатии, с уменьшением R0 с 500 до
50 мкм возрастает примерно в 3,3 раза, а номер n, при котором он достигается, уменьша-
ется с 58 до 20.

11. Влияние давления жидкости. Влияние давления жидкости p∞ на форму пу-

зырька проявляется главным образом в увеличении скорости сжатия пузырька Ṙ с увели-
чением p∞. Это приводит к ослаблению демпфирующего воздействия вязкости жидкости.
В результате с увеличением давления жидкости p∞ в диапазоне значений n, где влияние
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Рис. 7. Эволюция величины |εn/εn,0| при сжатии пузырька в случае n = 23 (а)
и огибающие зависимости |εn,c/εn,0| от номера гармоники n (б):
1 — R0 = 500 мкм, 2 — R0 = 250 мкм, 3 — R0 = 50 мкм; точки — момент экстремаль-
ного сжатия пара в пузырьке tc
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Рис. 8. Эволюция величины |εn/εn,0| при сжатии пузырька в случае n = 23 (а)
и огибающие зависимости |εn,c/εn,0| от номера гармоники n (б):
1 — p∞ = 1,5 · 105 Па, 2 — p∞ = 1,5 · 106 Па, 3 — p∞ = 1,5 · 107 Па; точки — момент

экстремального сжатия пара в пузырьке tc

вязкости существенно, амплитуда возмущения сферичности в конце процесса сжатия воз-
растает (рис. 8). Из рис. 8 следует, что с увеличением давления жидкости p∞ с 1,5 · 106

до 1,5 · 107 Па максимум отношения |εn,c/εn,0| возрастает приблизительно в три раза, а
номер n, при котором он достигается, увеличивается с 58 до 200. Уменьшение значения p∞
с 1,5 · 106 до 1,5 · 105 Па приводит к незначительному уменьшению максимума отношения

|εn,c/εn,0|, в то время как номер n, при котором он достигается, уменьшается с 58 до 23.
12. Влияние температуры жидкости. Увеличение значения T0 с 0 до 20 ◦C при-

водит к уменьшению отношения |εn,c/εn,0| более чем в два раза для значений n из диа-
пазона, в котором влияние вязкости жидкости несущественно (рис. 9). Максимум отно-
шения |εn,c/εn,0| уменьшается почти в три раза, в то время как значение n, при котором
он достигается, уменьшается незначительно. Указанные изменения обусловлены тем, что
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Рис. 9. Эволюция величины |εn/εn,0| при сжатии пузырька в случае n = 72 (а)
и огибающие зависимости |εn,c/εn,0| от номера гармоники n (б):
1 — T0 = 273,15 K, 2 — T0 = 293,15 K; точки — момент экстремального сжатия пара

в пузырьке tc

при повышении температуры жидкости увеличиваются масса пара в пузырьке и скорость

звука в паре. В результате сжатие пузырька завершается при бо́льших значениях Rc, что
приводит к меньшей степени несферичности пузырька в момент tc. Следует отметить, что
при высокой температуре жидкости T0 достигаемые в момент tc экстремальные значения
давления и температуры в пузырьке оказываются меньше, чем при низкой температуре.
Это обусловлено отмеченным выше увеличением массы пара в пузырьке и скорости звука

в паре с ростом T0.
13. Влияние тепломассопереноса на поверхности пузырька. В случае прене-

брежения тепломассопереносом в ходе процесса сжатия пузырька его радиус в момент tc
существенно увеличивается (от значения Rc = 17,23 мкм до значения Rc = 27,26 мкм).
Это объясняется тем, что при отсутствии тепломассопереноса в конце процесса сжатия
пара в пузырьке больше. Другим следствием пренебрежения тепломассопереносом явля-
ется меньшая скорость сжатия пузырька, а также более длительный процесс сжатия. В
результате в случае пренебрежения зависимостью вязкости и поверхностного натяжения

от температуры значение отношения |εn,c/εn,0|, характеризующего рост несферичности
пузырька, получается заниженным: на 44 % для эллипсоидальных возмущений (n = 2)
и на 60 % для возмущений с n ≈ 30 ÷ 40 (при сжатии пузырька амплитуда последних
увеличивается более существенно) (рис. 10).

При частичном учете тепломассопереноса на начальной стадии процесса сжатия ра-
диус пузырька в момент tc увеличивается менее существенно, при этом степень роста
искажения его сферичности занижается в меньшей степени. Так, при учете тепломассопе-
реноса при повышении температуры на границе пузырька с 0 ◦C в начале процесса сжатия
до 125 ◦C (при этом радиус R уменьшается до 100 мкм, а скорость сжатия Ṙ возраста-
ет до 313 м/с) или до 50 ◦C (при этом радиус R уменьшается до 200 мкм, а скорость Ṙ
возрастает до 120 м/с) степень роста искажения занижается менее существенно: на 3,5 и
16 % соответственно для возмущений с n = 2 и на 10 и 23 % для возмущений с n ≈ 30÷40,
максимально увеличивающихся при сжатии.

14. Влияние уравнения состояния пара. Уравнения состояния (2) Нигматули-
на— Болотновой можно применять для пара в широком диапазоне значений его плотности

и температуры как при наличии в нем ударных волн, так и при их отсутствии. Вместе
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Рис. 10. Эволюция величины |εn/εn,0| при сжатии пузырька в случае n = 35 (а)
и огибающие зависимости |εn,c/εn,0| от номера гармоники n (б) с учетом (1) и
без учета (2) тепломассопереноса (точки— момент экстремального сжатия пара

в пузырьке tc)

с тем обусловленные фокусировкой ударных волн супервысокотемпературные процессы в

пузырьке кратковременны и локализованы в малой окрестности центра пузырька, в то
время как в настоящей работе рассматривается лишь небольшая приграничная область

пузырька. В этой области значения давления и других параметров на достаточно длитель-
ном промежутке времени сжатия близки к их значениям в окрестности линии насыщения

до достижения критических значений. Затем на относительно малом промежутке времени
радиус пузырька быстро уменьшается. Давление пара на его поверхности быстро возрас-
тает до больших значений. Таким образом, можно ожидать, что при моделировании со-
стояния пара вблизи поверхности пузырька наиболее существенную роль играют описание

состояния пара в окрестности линии насыщения и критической точки и выбор направления

последующего изменения состояния при быстром адиабатическом сжатии. Этим требова-
ниям удовлетворяют модифицированные уравнения состояния Ван-дер-Ваальса

p =
RgT

V − kVcr
− a

(V/Vcr)δ
, U = cV T − a

ρcr(δ − 1)

( ρ

ρcr

)δ−1
, (8)

где V = 1/ρ; Vcr = 1/ρcr. Соответствующее (8) уравнение адиабаты Пуассона (изоэнтро-
пы) имеет вид

[p + a(V/Vcr)
−δ](V − kVcr)

γ = const,

где γ = Rg/cV +1 = 1,125 — показатель адиабаты; индекс cr соответствует параметрам в
критическом состоянии (для дейтерированного ацетона pcr = 47,61·105 Па, ρcr = 309 кг/м3,
Tcr = 508,15 К). Если в выражениях (8) положить δ = 2, то они превращаются в класси-
ческое уравнение состояния Ван-дер-Ваальса. Наличие свободного параметра δ позволяет
более точно описать поведение пара в окрестности критической точки. Константы a, k, δ
находятся из соотношений в критической точке p = pcr, ∂p/∂V = 0, ∂2p/∂V 2 = 0. В част-
ности, для дейтерированного ацетона k = 0,2176, a = 214,1 · 105 Па, δ = 1,5563.

На рис. 11 приведены изотермы и адиабата Пуассона для ацетона, построенные по
модифицированным уравнениям состояния Ван-дер-Вальса (8), уравнениям состояния (2)
и экспериментальным данным [9]. Видно, что уравнения (8) удовлетворительно описыва-
ют как состояние пара в окрестности линии насыщения и критической точки, так и его
изменение при быстром адиабатическом сжатии.
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Рис. 11. Изотермы и адиабаты Пуассона для ацетона:
1 — линия насыщения, 2, 3 — изотермы (2 — T = Tcr = 508,2 К, 3 — T = 1000 К),
4 — адиабаты; точки — экспериментальные данные [9]; сплошные кривые — расчет по

уравнениям состояния (2), штриховые — расчет по уравнениям состояния (8)
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Рис. 12. Огибающие зависимости |εn,c/εn,0| от номера гармоники n, получен-
ные при описании динамики пара с использованием уравнений состояния (2)
(кривая 1) и уравнений состояния (8) (кривая 2)

Влияние уравнений состояния пара на рост амплитуды искажений сферичности пу-
зырька |εn,c/εn,0| при различных значениях n показано на рис. 12. Видно, что исполь-
зование при описании динамики пара модифицированных уравнений состояния Ван-
дер-Ваальса (8) вместо уравнений состояния Нигматулина — Болотновой (2) приводит
к небольшим отклонениям параметров при длинноволновых возмущениях сферичности

пузырька (2 6 n 6 10) и при высокочастотных возмущениях (n > 200). Для возмущений,
максимально увеличивающихся при сжатии (n ≈ 40÷ 70), значение отношения |εn,c/εn,0|
уменьшается приблизительно в 1,7 раза.

Заключение. Проведено исследование роста возмущений сферичности отдельного
кавитационного пузырька в дейтерированном ацетоне C3D6O при его сжатии в условиях

экспериментов [1] (температура жидкости T0 = 0 ◦C, давление жидкости p∞ = 1,5 ·106 Па;
радиус пузырька в начале процесса сжатия R0 = 500 мкм, пар в пузырьке находится в
состоянии насыщения при температуре 0 ◦C). В этих условиях радиус пузырька уменьша-
ется до значения Rmin = 16,3 мкм. Максимальное сжатие пузырька ограничено ненулевым
значением Rmin, поскольку скорость сжатия быстро возрастает (до 1,3 км/с) и температу-
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ра становится значительно больше критической, поэтому пар в пузырьке в конце процесса
сжатия ведет себя как неконденсируемый газ.

Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.
В процессе сжатия амплитуда возмущений сферичности пузырька в виде отдельных

сферических гармоник Yn(θ, ϕ) возрастает не более чем в 400 раз. Максимальный рост
достигается при n ≈ 58. При n < 60 рост несферичности пузырька по мере увеличения n
монотонно увеличивается (приблизительно в 100–310 раз), а при n > 60 быстро уменьша-
ется, поэтому при n > 350 амплитуда несферичности в конце процесса сжатия оказывается
меньше, чем в его начале.

В случае длинноволновых возмущений (n < 40) влияние вязкости жидкости несуще-
ственно. Если влияние вязкости не учитывается, то амплитуда коротковолновых возмуще-
ний при сжатии с увеличением n возрастает неограниченно, следовательно, роль вязкости
жидкости в ограничении роста несферичности является существенной.

Влияние поверхностного натяжения на рост амплитуды возмущений сферичности пу-
зырька при его сжатии несущественно.

С уменьшением начального радиуса пузырька R0 его радиус при экстремальном

сжатии пара уменьшается. Это приводит к более значительному увеличению амплиту-
ды длинноволновых возмущений (примерно в четыре раза при уменьшении R0 с 500 до
50 мкм), для которых влияние вязкости жидкости несущественно. Амплитуда коротко-
волновых возмущений с уменьшением R0 увеличивается менее существенно вследствие

увеличения демпфирующего влияния вязкости.
С увеличением давления жидкости p∞ увеличивается скорость сжатия пузырька, что

приводит к ослаблению демпфирующего воздействия вязкости жидкости. В результате с
увеличением p∞ амплитуда возмущений сферичности в диапазоне значений n, где влияние
вязкости существенно, в конце процесса сжатия возрастает. При сжатии с увеличением p∞
с 1,5 · 106 до 1,5 · 107 Па максимальный рост амплитуды возмущения возрастает прибли-
зительно в четыре раза, а номер n, при котором он достигается, при этом увеличивается
до 400.

Увеличение температуры жидкости T0 приводит к уменьшению роста длинноволно-
вых возмущений (приблизительно в два раза при увеличении T0 с 0 до 20 ◦C), для которых
влияние вязкости жидкости несущественно. Это обусловлено тем, что повышение T0 вы-
зывает увеличение массы пара в пузырьке и скорости звука в паре, в результате чего
радиус пузырька при экстремальном сжатии пара увеличивается.

В случае пренебрежения тепломассопереносом радиус пузырька при экстремальном

сжатии пара увеличивается. В результате значение отношения |εn,c/εn,0|, характеризую-
щего рост амплитуды возмущений сферичности пузырька при сжатии, получается зани-
женным на 60 % для возмущений, амплитуда которых при сжатии увеличивается наиболее
существенно.

При анализе формы пузырька уравнения состояния пара Нигматулина — Болотновой

можно заменить на модифицированное уравнение Ван-дер-Ваальса с тремя свободными
параметрами, определяемыми из известных условий в критической точке. Такая замена
оказывается возможной, поскольку необходимость использования уравнений состояния (2)
возникает лишь кратковременно и в малой окрестности центра пузырька. Эта замена
приводит к относительно небольшим погрешностям роста амплитуды длинноволновых

возмущений сферичности пузырька в интервале 2 6 n 6 10 и высокочастотных возму-
щений с n > 200. Для возмущений, испытывающих при сжатии максимальный рост, эта
величина уменьшается приблизительно в два раза.

Следует отметить, что полученные оценки роста амплитуды возмущений сферической
формы пузырька при его сжатии не противоречат предложенному в [1, 2, 4–9] теорети-
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ческому обоснованию термоядерного характера регистрируемого в экспериментах увели-
чения количества нейтронов и ядер трития. Действительно, согласно предварительным
оценкам [67, 68] амплитуда отклонения от сферической формы взаимодействующих пу-
зырьков в начале процесса сжатия может варьироваться от 10−4R до R. Если предполо-
жить, что в экспериментах [1] амплитуда начальной несферичности пузырька составляет
10−4R, то к концу процесса сжатия независимо от n она не превысит значения 0,04R, т. е.
и в конце процесса сжатия форма пузырька останется близкой к сферической.

Вследствие несферичности поверхности пузырька возникающая в нем ударная волна

не является строго сферической. По мере схождения ударной волны амплитуда ее несфе-
ричности будет увеличиваться, что окажет влияние на положение и конфигурацию об-
ласти в пузырьке с экстремально большими значениями газодинамических параметров.
Этот вывод подтверждается результатами численного моделирования [61] с использова-
нием двумерного обобщения одномерной модели Нигматулина [9], которая была использо-
вана в настоящей работе для описания сферической составляющей движения жидкости и

пара. Для оценки влияния несферичности ударных волн в пузырьке необходимо провести
исследование несферической динамики пара в пузырьке в окрестности его центра.
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