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Анализируется совместная модель двухфазного течения в пористой среде и деформирования 
порового пространства. Модель включает в себя уравнения переноса компонент среды (флю-
ида и пористого скелета), полученные на основе законов сохранения, условия совместности 
деформирования и замыкающие уравнения в форме обобщенного закона Гука. Показано, что 
система определяющих уравнений содержит ряд малых параметров, разложение по которым 
позволяет построить иерархическую последовательность моделей, соответствующих опреде-
ленным условиям деформирования среды. В явном виде выписаны модели нулевого и перво-
го приближения. Установлено, что в случае несжимаемости компактных фаз уравнения пер-
вого приближения переходят в систему, аналогичную модели Баклея – Леверетта, но с учетом 
изменения порового пространства. Уравнения нулевого приближения описывают поведение 
пористой среды при условии сохранения объема. В данном случае уравнение на поровое 
давление отделяется от системы уравнений для упругого скелета. Для модели нулевого при-
ближения построены аналитические решения в цилиндрических координатах, характери-
зующиеся наличием сдвиговых напряжений, способных вызвать разрушение. 

Пороупругость, теория смесей, метод масштабов, насыщенная пористая среда, совместная 
модель, среда с сохранением объема, аналитические решения 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Насыщенные флюидом пористые среды являются одними из самых распространенных объ-
ектов на Земле. С ними сталкиваются при изучении описания разных природных явлений и 
технологических процессов: например, задачи о движении грунтовых вод, дегазации и расчле-
нения угольных пластов, геотектоники при исследовании проседания земной коры, бурении и 
эксплуатации продуктивных коллекторов в нефте- и газодобывающей отрасли, о динамике раз-
личных пористых покрытий, находящихся в воздушной или жидкостной среде. Этот список 
можно продолжить. Сложность создания последовательной теории, описывающей механику 
совместного деформирования пористого скелета и течения в нем различных флюидов (жидко-
сти или газа), определяется наличием двух (или даже нескольких) сред с существенно разли-
чающимися механическими свойствами. Такая теория активно развивается начиная с 40-х го-
дов прошлого столетия. Впервые совместная модель деформирования насыщенной флюидом 
пористой среды предложена Био в 1941 г. [1]. Практически одновременно и независимо близ-
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кая теория была развита Френкелем [2]. Модель пороупругой среды Био применялась позднее 
самим автором для решения задач распространения в насыщенной пористой среде акустиче-
ских возмущений. В дальнейшем аналогичные задачи в различных постановках рассматрива-
лись в публикациях [3, 4]. Здесь существенное продвижение наметилось после появления из-
вестной работы [5]. 

Очевидным шагом обобщения пороупругой теории Био является учет двухфазности тече-
ния. В середине прошлого столетия такое обобщение сделал Брутсаерт [6], который предложил 
уравнения модели в предположении неравного давления жидкости в фазах. В 80-х годах Бэр-
риман рассмотрел пороупругую модель с единым давлением в фазах [7]. В наиболее общем ви-
де уравнения подобной модели деформирования пористой среды с двумя флюидами представ-
лены в работе [8]. Последняя, при некоторых дополнительных предположениях, сводится к 
модели Бэрримана, а при условии насыщения одной жидкостью — к модифицированной тео-
рии Био [9]. В качестве приложений линеаризованные пороупругие модели [6 – 8] использова-
лись при изучении различных акустических процессов [10]. 

Необходимость решения именно акустических задач, описанных в большинстве цитирован-
ных работ, предъявляла вполне определенные требования к развиваемым там моделям. В частно-
сти, проводились различные процедуры линеаризации получаемых уравнений. Это привело к то-
му, что в уравнениях, с одной стороны, сохранялись внепорядковые члены, а с другой — отбра-
сывались достаточно большие члены, учитывать которые не было нужды при решении акустиче-
ских задач. При анализе напряженно-деформированного состояния вокруг горных выработок или 
скважин акустического приближения обычно недостаточно — необходимо учитывать нелиней-
ность уравнений и неоднородность свойств среды [11]. Для того чтобы последовательно сделать 
это, следует провести детальный анализ уравнений пороупругости, описывающих совместное де-
формирование насыщенной флюидом пористой среды. Это и стало целью данной работы. 

Рассматривается модель, которая включает уравнения переноса компонент среды (флюи-
дов и пористого скелета), полученные на основе законов сохранения, условия совместности 
деформирования и замыкающие уравнения в форме обобщенного закона Гука. Показано, что 
такая система уравнений содержит ряд малых параметров, разложение по которым позволяет 
построить иерархическую последовательность моделей, соответствующих определенным усло-
виям деформирования среды. Установлено, что даже в нулевом приближении получается 
вполне содержательная пороупругая модель, которая в предположении несжимаемости состав-
ляющих фаз описывает деформирование с сохранением объема. В данном приближении урав-
нения фильтрации отделяются от уравнений для определения деформаций скелета, что сущест-
венно упрощает систему уравнений и позволяет построить ее аналитическое решение. Так, для 
системы уравнений, записанной в цилиндрической системе координат, найдены классы реше-
ний с двумя ненулевыми компонентами перемещения. Показано, что для данных решений ка-
сательные напряжения не равны нулю и потенциально могут вызывать разрушения среды. 

МОДЕЛЬ СОВМЕСТНОГО ДВИЖЕНИЯ ДВУХФАЗНОЙ ПОРОУПРУГОЙ СРЕДЫ 

Система уравнений для описания динамики пороупругой, насыщенной флюидом среды 
выводится на основе механики многофазных сред многожидкостного континуума [12 – 15]. Она 
содержит законы сохранения импульса и массы каждой фазы. В общем случае компоненты 
среды описываются своим набором макроскопических переменных. В дальнейшем рассматри-
ваются среды без фазовых превращений, но трехкомпонентные: первый компонент — твердый 
пористый скелет — будет в дальнейшем обозначаться индексом s, два других компонента яв-
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ляются флюидами. В принципе это может быть и жидкость, и газ. Для определенности в дан-
ной работе рассматриваются две жидкие фазы, например вода, которой соответствует индекс 
w, и нефть — индекс o. Все среды не имеют внутренних вращений, причем фактически рас-
сматривается изотермический режим, когда все компоненты имеют одинаковую температу-
ру T. В этом случае закон сохранения массы имеет вид 

 0)div( =+
∂
∂

ii
i

t
vρρ ,   swoi ,,= , (1) 

здесь iρ  — плотность компонента i, c
sss ραρ = , c

www ραρ = , c
ooo ραρ =  — парциальные плот-

ности, где c
iρ  — плотность чистой фазы; tii ∂∂= /ξv  — ее скорость, где dSS iiii χα ∫ ′= −− ξξ 11  — 

среднее перемещение соответствующего компонента, iξ′  — ее истинные перемещения, iχ  — 
характеристическая функция наличия i-го компонента в данной точке пространства, S  — пло-
щадь двумерного сечения физического пространства, VVii /=α , iV  — объемные концентрации 
компонента i, а iV  — занятый им объем пространства V. 

Законы сохранения импульса жидких фаз и насыщенной пороупругой системы в целом за-
писываются так: 
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Здесь ∑=
i

iρρ , ikr  — коэффициенты межфазного взаимодействия; g  — ускорение свободного 

падения; iσ  — тензор напряжений в i-й фазе, а Е — единичный тензор. Полный тензор напря-
жений среды равен суперпозиции парциальных: ∑=

i

i
iσG α . 

Следуя обобщенному закону Дарси [16], коэффициенты межфазного взаимодействия жидких 
компонентов и скелета можно представить в виде )/(2

iiiis kfr μα= , iμ  — коэффициент сдвиго-
вой вязкости компонента i, )( iif α  — относительные фазовые проницаемости, k — проницае-
мость пористой среды. Третий член в правой части уравнения (2) — это сила Жуковского –
 Рахматулина, моделирующая реакцию скелета и другой жидкой фазы как геометрическую связь.  

Уравнения (1) – (3) не замкнуты. Для их замыкания следует ввести еще уравнения состоя-
ния и определяющие соотношения. Термодинамические парциальные уравнения состояния 
компонентов имеют вид 

 ),( Tpiii ρρ = , (4а) 

где i
ip σtr)3/1(−=  — парциальные давления. Жидкости предполагаются ньютоновскими, по-

этому определяющие уравнения для жидких фаз имеют обычный вид: 
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здесь iε&  — тензор скоростей деформации i фазы; iλ  — коэффициент объемной вязкости. В 
дальнейшем будем считать парциальные давления одинаковыми и равными p . Индекс Т озна-
чает транспонированный тензор. 
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Пористый скелет рассматриваем как изотропное линейно-упругое тело, подчиняющееся за-
кону Гука: s

s
s

s
s εEεσ μλ 2)(tr +=  с константами sλ  и sμ , где sε  — тензор деформаций, 

[ ]T
ss

s )(
2
1 ξξε ∇+∇= . В этом случае, используя вариационный подход Био [1] и следуя рабо-

там [7, 8], для модели с одним давлением можно записать механическое уравнение состояния 
системы в виде обобщенного закона Гука [8]: 

 s
mmm Ce εEG μζλ 2)( +−= , (4в) 

где )(tr se ε=  — объемная деформация; ow ζζζ += , )]([div isii ξξ −= αζ  ( woi ,= ) — параметр 
сжимаемости фазы относительно скелета. Условие совместного деформирования при этом по-
лучается таким: 

 eCMp mm −= ζ . (5) 

Второе условие совместного деформирования — это условие сплошности 1=∑
i

iα . 

Параметры mμ , mλ , mC , mM  не определяются в рамках механики сплошной среды. Обычно 
их берут из эксперимента [17 – 19], но их можно определить из первых принципов методами не-
равновесной статистической механики, как это сделано для дисперсных жидкостей в [13 – 15]. 
Таким образом, получаем замкнутую совместную модель упругих деформаций скелета и течения 
двух вязких жидкостей с одним давлением (1) – (5). Отметим, что хотя давления жидких фаз 
совпадают, скорости могут быть различными. 

Анализ полученной системы уравнений удобно проводить в безразмерных переменных. С этой 
целью введем следующие характерные для рассматриваемой системы масштабы. Пусть L —
линейный масштаб задачи, а d — внутренний масштаб порового пространства, в литературе его 
часто выбирают пропорциональным k . Характерное геомеханическое давление ,00 gHP ss ρ=  где 

H — глубина залегания пласта, 0
sρ  — плотность породы; характерное давление жидкостей опре-

деляется давлением внедряемого флюида (например, бурового раствора) gHPP ffow
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(1) – (3) к указанным безразмерным переменным, получаем следующую систему уравнений: 
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где введены безразмерные комплексы: Ld=δ , 00
fsp PPc = , 00

fsc ρρρ = , 2200
fffp LPN μρ= . 

Обобщенный закон Гука и условия совместного деформирования в безразмерных переменных 
принимают вид 

 ( )[ ] ( )[ ]osowsw ξξξξ −+−= δαδαζ divdiv , (7) 
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здесь s
mpmmp

f ceCc εEσ μλ 2)( 2 +−= ; mm MCB /=  — аналог параметра Био – Виллиса [19]. 

МОДЕЛИ НУЛЕВОГО И ПЕРВОГО ПРИБЛИЖЕНИЙ 

Так как параметр δ  в общем случае много меньше единицы, то можно выделить последо-
вательность моделей, получаемых сохранением в уравнениях (6) членов нулевого порядка по 
δ , первого и т. д. Рассмотрим последовательно первые две модели в этой иерархии.  

Уравнения баланса массы жидких фаз не зависят от δ . Из уравнения сохранения массы 
скелета в нулевом приближении получаем 0

ss ρρ = . Поскольку данная работа выполняется в 
рамках линейной теории упругости, изменение плотности пористой среды можно представить 
через инварианты тензора деформаций: )1( 1

0 s
ss ερρ −= , где s

s
ii

s ξdiv1 == εε . Это приводит к со-
хранению объема твердой фазы: 0div =sξ . Законы сохранения импульса для жидких фаз в ну-
левом приближении приводят к обобщенному закону Дарси [16]. Уравнение импульса для сис-
темы в целом переходит в уравнение статики. Обобщенный закон Гука и условия совместного 
деформирования несколько упрощаются. В итоге модель среды нулевого приближения по δ  
принимает вид 

 0)(div =+
∂
∂

ii
i

t
vρρ ,   woi ,= ,   pkf

i

i
ii ∇−= μα v ,   woi ,= , 

(9)
 

 0div =G ,   ΕεG ζμ m
s

mP Cc += 2 ,   ζmMp = ,   )(div)(div ooww ξξ ααζ −−= . 

В первом приближении законы сохранения массы упрощений не претерпевают. Из законов 
сохранения импульса следует, что движение жидкостей относительно скелета опять подчиня-
ется обобщенным законам Дарси, но уже с учетом деформаций скелета: 
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Уравнение импульса для смеси снова переходит в уравнение статики. Определяющие урав-
нения (7), (8) остаются без изменений. В итоге модель первого приближения по δ  имеет вид 
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КВАЗИПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ВОКРУГ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА ФЛЮИДА 

Рассмотрим для нулевого приближения случай, когда проницаемость, пористость 
VVm p /=  ( pV  — объем пор) и концентрации компонентов не зависят от пространственной пе-

ременной ,)( 0
00 mxm =  ,0kk =  ,const=iα  woi ,= . В результате уравнение для давления прини-

мает вид 0=Δp . Таким образом, в этом случае уравнения гидродинамики отделяются от урав-
нений деформирования скелета и могут быть решены независимо. Используя методику пред-
ставления уравнений равновесия теории упругости в перемещениях через вектор вращений ω  
[20], систему (9) можно записать так: 

 ,0=Δp    ,pA∇−=×∇ ω    ωξ =×∇ s ,   0=⋅∇ sξ , (11) 

здесь mBA μ/= . Это переопределенная эллиптическая система. Аналогичные системы возни-
кают в гидродинамике, и их разрешимость изучалась в [21]. 

Поведение материала в данном приближении характеризуется сохранением объема скелета 
среды. Подобный режим деформирования упомянут в [22 – 25] как один из режимов, при котором 
уравнение на поровое давление отделяется от уравнений на деформирование скелета. Однако при 
построении решения для несвязанных задач в [22, 25] используется система уравнений пороупру-
гости, в которой остаются члены ненулевого порядка по δ  и, кроме того, рассматривается одно-
мерное приближение, в котором отсутствуют сдвиговые деформации и напряжения. В общем 
случае система (11) допускает наличие сдвиговых характеристик деформирования. 

Рассмотрим систему (11) в цилиндрической системе координат ( r , ϕ , z ), 222 yxr += . Ре-
шение будем искать в виде: ),( ϕξ rur = , ),( ϕξϕ rv= , ),( ϕξ rwz = . Назовем это квазиплоской 
деформацией в отличие от плоской, при которой 0),( ≡ϕrw , и антиплоской, при которой 

0== vu , 0),( ≠ϕrw . Данная задача, по сути, является суперпозицией двух последних. Систе-
ма уравнений для перемещений с учетом 0div == se ξ  имеет вид: 
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re . (15) 

Задача для w  (уравнение (14)) отделилась, и далее мы ее не рассматриваем. Необходимое и 
достаточное условие разрешимости системы (12), (13) сводится к гармоничности давления по пе-
ременным r , ϕ . Так как давление является гармонической функцией по всем трем переменным, 
то приходим к гидростатическому распределению давления вдоль оси z . Выразив из (15) сме-
шанную производную для rv , получим из (12) эллиптическое уравнение второго порядка для u :  
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Из (13) следует, что для v  также получается эллиптическое уравнение второго порядка 
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При его выводе использовано соотношение, следующее из уравнения (15): 
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Возьмем гармоническую функцию для давления в общем виде: 

 )sincos(1)sincos( 4321 ϕϕϕϕ nCnC
r

nCnCrp n
n +++= .  

После несложных, но громоздких вычислений можно получить решения для перемещений 
в виде суммы частного решения, соответствующего давлению pu , pv , и общего решения одно-
родных уравнений 0u , 0v : 
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Здесь С и D с индексами — произвольные постоянные, а n , m , k  — целые числа. Прямые 
вычисления показывают, что данное решение удовлетворяет уравнению (15). Нетрудно также 
подсчитать, что сдвиговые напряжения в этом решении имеют вид 
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Таким образом, касательные напряжения в данном решении ненулевые. Так как ограниче-
ний на n нет, то само решение обладает достаточно большим произволом для его использова-
ния в прикладных задачах путем разложения граничных условий в ряд Фурье.  

В качестве примера рассмотрим решения для порового давления и напряжений, в которых 
члены ряда уменьшаются с увеличением радиуса. 

Исследуем две задачи, соответствующие разным граничным условиям на контуре скважины 
( brr = ). Для первой задачи будем предполагать, что нагрузка на твердую составляющую поро-
ды на контуре скважины отсутствует, а поровое давление равно давлению бурового раствора. В 
данном случае деформации скелета будут возникать только вследствие фильтрационного тече-
ния в порах. Конечно, подобная ситуация достаточно специфична, поскольку трудно себе пред-
ставить давление бурового раствора, влияющее только на фильтрацию без нагрузки на скелет. 
Однако представленный случай дает возможность выделить в общем решении с множеством 
произвольных констант составляющую, отвечающую только за фильтрацию флюида. 
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Итак, напряжения на контуре равны нулю: 
 0=== ϕϕϕ σσσ rrr    при brr = . 

Предположим, что давление бурового раствора представляет собой периодическую функ-
цию, что вполне естественно в реальных условиях вследствие, например, образования неодно-
родной по углу корки бурового раствора или прецессии буровой колонны. На границе поровое 
давление и давление бурового раствора равны: 
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Напряжения имеют вид 
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Положим 00
4

0
2 == CC  и удовлетворим граничным условиям. В итоге для коэффициентов inD  
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Окончательно напряжения представляются следующими функциями: 
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Для определенности выберем одну гармонику в решении, соответствующую 3=n , и опре-
делим интенсивность напряжений в этом случае: 
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Заметив, что rrσσϕϕ −= , вычислим интенсивность сдвиговых напряжений 
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В качестве примера рассмотрим пористую среду вокруг цилиндра радиусом 0.1 м (это ха-
рактерный радиус буровой скважины), и пусть коэффициенты iC  имеют амплитуду 1 МПа,  
коэффициент B одного порядка с коэффициентом Био – Виллиса, что для высокопористых пес-
чаников составляет 0.8. Распределение интенсивности напряжений в плоскости xy, ортогональ-
ной оси скважины, представлено на рис. 1.  

 
Рис. 1. Распределение функции интенсивности напряжений iτ , для цилиндрического решения 
при 3=n  в плоскости xy (а) и зависимость iτ  от радиуса r (б) 

Отметим, что функция iτ  является немонотонной по r. Так, максимальная интенсивность 
напряжений достигается не на стенке скважины, а на некотором расстоянии от нее, в данном 
примере 5.0* )3/5(brr =  (рис 1б). 

Сходная немонотонность в поведении напряжений ранее получалась при решении пороуп-
ругих задач вблизи скважины с помощью численных методов [26]. 

В качестве второго примера рассмотрим теперь противоположную физическую ситуацию: 
пусть гармоническое давление в скважине воздействует только на твердую составляющую по-
роды, не продуцируя при этом фильтрацию. При таких условиях поле порового давления в 
среде остается невозмущенным, поэтому приращение давления 0=p . 

Для эффективных напряжений скелета на контуре скважины получаем задачу 
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Исходя из того, что при отсутствии изменения порового давления имеем формулы 
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с учетом граничного условия приходим к уравнению 
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и окончательный вид решения: 
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Рассмотрим, как и ранее, частный случай 3=n , и вычислим интенсивность напряжений 
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Сравнение решений двух задач показывает, что влияние фильтрации на напряжения в ске-
лете проявляется, в частности, в немонотонности распределения интенсивности напряжений. 
Разделив интенсивность напряжений, полученную в первой задаче, на интенсивность напряже-
ний во второй, будем иметь 
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Согласно данной формуле, при учете фильтрации интенсивность касательных напряжений 
при удалении от скважины может существенно превысить значения, полученные без учета те-
чения жидкости. 

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ПОРИСТОЙ СРЕДЫ В ОКРЕСТНОСТИ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ВЫРАБОТКИ В СЛУЧАЕ ОСЕВОЙ СИММЕТРИИ 

Рассмотрим уравнения (11) в цилиндрической системе координат ( r , ϕ , z ); 222 yxr += . 
Решение будем искать в виде: ),( zrur =ξ , 0=ϕξ , ),( zrwz =ξ , ),( zrpp =  и используем метод 
разделения переменных. Для давления как гармонической функции вида )()( zZrRp pp=  полу-
чим задачи 

 pp ZZ 2λ=′′ ,   02 =+
′

+′′ p
p

p Rr
R

R λ ,  

где λ  — константа разделения переменных, )exp()( zCzZ kpp λ±= , а штрих обозначает диффе-
ренцирование функции одной переменной по своему аргументу. После замены переменной 

rx λ=  второе уравнение переходит в уравнение Бесселя нулевого порядка. Его общим решени-
ем является цилиндрическая функция нулевого порядка, выражаемая через функции Бесселя ну-
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левого порядка первого 0J  и второго 0Y  рода: )()()( 0201 xYCxJCxR ppp += . Здесь pC1 , pC2  — 
произвольные постоянные, поэтому можно положить 1≡kpC . Уравнение несжимаемости сре-
ды в данном случае имеет вид 
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Его можно удовлетворить введением “функции тока” ψ : 
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В нашей задаче вектор вращения будет иметь только одну ненулевую компоненту 
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В этом случае подсистема уравнений для вихря редуцируется к виду  
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Если представить функции u , w , ω , ψ  в виде ( )zZrRzrf ff )(),( = , то разделение пере-
менных в системе (16), (17) возможно при выполнении соотношений 

 puu ZCZ = ,   pww ZCZ ′= ,   pZCZ ′= ωω ,   ωψψ ZCZ = ,   pRR ′=ω ,   2/λω AC = . 

В этом случае для всех функций )(zZ f  будет выполнено уравнение ff ZZ 2λ=′′ , здесь uC , 

wC , ψC  — пока произвольные константы разделения переменных. При этом 
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Таким образом, задача сводится к определению функции )(rRψ . Для функции 
xxRxV /)()( ψ= , rx λ= , из уравнения (16) получаем неоднородное уравнение Бесселя первого 

порядка 
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Правая часть этого уравнения, как производная функций Бесселя (цилиндрической функ-
ции) нулевого порядка, является функцией Бесселя первого порядка. Общее решение этого 
уравнения представляется через функции Бесселя первого и второго рода первого порядка и 
частное решение неоднородного уравнения в виде [27] 

 )(2)()()( 1211 xVxYCxJCxV pvv
π++= , 

 ∫∫ −= dxxfxYJdxxfxJYxVp )()()( 1111 .  

Так как имеют место соотношения [28] 

 )()()( 1211 xYCxJCxR ppp −−=′ ,   )(
2 20

2
1

2
2

1 YYYxdxxY −=∫ ,   01 JdxJ −=∫ ,   01 YdxY −=∫ ,  

 ∫ −+−= 2
1

221
0

2
2
1 )1(

2
1)(

2
Jx

x
JJxdxxJ ,   ∫ −−= ]2[

4 200211

2

11 YJYJYJxdxYxJ , 
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то решение записывается через известные табулированные функции Бесселя в виде  

 )2(
4

)2(
4

)( 1200212102

2
2

0210212102

2
1 JYYJYYJYY

C
xC

JJYJYJJJY
C
xC

xV pp
p −+−−+=

ψψ λλ
. 

Для перемещений получаем: 
 ),,()exp( pvuu CCrVzCAZRu

rr
λλλ ψλ ±== , 

 2/),,()exp( λλλλ ψλ pvww CCrVzCAZRw
rr

±±== . 

Вырожденный случай ( 0=λ ) требует отдельного рассмотрения. В данной ситуации имеем 
)ln)(( rdcbzap ++= . Тогда из первого уравнения (17) следует, что )()2/( 2 rfbzazAr ++=ω , а 

из второго — erdcAbrrf +−+−= )]5.0(ln[5.0)( 2 . Здесь a, b, c, d, e — произвольные постоян-
ные. Так как )()( 21 rzr ϕϕω += , то из (16) можно получить и функцию тока в аналогичной 
форме )()( 21 rz ψψψ += , где  

 )2/6/24/()( 1211
2

1
34

1 ezezeazbzAz ++++=ψ , 

 ]))5.0(ln(5.08/)ln4/5([5.0)( 22221
24

2 ereerrddcrAbr +−+++−−=ψ . 

Здесь также ie , ije  — произвольные постоянные. Тогда для перемещений находим  

 )2/6/( 111
231

0 ezeazbzAru +++= − ,   ]ln2/)ln([5.0 221
2

0 reerddcrAbw +++−= . 

Общее решение однородной системы (17), которое соответствует постоянному поровому 
давлению, имеет вид rC /00 =ω . Тогда для )()( 000 rRzZ=ψ  из (16) получим const)(0 =zZ  и, 

как следствие, 02
2

01
2

00 )1(ln)( CrCrrCrR ++−= , т. е. решение, не связанное с поровым давле-
нием, можно представить так: 000 =u , )1ln2(0100 −+= rCCw . Общее решение системы (11) те-
перь имеет вид суммы: λuuuzru ++= 000),( , λwwwzrw ++= 000),( . 

Напряжения через перемещения выражаются как 

 r
u

mrr ∂
∂= μσ 2 ,   r

u
mμσϕϕ 2= ,   z

w
mzz ∂
∂= μσ 2 ,   )( r

w
z
u

mrz ∂
∂+

∂
∂= μσ ,   0== rr ϕϕ σσ . 

Частные производные по z от перемещений находятся тривиально, а частные производные 
по радиусу выражаются через функцию V ′ :  

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== pvv Vx

YYCx
JJCdx

dV
dr
dV

2
1

02
1

01
πλλ .  

Вычисление производных функций перемещений для получения напряжений ввиду их 
громоздкости выполнены в системе Mathematica. В качестве примера на рис. 2 приведены рас-
пределение порового давления и интенсивности напряжений для члена ряда с 1=λ  в функциях 
λu , λw  и константы 79.0=B  ( mBA μ= ), 11 =pC , 12 =pC , 1=ψC , 11 =νC , 12 =νC , 11 =C , 

10 =C , 1=a , 1=b , 1=c , 1=d , 1=ije . 
Входящие в решение функции Бесселя формируют квазипериодическую по r структуру для 

порового давления, перемещений и соответственно напряжений. Данный факт можно наблюдать 
на распределении в пространстве порового давления и интенсивности напряжений (рис. 2). Графи-
ки построены для некоторого нулевого горизонта ( 0=z ), который, вообще говоря, может распола-
гаться и на глубине в несколько километров, т. е. породный массив может находиться под сущест-
венной начальной нагрузкой. Увеличивающееся с глубиной распределение порового давления мо-
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жет быть интерпретировано как резкое увеличение давления на участке скважины, вызванное, на-
пример, закупоркой межтрубного пространства кусками шлама. При этом структура решения пре-
допределяет существование дополнительных периодических областей интенсивности напряжений, 
формирующихся на некотором расстоянии от источника (рис. 2б). Таким образом, в достаточно 
хрупких пористых породах разрушение может инициализироваться не только возле источника, но 
и в глубине породы, образуя “периодические” волны нарушенности (деструкции). 

 
Рис. 2. Распределение порового давления по r и по z (а) и интенсивности напряжений (б), МПа 

Подобные зоны деструкции отмечаются, в частности, при проходке горных выработок [29]. 
В пористых нефтегазовых коллекторах формирование таких периодических структур пока не 
наблюдалось, вероятно потому, что приборы анализа прискважинной зоны имеют малую раз-
решающую глубину вследствие рассеяния электромагнитных и ядерных излучений.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Анализ вкладов различных членов с помощью теории размерности при построении различ-
ных физических моделей является стандартным методом механики. Он не только позволяет 
построить иерархию таких моделей для описания тех или иных процессов, но и выделяет пара-
метры подобия, использование которых существенно облегчает само моделирование. Тем не 
менее последовательный анализ влияния различных членов в уравнениях двухфазной фильтра-
ции проведен в настоящей работе впервые. Уравнения (6) – (8) содержат несколько параметров 
подобия: Ld=δ , 00

fsp PPc = , 00
fsc ρρρ = , 2200

fffp LPN μρ= . Второй параметр может суще-
ственно отличаться от единицы, например при бурении или нефтедобыче, третий практически 
всегда больше единицы и особенно велик, если один из флюидов является газом. Наконец, по-
следний всегда входит в комбинации с малым параметром δ . 

В данной работе в явном виде исследованы уравнения переноса нулевого и первого прибли-
жений по δ . Содержательными оказываются уже уравнения нулевого приближения. Они реали-
зуют условия сохранения объема пористой среды, в результате чего гидродинамическая часть 
отделяется от уравнений на деформирование пористого скелета. Полученные в этом случае ана-
литические уравнения характеризуются двумя ненулевыми компонентами перемещения, при ко-
торых тензор напряжений имеет ненулевые внедиагональные компоненты. Данные простые мо-
дели описывают сдвиговые деформации среды, при которых могут возникать разрушения.  

Уравнения первого приближения являются достаточно общими. Если принять, что 
const=сiρ , swoi ,,= ; const=sα , эти уравнения сводятся к следующим: 



О. Б. Бочаров, В. Я. Рудяк, А. В. Серяков  

 67

 s
sooowww pffk 1div})]/()/([{div εδδμαμα &==∇+ v ,

 

 0)(div =+
∂
∂

ss
s

t
vαδα ,   

   

0)(div =++
∂
∂

sww
w b

t
vV δαα .

 

(18) 

Здесь )/( 21 κκκ += iib , wii kf μκ /= , woi ,= , pffk ooowww ∇+−= )//( μαμαV . Система уравнений 
двухфазной фильтрации (18) в деформируемой пористой среде является обобщением системы 
Баклея – Леверетта [16], описывающей фильтрацию в недеформируемом скелете. Уравнение на 
поровое давление, а также обобщенный закон Дарси включают в себя скорости деформаций скеле-
та. Совпадение данной системы с уравнениями классической модели Баклея – Леверетта гаранти-
руется только в случае 0=δ  либо 0div =sv , const)0( ==tsα , а эти условия отвечают уравнени-
ям нулевого приближения (9), где сохраняется объем твердой составляющей среды.  

Как уже отмечалось, на практике для описания однофазной пороупругой среды широко ис-
пользуется модель, разработанная Био [1]. Интересно понять, как соотносятся рассмотренные 
здесь модели с теорией Био. Прежде всего заметим, что определяющие соотношения, связы-
вающие тензор полных напряжений с деформациями и поровым давлением, используются те 
же, что и в [1]. Однако, чтобы получить уравнение для порового давления, соответствующее мо-
дели Био, необходимо сделать ряд дополнительных предположений. Как показано в работе [8], 
если рассматривать однородную пористую среду с условиями 0=∇ c

sρ , 0=∇ c
fρ  и предполагать 

пористость постоянной, из общей модели можно получить модифицированное уравнение Био на 
поровое давление. При выполнении указанных условий на пористость и компактные плотности 
модель первого приближения (10) переходит в однофазную модель [8]. 

Следующим интересным приближением, которое не имеет аналогов в литературе, является 
второе по δ  приближение. В этом случае обобщенный закон Гука имеет снова вид (9), а пред-
последнее уравнение системы (6) сводится к следующему: 

0)(tr
3
1)(}])tr[({div 22 =∇−−−++− ∑

≠
i

i
ki

ik
ik

i
i

i
iii rp αμδλδα σvvεEε && , woi ,= , swok ,,= . (19) 

Исследованию модели этого приближения будет посвящена специальная работа. Эта мо-
дель, так же как и модель первого приближения, может использоваться, в частности, при соз-
дании численных алгоритмов, которые будут обобщать известные (см., например, [30, 31]). 

Авторы признательны д.ф.-м.н. Е. Н. Шеру и д.ф.-м.н., проф. Л. А. Назарову за полезные 
обсуждения. 
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