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Статья касается исследования математических моделей двухскоростных сред с использованием 
данных, полученных в экспериментах Винклера, Лью и Джонсона по распространению волн Стоунли 
на границе жидкости и насыщенной пористой среды. Проводится сравнение результатов, получаемых 
в рамках теории типа Био и континуальной теории фильтрации, обсуждается обоснованность введения 
извилистости пор и частотной зависимости проницаемости и извилистости при описании механики на-
сыщенных деформируемых пористых сред.

Насыщенная пористая среда, теория пороупругости, континуальная теория фильтрации, волны 
Стоунли.

STONELEY WAVES IN THE BIOT–JOHNSON AND CONTINUUM FILTRATION THEORIES

V.N. Dorovsky, Yu.V. Perepechko, and A.I. Fedorov
The paper concerns with mathematical modeling of two-velocity media with reference to data on Stone-

ley wave propagation at the fl uid-porous solid interface from experiments by K.W. Winkler, H.L. Liu, and 
D.J. Johnson. Models obtained within the limits of two theories, that of Biot (Biot–Johnson) and continuum 
fi ltration, are investigated in comparison. On this basis, it is discussed whether it is reasonable to include pore 
tortuosity and frequency-dependent permeability and tortuosity when modeling the mechanics of deforming 
fl uid-saturated porous solids.

Fluid-saturated porous solid, theory of pore elasticity, continuum fi ltration theory, Stoneley waves

ВВЕДЕНИЕ

При исследовании нестационарных процессов в насыщенных пористых средах с привлечением 
структуры пористой среды часто используются теории типа Био [Biot, 1956, 1962]. Однако корректно 
проведенных сравнений теоретических расчетов, основанных на теории Био, с экспериментальными 
результатами на природных образцах относительно мало. К наиболее значительным эксперименталь-
ным результатам, направленным на верификацию теории Био, относится работа [Winkler et al., 1989] по 
исследованию частотной зависимости скорости волны Стоунли и ее длины поглощения на границе ци-
линдрического отверстия в пористой, насыщенной маслом среде.

Диссипативные характеристики волны Стоунли чрезвычайно чувствительны к проницаемости по-
ристой среды. Это обусловлено зависимостью волны Стоунли от второй продольной скорости в порис-
той среде, которая, в свою очередь, обладает повышенной чувствительностью к проницаемости среды. 
Волна Стоунли относительно легко экспериментально выделяется и исследуется, в то время как экспери-
ментальное выделение и исследование второй продольной скорости представляет известные проблемы.

Указанные обстоятельства заставляют с особой тщательностью рассмотреть экспериментальную 
работу [Winkler et al., 1989] с целью верификации основных положений теории Био и существующих ей 
альтернатив. В настоящей статье проводится параллельное сравнение теории Био [Biot, 1956; Winkler et 
al., 1989] и континуальной теории фильтрации [Доровский, 1989; Доровский, Перепечко, 1992; Блохин, 
Доровский, 1994]. Теория Био построена в рамках вариационного подхода, континуальная теория фильт-
рации — на основе метода законов сохранения, исходя из первых физических принципов. Метод зако-
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нов сохранения позволяет легко интегрировать в континуальную теорию уравнения электродинамики 
[Dorovsky, Imomnazarov, 1994; Доровский, Доровский, 2009], что дает возможность рассматривать про-
цессы, обусловленные акустоэлектрическими и магнитоакустическими взаимодействиями.

Поэтому проблема верификации линейного (акустического) приближения континуальной теории 
приобретает особую важность, и сравнение с широко используемой теорией Био становится актуаль-
ным. Цель предлагаемой статьи состоит в установлении соответствия двух теорий экспериментальным 
результатам [Winkler et al., 1989], в ответе на вопрос о целесообразности введения в теорию Био такого 
понятия, как извилистость, а также в целесообразности введения частотной коррекции проницаемости 
по Джонсону [Johnson, 1987] для насыщенных пористых сред исследуемого типа.

ДИНАМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ БИО–ДЖОНСОНА 
И КОНТИНУАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ

Сравнение теорий будет проводиться на основе исследования физических свойств волн Стоунли в 
сис теме, представляющей собой насыщенную пористую среду с цилиндрическим отверстием, заполнен-
ным маслом. Система неограничена как в радиальном направлении, так и в направлении оси отверстия.

Модель Био–Джонсона рассматривается в формулировке работы [Winkler et al., 1989], в которой 
объединены уравнения Био [Biot, 1956] и граничные условия, предложенные в работе [Deresiewicz, Ska-
lak, 1963]. Уравнения альтернативной модели получены линеаризацией уравнений континуальной тео-
рии фильтрации [Доровский, 1989; Доровский, Перепечко, 1992]. Граничные условия открытого типа 
обсуждаются в Приложении 2. Гидродинамические уравнения движения в пористой среде вне цилинд-
рического отверстия как для теории Био–Джонсона (сформулированные в терминах смещений пористой 
матрицы и насыщающей ее жидкости), так и для континуальной теории (сформулированные в терминах 
скоростей пористой матрицы и жидкости после исключения термодинамических степеней свободы и 
введения соответствующих коэффициентов), в линейном приближении можно представить в универ-
сальном виде (см. Приложение 1):

 ρ ρ11 12 0�� �� � �u + v u v u u v− −( )∇ − ∇ − + − =P N Q N bdiv div Δ ( ) , (1)

 ρ ρ12 22 0�� �� � �u + v u v u v− ∇ − ∇ − − =Q R bdiv div ( ) , (2)

где u, v — имеют смысл скоростей движения матрицы и насыщающей жидкости в континуальной тео-
рии фильтрации либо смещений матрицы и насыщающей жидкости в теории Био–Джонсона; ρ11 , ρ22  — 
парциальные плотности матрицы и насыщающей жидкости с учетом эффектов присоединенной массы, 
вводимых плотностью ρ12 ; P, Q, R, N — параметры модели; b — коэффициент межфазного трения. 
Здесь и далее точка над буквой означает производную по времени. Важно отметить, что исходные дина-
мические уравнения линейной теории Био и нелинейной континуальной теории фильтрации в присутс-
твии термодинамических степеней свободы существенно различаются.

В приведенных уравнениях (1), (2) и ниже в граничных условиях (4)—(7) параметры P, Q, R, N 
выражаются через упругие модули (табл. 1): в теории Био–Джонсона — через упругие модули Ks, Kb, Kf , 
N (модули всестороннего сжатия: составляющего пористую матрицу материала, незаполненного порис-
того скелета, насыщающей жидкости, соответственно; и модуль сдвига насыщенной пористой среды); в 
континуальной теории фильтрации — через модули K, γ , μ  (модуль всестороннего сжатия, второй уп-
ругий модуль и модуль сдвига насыщенной пористой среды).

В табл. 1 использованы обозначения: Δ = −( ) − +1 φ φK K K Kb s s f , ρs , ρl  — парциальные плот-
ности пористой матрицы и насыщающей жидкости, связанные с физическими плотностями пористой 
матрицы ρs

ph  и насыщающей жидкости ρl
ph  соотношениями: ρ φ ρs s

ph= −( )1 , ρ φρl l
ph= ; ρ  — плотность 

двухскоростного континуума: ρ ρ ρ φ ρ φρ= + = −( ) +s l s
ph

l
ph1 ; ρ12  — параметр, связываемый с присоеди-

ненной массой и определяемый извилистостью пористого пространства, α  — параметр извилистости. 
Величина φ  определяет пористость, k — проницаемость пористой среды, η  — вязкость насыщающей 
жидкости.

Следует отметить, что в статье [Winkler et al., 1989] задавались только упругие модули Ks, Kf , а 
модули Kb и N определялись по значениям первой продольной скорости звука cp1  и поперечной скоро-
сти звука ct .

ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ВОЛНЫ СТОУНЛИ

Характерные параметры поверхностной волны Стоунли определяются видом дисперсионного со-
отношения, как условия существования нетривиального решения, удовлетворяющего условиям на по-
верхности раздела двух сред [Викторов, 1981], в данном случае — на границе жидкости и насыщенной 
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этой жидкостью пористой среды. Уравнения в пористой среде представлены выше (1), (2). Уравнения в 
жидкости внутри цилиндрического отверстия в линейном приближении сводятся к уравнению, опреде-
ляющему скорость жидкости v*:

 ρ f
ph M��v v∗ ∗− ∇ =div 0 , (3)

где ρ f
ph  — физическая плотность жидкости, M — упругий модуль жидкости.
Условия на границе раздела насыщенной пористой среды и жидкости, заполняющей скважину, 

выраженные через скорости в континуальной теории фильтрации и через смещения в теории Био–Джон-
сона, также имеют универсальный для обеих теорий вид (в цилиндрических координатах) (см. Прило-
жение 2):

 u v vr r r1−( ) + = ∗φ φ , (4)

 P Q N Q R N u Mr r+ −( ) + +( ) + ∂ = ∗2 2div div divu v v , (5)

 N u ur z z r∂ + ∂( ) = 0 , (6)

 Q R b Mb u vdiv div divu v v+ + − = ∗( )� �ϕ ϕ φ . (7)

Подстановка решений уравнений (1) — (3) и требование равенства нулю определителя матрицы 
коэффициентов получаемой системы (4) — (7) дают необходимое для дальнейшего анализа дисперсион-
ное соотношение. Скорость волны Стоунли vSt  и коэффициент затухания 1 Q  определяются действи-
тельной и мнимой компонентами волнового вектора k гармонического решения: v kSt z= ( )ω Re , 
1 2Q k kz z= ( ) ( )Im Re .

Таблица  1.   Выражения коэффициентов уравнений и граничных условий через упругие модули 
 в рассматриваемых теориях, а также компонентный состав скоростей и векторов деформаций 
 в цилиндрической системе координат, продольная ось которой совпадает с центром 
 заполненного жидкостью цилиндрического отверстия в пористой среде

Параметр Теория Био–Джонсона Континуальная теория фильтрации

Переменные

{u 0 u }r zu = , , Вектор смещений пористой матрицы Вектор скорости матрицы

{ 0 }r zv vv = , , Вектор смещений насыщающей жидкости Вектор скорости жидкости

Коэффициенты уравнений

P ( ) ( )( ){ }1 1 1 s b s b fK K K K K− φ − φ − + φ +
Δ  

4
3

N+
2 2

2 2

4
3

s l Kρ ρ
γ + + μ

ρ ρ

Q ( )( )1 1 s bK Kφ − φ −
Δ

2

2 2
s l l Kρ ρ ρ

γ −
ρ ρ

R
21

sKφ
Δ

2 2

2 2
l l Kρ ρ

γ +
ρ ρ

N N μ

Плотности

11ρ 12sρ − ρ sρ

22ρ 12lρ − ρ lρ

12ρ ( )1 l− α − ρ 0

Диссипативный коэффициент

b
2

k
η

φ
0

l

k
ρ η

⋅
ρ
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Результаты расчета частотной зависимости скоростей и коэффициента поглощения волны Стоун-
ли приведены для четырех образцов (трех искусственных A, B, C и одного природного Berea SandStone) 
лучшего песчаника для лабораторных исследований, для которых имеются экспериментальные и теоре-
тические кривые в работе [Winkler et al., 1989]. Значения параметров этих образцов приведены в 
табл. 2.

ВОЛНЫ СТОУЛИ И ТЕОРИИ БИО И БИО–ДЖОНСОНА

Диссипация в модель Био входит посредством сил межфазного трения. Коэффициент трения b 
связан с проницаемостью k соотношением b k= φ η2 / . Частотная зависимость проницаемости k и изви-
листости α  (параметр, ассоциированный с ρ12 ) определяется в работе Джонсона [Johnson, 1987]:

 k k F= ( )0 ω ,  α α ω ω ω= ( )∞i Fa / , 

где F i ia aω ω ω ω ω( ) = − −1 2 , ω ηφ α ρa l
phk= ∞/ 0 .

Ниже (рис. 1) приводятся результаты расчета частотной зависимости скоростей и длины поглоще-
ния волны Стоунли для четырех образцов A, B, C, Berea S.S. [Winkler et al., 1989]. Для всех образцов 
сплошная черная кривая соответствует теоретической кривой в работе, в расчетных данных которой не 
учитывается частотная зависимость проницаемости; экспериментальные данные на графиках отмечены 
точками. Кривые в цвете на нижеприведенных графиках соответствуют расчетам, проведенным для на-
стоящей статьи и значению варьируемых параметров, указанных непосредственно на графике.

Для кривой частотной зависимости фазовой скорости волны Стоунли Berea S.S. (природный обра-
зец) характерная частота ωa  принимает значение, равное ~ 482 кГц (см. рис. 1). Для аналогичной кри-
вой частотной зависимости для образца A характерная частота ωa  принимает значение ~ 488 кГц (рис. 2). 

Таблица  2.  Параметры образцов, используемые в работе [Winkler et al., 1989], а также параметры Kb и cp2, 
 рассчитанные по формулам, приведенным в приложении цитируемой работы

Параметр A B C Berea S.S.

Пористость φ 0.265 0.229 0.223 0.21

Проницаемость k, D = 10–12 м2 3.6 2.3 1.3 0.22

Плотность вещества матрицы ph
sρ , кг/м3 2300 2270 2290 2650

Плотность насыщающей жидкости ph
sρ , кг/м3 960 934 818 934

Кинематическая вязкость ν , Cs = 10–6 м2/с 100 10 1 10

Скорость звука в жидкости fc , м/с 1014 999 926 999

Характерная частота, 0/ ph
a lk∞ω = ηφ α ρ , кГц 488 66 11 482

Упругие модули, ГПа

sK 50 50 50 37

fK 0.987 0.932 0.706 0.932

N 5.19 4.86 5.22 8.95

bK 5.77 7.28 6.09 8.93

Скорости звука в насыщенной пористой среде, м/с

1pc 2850 2930 2822 3208

2pc 589.8 581.5 547.9 520.2

tc 1680 1610 1665 2005
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Рис. 3. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли для раз-
личных параметров.
Теория Био–Джонсона, искусственный образец C (ωa = 11 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].

Рис. 1. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли для раз-
личных параметров.
Теория Био–Джонсона, природный образец Berea S.S (ωa = 482 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 
1989].

Рис. 2. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли для раз-
личных параметров.
Теория Био–Джонсона, искусственный образец A (ωa = 488 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].
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Рис. 6. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли в теории 
Био–Джонсона (BJT) и континуальной теории фильтрации (CTF).
Искусственный образец A (ωa = 488 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].

Рис. 4. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли для раз-
личных параметров.
Теория Био–Джонсона, искусственный образец B (ωa = 66 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].

Рис. 5. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли в теории 
Био–Джонсона (BJT) и континуальной теории фильтрации (CTF).
Природный образец Berea S.S. (ωa = 482 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].
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Как легко заметить, нулевое значение параметра ρ12  (отсутствие извилистости: α = 1) дает хорошее со-
гласие с экспериментальными результатами. Присутствие извилистости в уравнениях ухудшает согла-
сие с результатами эксперимента для искусственного образца. Частотная коррекция извилистости и про-
ницаемости при этом не дает дополнительного вклада. То есть экспериментальные результаты лучше 
согласуются с теорией Био в отсутствие частотной коррекции проницаемости и извилистости.

Для образца C (ωa = 11 кГц, рис. 3) вводим извилистость и выбираем ее значение так, чтобы рас-
четы соответствовали экспериментальным результатам (кривая, выделенная красным цветом). Действие 
будет иметь смысл, если для другого образца B (ωa = 66 кГц, рис. 4) экспериментальный результат так-
же ляжет на расчетную кривую. Легко заметить, что при характерной частоте ωa = 66 кГц (см. рис. 4) 
экспериментальный результат не согласуется с выбранной стратегией коррекции теории Био (кривая, 
выделенная красным цветом, см. рис. 4), т.е. введение извилистости позволяет согласовать эксперимен-
тальные результаты для образца C с ωa = 11 кГц без частотной коррекции проницаемости. Но такой 
выбор извилистости приводит к полному несоответствию теории и эксперимента для образца с харак-
терной частотой ωa = 66  кГц. Частотная коррекция Джонсона и здесь не позволяет улучшить согласие с 
экспериментальными данными (см. кривую c α(f) и k(f) на рис. 4).

Приведенные расчеты и экспериментальные результаты по четырем образцам позволяют сделать 
заключение, что введение частотных зависимостей проницаемости и извилистости не решает проблемы 
уже для образцов с характерной частотой ωa = 66  кГц и ухудшают согласие с экспериментальными ре-
зультатами для образцов с ωa = 482 488,  кГц. Корректировка теории на всех образцах одновременно 
введением извилистости невозможна, т.е. оснований для введения в теорию такого понятия, как изви-
листость, нет.

ВОЛНЫ СТОУНЛИ И КОНТИНУАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ФИЛЬТРАЦИИ

Диссипация в континуальной модели определяется коэффициентом межфазного трения b, которо-
му можно искусственно сопоставить проницаемость (в отличие от модели Био–Джонсона — постоян-
ную) k bl= ρ η ρ . Параметр ρ12  модели Био в континуальной теории отсутствует: ρ12 0= , что соответс-
твует в модели Био значению извилистости α = 1. Континуальная теория фильтрации не содержит 
частотной коррекции проницаемости.

Ниже приведены расчеты характеристик волн Стоунли для тех же самых четырех образцов (см. 
табл. 2), расчеты для которых проводились по теории Био–Джонсона, представленных выше (на графи-
ках — черная сплошная линия). На рис. 5–8 приведены расчеты по теории Био–Джонсона (BJT) (для 
случая постоянных проницаемости k и извилистости α ) и по континуальной теории фильтрации 
(CTF).

Непосредственно из результатов расчета видно, что для образцов с характерной частотой
ωa = 488 482,  кГц (обр. Berea S.S., см. рис. 5, и A, см. рис. 6) континуальная теория, так же как и теория 
Био–Джонсона, дает хорошее совпадение без всякой частотной коррекции. Континуальная теория филь-
трации также дает неплохое совпадение для образца B со значением характерной частоты ωa = 66  кГц 
(см. рис. 7). Проблема возникает в случае образца C с аномально высокой текучестью (см. рис. 8). Это 
экзотические образцы, но проблема частотной зависимости, как это видно из графика, сохраняется. Лю-
бопытно отметить, что формальное введение параметра извилистости в континуальную теорию практи-
чески решает все проблемы для образца C (розовая кривая, см. рис. 8) и при этом несколько улучшает 
результаты для остальных образцов. Однако физический механизм, стоящий за этой коррекцией в кон-
тинуальной теории, неясен.

ОБСУЖДЕНИЕ

Приведенные расчеты говорят о дополнительной дисперсии скорости волн Стоунли от диссипа-
тивного параметра, отличного от проницаемости. Действительно, гидродинамика насыщенных порис-
тых сред отличается от обычной гидродинамической теории прежде всего тем, что в двухскоростной 
теории отсутствует локальное термодинамическое равновесие в силу наличия относительной скоро-
сти — локальной термодинамической переменной гидродинамического характера. Общее представле-
ние о локальном гидродинамическом равновесии, принимаемом в односкоростной гидродинамической 
теории здесь не применимо. В двухскоростной теории мы имеем дело с локальным неравновесным тер-
модинамическим параметром, который должен обусловливать локальную релаксацию и тем самым оп-
ределять дисперсию акустических характеристик системы, если следовать логике работы [Мандель-
штам, Леонтович, 1937], описывающей релаксационные процессы в конденсированных средах. Само 
введение проницаемости как диссипативного параметра системы (на самом деле следует говорить о 
силе трения, пропорциональной вязкости жидкости и обратно пропорциональной проницаемости) обус-
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ловливает локальную экспоненциальную релаксацию, совмещенную с релаксацией гидродинамических 
переменных на гидродинамическом масштабе. Действительно, рассмотрим корректную, внутренне не 
противоречивую двухскоростную модель среды с одним давлением [Доровский, Перепечко, 1989]. Для 
фильтрационной системы [Блохин, Доровский, 1994] это означает, что мы для простоты рассмотрения 
пренебрегаем упругим взаимодействием между элементами пористой матрицы. Релаксация в такой сис-
теме описывается линеаризованными (в акустическом приближении) уравнениями:

 ∂ = − ∂ +t i i
l

iv p f1 1

0 0ρ ρ ,

,  ∂ = − ∂ −t i i
s

iu p f1 1

0 0ρ ρ ,

, 

где сила трения имеет вид f u v= −b( ) . Очевидно, разность скоростей определяется простым кинети-
ческим уравнением:

 ∂ − = − −t
s

( ) ( )
,

u v u vρ
ρ

ω0

0
, 

с решением exp / ,−( )ρ ω ρ0 0t s . В последнем выражении введена характерная частота ω ρ= b l0, . Система 
может допускать разделение коэффициента трения b kl= ( ) ⋅ ⋅ −ρ ρ η0 0

1
,  на диссипативный η  («внепоро-

вая» вязкость жидкости) и геометрический факторы k (проницаемость). В правильных динамических 
уравнениях введение в теорию коэффициента трения равносильно введению локальной релаксации — 

Рис. 7. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли в теории 
Био—Джонсона (BJT) и континуальной теории фильтрации (CTF).
Искусственный образец B (ωa = 66 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].

Рис. 8. Частотная зависимость скорости (а) и коэффициента затухания (б) волны Стоунли в теории 
Био—Джонсона (BJT) и континуальной теории фильтрации (CTF).
Искусственный образец C (ωa = 11 кГц). Точки — экспериментальные данные из [Winkler et al., 1989].
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причины дисперсии акустических характеристик системы при частотах ω ωρ ρ≥ 0 0,l . Введение всякой 
другой частотной зависимости, например проницаемости, требует более четкого физического обоснова-
ния, чем это предложено в теории Био–Джонсона.

Таким образом, анализ расчетных данных по теории Био как в отсутствие частотной коррекции, 
так и с учетом частотной коррекции, согласно работе Д. Джонсона [Johnson et al., 1987], а также с учетом 
экспериментальных данных по частотной зависимости скоростей волн Стоунли, позволяет сделать сле-
дующие утверждения: 1) необходимости введения такого параметра, как извилистость, нет; 2) частотная 
коррекция проницаемости не решает проблемы частотной зависимости волн Стоунли, например, для 
практически важного случая со значением характерной частоты ωa = 66  кГц; 3) экспериментальные 
данные указывают на то, что частотная зависимость волн Стоунли обусловлена не только межфазным 
трением, но и релаксационными процессами другой природы; 4) континуальная теория фильтрации при 
меньшем количестве параметров, входящих в теорию, дает более адекватный результат.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как теория Био–Джонсона, так и континуальная теория фильтрации хорошо описывают акустику 
насыщенных пористых сред с характерными частотами ωa = 488 482,  кГц. Но континуальная теория, в 
отличие от теории Био–Джонсона, позволяет получить хорошее согласие с экспериментальными данны-
ми по волнам Стоунли на границе насыщенных пористых сред для образцов с характерными частотами 
ωa = 66 488 482, ,  кГц без введения частотной коррекции, т.е. с меньшим количеством вводимых в тео-
рию дополнительных параметров. Проблемы частотной зависимости возникают в континуальной тео-
рии фильтрации только при описании образцов с характерной частотой ωa = 11 кГц. Формальное введе-
ние в этом случае в континуальную теорию фильтрации параметра, аналогичного параметру 
извилистости теории Био, без частотной коррекции позволяет добиться хорошего согласия с параметра-
ми волн Стоунли по всем экспериментально исследованным образцам, однако понимание природы тако-
го расширения теории требует дополнительных исследований. Подчеркнем, в отличие от теории Био, 
континуальная теория фильтрации вводит в рассмотрение только три упругих модуля, взаимно-одно-
значно связанных с тремя скоростями звука насыщенной пористой среды, что дает континуальной тео-
рии преимущество при исследовании вопросов, связанных с технологическими задачами.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Уравнения континуальной теории фильтрации формулируются в терминах скоростей матрицы и 
жидкости u, v [Доровский, 1989; Доровский, Перепечко, 1992; Блохин, Доровский, 1994]. В линейном 
приближении динамические уравнения в насыщенной пористой среде можно записать в виде

 ρ σ
ρ
ρs t i k ik

s

l
i i iu s b u v∂ − ∂ − ∂ + −( ) = 0 , 

 ρl t i k i iv s b u v∂ − ∂ − −( ) = 0 . 

Полный тензор напряжений и давление определяются соотношениями Σik ik
l

iks= +σ ρ
ρ

δ , s pl= −
ρ
ρ

, 
так что Σik ik ikp= −σ δ .

Уравнения теории Био формулируются в терминах смещений матрицы и жидкости u, v [Biot, 
1956]. Линейные уравнения движения насыщенной пористой среды можно записать в виде

 ρ ρ σs t i t i i k ik t i t iu u v b u v∂ − ∂ −( ) − ∂ + ∂ − ∂( ) =2
12

2 0 , 

 ρ ρl t i t i i i t i t iv u v s b u v∂ ∂ −( ) − ∂ − ∂ − ∂( ) =2
12

2 0+ . 

Полный тензор напряжений определяется соотношением Σik ik iks= +σ δ ; давление, в отличие от 
континуальной теории фильтрации, вводится соотношением s p= −φ , так что Σik ik ikp= −σ φ δ .

Таким образом, уравнения теорий в линейном приближении отличаются определением давления, 
в результате чего в континуальной теории фильтрации градиент гидродинамического давления входит и 
в уравнение на скорость деформируемой пористой матрицы и непосредственно определяет ее эволю-
цию.

Тензоры напряжений в изучаемых теориях через параметры P, Q, R, N выражаются соотношения-
ми, представленными в табл. 3 (в случае континуальной теории фильтрации — временные производные 
давления и тензора напряжения).
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В результате подстановки выражений для тензоров напряжений в динамические уравнения, полу-
чаем универсальную систему уравнений (1), (2).

Определение скоростей звука по упругим модулям в насыщенной пористой среде в теории Био 
дается соотношениями (А-19)—(А-27) из статьи [Winkler et al., 1989]:

 c PR Qp p1 2
2

2
2 2 21

2
4, = Δ ± Δ − −( )( )

Δ
Δρ

ρ , 

 Δ = + −ρ ρ ρ22 11 122P R Q ,  ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρρΔ = − = −2
11 22 12

2
12s l , 

 c Nt
s

2

12

1=
−ρ ρ α

, 

в которых коэффициенты P, Q, R, N как функции упругих модулей определены в табл. 2.
В континуальной теории фильтрации определение скоростей звука по упругим модулям в насы-

щенной пористой среде дается соотношениями [Блохин, Доровский, 1994]

 c K Kp p
s

s l1 2
2 21

2
4 4

3, = Δ ± Δ − + +( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ρρ

ρ ρ γ γ μ , 

 Δ = + +ρ ρ γ ρμl sK 4
3

, 

 
ct

s

2 1=
ρ

μ ,
 

но, в отличие от теории Био, все три упругих модуля K, γ , μ  однозначно определяются по значениям 
первой и второй продольных скоростей звука cp1 , cp2  и поперечной скорости звука ct

 K c c c c c cs

l
p p l t p p s l t= + − − −( ) −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞1
2

8
3

64
91

2
2

2 2
1

2
2

2 2 4ρ
ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
⎠⎠
⎟⎟ , 

 γ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= + − + −( ) −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

1
2

8
3

64
91

2
2

2 2
1

2
2

2 2 4c c c c c cp p s t p p s l t , 

 μ ρ= s tc2 . 

Таблица  3 .  Выражения тензоров напряжений в теории Био и их временных производных 
                             в КТФ через параметры P, Q, R, N

Тензор напряжений в насыщающей жидкости

BJT: s p= −φ

div divQ R+u v
CTF:

 

ls pρ
= −

ρ
� �

Тензор напряжений в пористой матрице

BJT: ikσ

( ) ( )2 div divik ik i k k iP N Q N u u− δ + δ + ∂ + ∂u v
CTF:

 

s
ik ik

l

sρ
σ + δ

ρ
� �

Полный тензор напряжений в насыщенной пористой среде

BJT: ikΣ

( ) ( ) ( )2 div divik ik i k k iP Q N Q R N u u+ − δ + + δ + ∂ + ∂u v
CTF: ikΣ�
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Определим граничные условия на примере континуальной теории фильтрации. Условия на грани-
це пористая среда—жидкость для случая открытых пор принимаются в следующем виде (звездочка оз-
начает параметр, относящийся к жидкости в скважине, индекс n отвечает нормальной компоненте тен-
зора, индекс τ  — касательной):
закон сохранения массы приводит к соотношению

 u v vn n n1−( ) + =φ φ * ; 

закон сохранения импульса требует непрерывности нормальных и касательных напряжений

 Σ Σnn nn= * , 

 Σnτ = 0 ; 

уравнение баланса импульса жидкой фазы, в силу линейности модели, позволяет получить условие, 
аналогичное использованному в [Deresiewicz, Skalak, 1963; Rosenbaum, 1974]:

 σ φσnn
l

nn= * , 

где под тензором напряжений жидкой компоненты σnn
l  ( Σik nn

s
nn
l= +σ σ ) в общем случае понимается тен-

зор напряжений, включающий в себя и диссипативную часть со слагаемым b u vn n( )� �− .
Последнее условие в линейном приближении может быть записано в форме

 − + −( ) = −
ρ
ρ

ϕ ϕ φl
b u vp b p* , 

где ϕ u v,{ }  — скалярный потенциал, вводимый в разложении полей u v, rot, ,{ } = ∇ +{ } { }ϕ u v u vψψ  на потенци-
альную и соленоидальную части.

Коэффициент межфазного трения на границе bb  может быть представлен в виде κb , где κ  — за-
даваемый параметр, но в общем случае bb  может задаваться и отличным образом. В данной статье при-
водятся результаты, полученные в предположении об открытости границы, т.е. коэффициент κ  полага-
ется нулю, как и в работе [Winkler et al., 1989].

ЛИТЕРАТУРА

Блохин А.М., Доровский В.Н. Проблемы математического моделирования в теории многоскорос-
тного континуума. Новосибирск, ОИГГМ СО РАН, 1994, 187 с.

Викторов И.А. Звуковые поверхностные волны в твердых телах. М., Наука, 1981, 288 с.
Доровский В.Н. Континуальная теория фильтрации // Геология и геофизика, 1989 (7), с. 39—45.
Доровский В.Н., Перепечко Ю.В. Теория частичного плавления // Геология и геофизика, 1989 (9), 

с. 56—65.
Доровский В.Н., Перепечко Ю.В. Феноменологическое описание двухскоростных сред с релак-

сирующими касательными напряжениями // ПМТФ, 1992, т. 33, № 3, с. 403—409.
Доровский В.Н., Доровский С.В. Электромагнитоакустический метод измерения электропровод-

ности и ξ-потенциала // Геология и геофизика, 2009, т. 50 (6), с. 735—744.
Мандельштам Л.И., Леонтович М.А. К теории поглощения звука в жидкостях // ЖЭТФ, 1937, 

т. 7, № 6, с. 438—444.
Biot M.A. Theory of propagation of elastic waves in a fl uid-saturated porous solid. I. II. // J. Acoust. Soc. 

Amer., 1956, v. 28, № 2, p. 168—191.
Biot M.A. Generalized theory of acoustic propagation in porous dissipative media // J. Acoust. Soc. 

Amer., 1962, v. 34, № 5, part I, p. 1254—1264.
Deresiewicz H., Skalak R. On uniqueness in dynamic poroelasticity // Bull. Seismol. Soc. Amer., 1963, 

v. 53, № 4, p. 783—788.
Dorovsky V.N., Imomnazarov Kh.Kh. A mathematical model for the movement of a conducting liquid 

through a conducting porous medium // Mathem. Comp. Modell., 1994, v. 20, № 7, p. 91—97.
Dorovsky V.N., Perepechko Yu.V., Romensky E.I. Godunov’s scheme for the analysis of the nonlinear 

wave process in the two-velocity media with elastic interaction // ASME. FED, 1994, v. 196, № 9, p. 355—
366.



632

Johnson D.L., Koplik J., Dashen R. Theory of dynamic permeability and torluosity in fl uid-saturated 
porous media // J. Fluid Mech., 1987, v. 176, p. 379—402.

Rosenbaum J.H. Synthetic microseismograms: logging in porous formations // Geophys., 1974, v. 39, 
№ 1, p. 14—32.

Winkler K.W., Liu H.L., Johnson D.L. Permeability and borehole Stoneley waves: comparison between 
experiment and theory // Geophys., 1989, v. 54, p. 66—75.

Рекомендована к печати 21 октября 2011 г.
М.И. Эповым

Поступила в редакцию 13 октября 2010 г.,
после доработки — 1 июля 2011 г.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


