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Изложена методика численного исследования динамики монодисперсной газовзвеси в
нелинейном волновом поле акустического резонатора, для описания которой использу-
ется модель двухтемпературной двухскоростной среды без учета фазовых переходов,
столкновений частиц и возможной коагуляции. Считается, что вязкостью обладает
только несущая среда, описываемая системой уравнений Навье — Стокса для сжима-
емого газа. Дисперсная фаза описывается уравнениями сохранения массы, компонент
вектора импульса и внутренней энергии. Для получения монотонного решения систе-
ма уравнений, описывающая движение несущей среды и дисперсной фазы в обобщен-
ных подвижных координатах, решается с использованием явного метода Мак-Кормака
с расщеплением по пространственным направлениям и консервативной схемы коррек-
ции. Метод может быть применен при исследовании нелинейных колебаний двухфазной
смеси в окрестности первых трех собственных частот в плоском канале.

Ключевые слова: акустический резонатор, газовзвесь, уравнения Навье— Стокса, яв-
ная схема Мак-Кормака, нелинейные и разрывные колебания, узлы и пучности стоячей
волны скорости.

Введение. Интерес к исследованию влияния волновых полей на взвешенные в газе

частицы обусловлен возможностью управления их пространственным распределением за

счет выбора параметров акустического воздействия. Известно, что частицы, находящие-
ся в акустическом поле, движутся под влиянием нескольких факторов, к числу которых
относятся периодическое изменение вязкости колеблющейся среды, асимметрия движе-
ния несущей среды в фазах сжатия и разрежения, акустические течения [1, 2]. Наиболее
существенное влияние акустического поля на движение частицы имеет место при воз-
никновении на резонансных частотах газового столба волн разрывного типа. В закрытом
канале эти частоты определяются по формуле fnm = nc/(2mL), где c — скорость звука;
L — длина канала; числовые параметры n, m определяют порядок резонанса. При незна-
чительной объемной или массовой доле твердой фазы динамику газовзвеси в нелинейных

волновых полях допустимо моделировать на основе решения уравнений движения оди-
ночной частицы в несущей среде, не учитывая межфазный обмен импульсом и энергией.
С увеличением массовой доли твердой фазы возрастает ее влияние на динамику газовзве-
си, поэтому для описания нелинейных эффектов, наблюдающихся при интенсивных коле-
баниях, необходимо использовать модель, основанную на концепции взаимопроникающих
сред [3]. В качестве такой модели выбрана система уравнений бесстолкновительной ди-
намики монодисперсной двухтемпературной двухскоростной среды без фазовых переходов

[4–6].
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1. Уравнения движения несущей среды и дисперсной фазы. С учетом межфаз-
ного обмена импульсом и энергией система уравнений Навье — Стокса [7], описывающая
движение несущей среды, в декартовых координатах в двумерной постановке имеет сле-
дующий вид:
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Здесь ρ — плотность несущей среды; u, v, u1, v1 — составляющие скорости несущей

среды и дисперсной фазы; e, λ, µ — полная энергия, теплопроводность и вязкость несущей
среды; величины Fx, Fy, Q определяются законами межфазного трения и теплообмена;
I = RT/(γ − 1) — внутренняя энергия газа.

Динамика дисперсной фазы описывается уравнениями сохранения средней плотности,
компонент вектора импульса и внутренней энергии [4–6]
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где α, ρ1, e1, T1 — объемная доля, средняя плотность, внутренняя энергия и температура
дисперсной фазы; Cp, ρт — удельная теплоемкость и плотность частиц твердой фазы; Fx

и Fy — составляющие силы трения [4]:
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ϕ(α) = (1− α)−2,5, Re10 = ρ|V̄ − V̄1|2r/µ < 2 · 105, M10 = |V̄ − V̄1|/c 6 2,

Nu = 2 exp (−M10) + 0,459 Re0,55
10 Pr0,33, Pr = γCpµ/λ.

Температура несущей среды определяется из соотношения T = (γ − 1)(e/ρ− 0,5(u2 +
v2))/R. Внутренняя энергия взвешенной в газе твердой фазы определяется по формуле

e1 = ρ1CpT1. В уравнение энергии для несущей фазы входят теплопроводность газа λ и
тепловой поток, возникающий за счет теплообмена между газом и частицей:

Q = 4αтπr2(T − T1)n = 6αNuλ(T − T1)/(2r)
2,

где Nu = 2rαт/λ; αт — коэффициент теплообмена между поверхностью частицы и газом;
n — концентрация частиц.

2. Уравнения движения монодисперсной двухтемпературной двухскорост-
ной среды в обобщенной подвижной системе координат. Динамическую систе-
му уравнений двухфазной двухскоростной двухтемпературной сплошной среды запишем

в безразмерном виде в обобщенной подвижной системе координат. Обозначим через ρ0,
c, L невозмущенные значения плотности и скорости звука в газе, а также характерный
линейный размер задачи. Безразмерные переменные вводятся с помощью следующих со-
отношений: ρ = ρ0ρ̃, u = cũ, v = cṽ, p = ρ0c

2p̃, x = Lx̃, y = Lỹ, t = (L/c)t̃, T = T̃ /(ρ0c
3L),

Fx = F̃x/(L/(ρ0c
2)), Fy = F̃y/(L/(ρ0c

2)), Q = Q̃/(L/(ρ0c
3)), Q̃1 = Q̃(ρ0/ρ10)(c

2/(CтT10))
(знак “∼” соответствует безразмерным переменным). Подставим эти выражения в урав-
нения неразрывности, сохранения импульса и энергии газа. Для обезразмеривания урав-
нений движения фракции частиц используем соотношения ρ1 = ρ10ρ̃1, u1 = cũ1, v1 = cṽ1,
e1 = (ρ10CpT10)ẽ, где ρ10 = α0ρт — невозмущенная плотность фракции частиц; α0 — на-
чальная объемная доля фракции частиц; T10 — температура твердой фазы. В обобщенной
подвижной системе координат [7, 8] система уравнений движения двухфазной двухтемпе-
ратурной двухскоростной монодисперсной смеси в безразмерных переменных принимает

вид
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H = J−1
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∣∣∣∣∣∣ , ξt = −xtξx − ytξy, ηt = −xtηx − ytηy.

Здесь и далее знак “∼” для обозначения безразмерных переменных не используется. Дав-
ление несущей среды определено выше. Физическая область течения в переменных x,
y, t отображается на каноническую расчетную область в переменных ξ, η, t [7, 8].
В правой части системы введены обозначения пространственных производных ∂/∂x =
ξx ∂/∂ξ + ηx ∂/∂η, ∂/∂y = ξy ∂/∂ξ + ηy ∂/∂η. Система (1) в области с изменяющимися
границами решалась с использованием явного метода Мак-Кормака второго порядка в
обобщенных подвижных координатах ξ = ξ(x, y, t), η = η(x, y, t) [7–9] и схемы нелинейной
коррекции решения [10].

3. Результаты расчетов динамики газовзвеси в нелинейном волновом поле.
Рассмотрим динамику двухфазной газовзвеси в нелинейном волновом поле в плоском кана-
ле (рис. 1), продольные колебания среды в котором возбуждаются поршнем, перемещаю-
щимся по гармоническому закону [7]. В численном эксперименте длина канала L = 1 м,
высота канала d = 0,06 м, амплитуда колебаний поршня a = 0,01 м. В начальный мо-
мент времени газовзвесь представляет собой воздух с равномерно распределенной твердой

дисперсной фракцией с фиксированной плотностью частиц. В начальный момент времени
смесь неподвижна, температуры фаз одинаковы: T0 = T10, плотность воздуха и объемная
доля дисперсной фазы α заданы. При t = 0 поршень начинает движение по гармоничес-
кому закону x(t) = a sin (ωt), где ω — одна из заданных собственных частот продольных

колебаний несущей среды в плоском канале.
3.1. Динамика газовзвеси при различных начальных значениях объемной доли твер-

дой фракции с частицами заданного радиуса. Пусть радиус частиц r = 50 мкм, поршень
колеблется с первой собственной частотой, начальная температура фаз T0 = 343 К. На
рис. 2 приведены x-составляющие скоростей несущей среды и дисперсной фазы при на-
чальной объемной доле фаз α = 0,0001; 0,0005; 0,0010. Во всех случаях амплитуда коле-
баний скорости несущей среды больше амплитуды колебаний скорости твердой фракции.
При малой начальной объемной доле твердой фракции колебания несущей среды нели-
нейны: волна имеет крутой передний и пологий задний фронты (см. рис. 2,а). По мере

x=asin(wt)

d
x

2

1

L

Рис. 1. Схема плоского канала (резонатора):
1 — плоский канал, 2 — поршень
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Рис. 2. Зависимость колебаний продольных составляющих векторов скоростей
газа (1) и дисперсной фазы (2) от объемной доли твердой фазы:
а — α = 0,0001; б — α = 0,0005; в — α = 0,0010

увеличения объемной доли твердой фазы α амплитуда колебаний скоростей несущей и
дисперсной фракций уменьшается, форма колебаний приближается к гармонической (см.
рис. 2,б,в). По мере увеличения объемной доли твердой фракции фазовый сдвиг скорости
увеличивается: ∆ϕ ≈ 0,16Tп при α = 0,0001; ∆ϕ ≈ 0,18Tп при α = 0,0005; ∆ϕ ≈ 0,2Tп при
α = 0,0010 (Tп — период внешнего возмущения).

3.2. Динамика крупно- и мелкодисперсной газовзвесей при одном и том же началь-
ном значении объемной доли твердой фракции. Пусть начальная объемная доля газовзвеси
α = 0,001. На рис. 3,а–г представлены временные зависимости скоростей газовзвесей, обра-
зованных частицами радиусом r = 100; 1 мкм. Поршень колеблется с третьей собственной
частотой [11].

В случае крупнодисперсного аэрозоля амплитуда колебаний скорости несущей сре-
ды в 1,5 раза больше, чем в случае мелкодисперсного аэрозоля, и приближенно равна
амплитуде колебаний скорости воздуха в отсутствие твердой фракции (см. рис. 3,а). Ам-
плитуда колебаний скорости твердой фракции, отстающих по фазе от колебаний скорости
газа на 0,4Tп, значительно меньше (см. рис. 3,а,в). В случае мелкодисперсной газовзвеси
между колебаниями скоростей твердой фракции и несущей среды имеется незначительный

фазовый сдвиг (см. рис. 3,б,г). Аналогичный характер имеют колебания температуры га-
за и твердой фракции (см. рис. 3,д,е). В крупнодисперсной смеси амплитуды колебаний
температур несущей среды и дисперсной фазы существенно различаются: изменение тем-
пературы газа за период превышает 30 К, в то время как изменение температуры твердой
фракции за период составляет не более 5 К. При этом фазовый сдвиг колебаний темпе-
ратуры твердой фракции относительно колебаний температуры газа составляет прибли-
зительно 0,4Tп. В мелкодисперсной газовзвеси температуры фаз близки, фазовый сдвиг
колебаний температур практически отсутствует.

3.3. Пространственное распределение плотности и температуры в крупно- и мел-
кодисперсной газовзвесях, возникающее в процессе дрейфа твердой фракции в нелиней-
ном волновом поле. При колебаниях несущей среды частицы, находящиеся во взвешенном
состоянии, дрейфуют, т. е. вследствие несимметрии волновых фронтов и наличия акусти-
ческого течения совершают перемещения за период изменения внешнего поля [1, 2, 9]. Ха-
рактер дрейфа легких и тяжелых частиц различается. Как легкие, так и тяжелые частицы
переносятся акустическим потоком, возникающим при периодических колебаниях вязкой
среды. В то же время передача импульса от несущей среды к частице при несиммет-
рии волновых фронтов в фазах сжатия и разрежения зависит от инерционности частицы.
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Рис. 3. Колебания продольных составляющих вектора скорости и температуры
газовзвеси:
а, в, д — крупнодисперсная газовзвесь (r = 100 мкм), б, г, е — мелкодисперсная газо-
взвесь (r = 1 мкм); а, в — скорости газа и твердой фракции крупнодисперсной газо-
взвеси в разных масштабах; б, г — скорости газа и твердой фракции мелкодисперсной

газовзвеси в разных масштабах; д — температуры газа и крупнодисперсной твердой

фракции; е — температуры газа и мелкодисперсной твердой фракции
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Рис. 4. Распределения плотности и температуры крупно- и мелкодисперсной
твердой фракции на оси канала в различные моменты времени:
а, б — средняя плотность (а — r = 100 мкм, б — r = 1 мкм); в, г — температура

твердой фракции (в — r = 100 мкм, г — r = 1 мкм); д — распределение узлов и пучно-
стей стоячей волны скорости газа (сплошная линия — падающая волна, штриховая —
отраженная волна)

Если волна не является разрывной, а частица достаточно легкая, то она приобретает
скорость, равную скорости несущей среды в фазе сжатия (тем более в фазе разрежения)
при незначительном суммарном перемещении за период. Более тяжелая частица может
не успеть переместиться за внешней средой в быстропротекающей фазе сжатия, но пе-
ремещается в более медленной фазе разрежения. В этом случае имеют место ненулевое
среднее за период перемещение и дрейфовая скорость. На рис. 4 представлены распределе-
ния средней плотности крупно- и мелкодисперсной твердой фракции в различные момен-
ты времени при возбуждении колебаний на третьей собственной частоте газового столба.
Средняя плотность крупнодисперсной фракции увеличивается вблизи узлов стоячей волны

поля скорости (см. рис. 4,а). Максимумы плотности мелкодисперсной фракции смещены
за счет переноса более легких частиц акустическим потоком (см. рис. 4,б). В целом обу-
словленное дрейфом частиц в нелинейном волновом поле пространственное распределение
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крупно- и мелкодисперсной твердой фракции, полученное в расчетах на основе уравнений
двухфазной двухскоростной двухтемпературной модели, качественно согласуется с рас-
пределением частиц, полученным по модели одиночных частиц [9]. Температура твердой
фракции в крупнодисперсной смеси достигает наибольшего значения вблизи поршня и по-
нижается по направлению к закрытому концу канала. В среднем монотонное уменьшение
температуры прекращается вблизи узла стоячей волны скорости газа, расположенного на
расстоянии от закрытого конца, равном половине длины волны, где возникает локаль-
ный максимум температуры (см. рис. 4,в). Распределение температуры мелкодисперсной
фракции хорошо коррелирует с распределением ее средней плотности (см. рис. 4,г).

Анализ приведенных результатов позволяет сделать вывод, что при заданной объем-
ной доле дисперсной фракции наименее существенное ее влияние на динамику несущей

фазы наблюдается в крупнодисперсной смеси. В этом случае для описания процесса дрей-
фа дисперсной фазы может быть применена модель одиночных частиц.
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