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В предположении, что главными осями анизотропии материала являются лучи, исхо-
дящие из угла клина, и ортогональные к ним линии, а на поверхности плит действует
закон максимального трения, рассмотрено мгновенное течение при сжатии клинообраз-
ного слоя жесткопластического ортотропного материала между вращающимися плита-
ми. Решение сведено к квадратурам, выполнен его асимптотический анализ. Установ-
лено, что в общем случае решение является сингулярным вблизи поверхностей трения,
и приведены условия, при которых сингулярность исчезает. Показано, что вблизи по-
верхности трения может возникать жесткая область. Проведено сравнение поведения
полученного решения вблизи поверхностей трения с поведением известных решений для
других моделей жесткопластических материалов.

Ключевые слова: сингулярность, трение, аналитическое решение, пластическая ани-
зотропия.

Для ряда моделей жесткопластических материалов решения являются сингулярны-
ми вблизи поверхностей максимального трения (в частности, вблизи таких поверхностей
некоторые производные от проекций вектора скорости и компонент тензора напряжения

стремятся к бесконечности). В работе [1] выполнен общий асимптотический анализ тако-
го поведения решений для произвольного течения идеального жесткопластического мате-
риала, удовлетворяющего произвольному гладкому условию текучести, не зависящему от
среднего напряжения, в [2] — для осесимметричного течения материала, удовлетворяюще-
го условию текучести Треска, в работе [3] — для плоского течения, в [4] — для осесиммет-
ричного течения материала, удовлетворяющего модели двойного сдвига (описание модели
приведено в [5]). Во всех случаях установлено, что при проскальзывании эквивалентная
скорость деформации (второй инвариант тензора скорости деформации) вблизи поверхно-
сти максимального трения стремится к бесконечности обратно пропорционально корню

квадратному из расстояния до этой поверхности. Решения задач для различных моделей
материала показывают, что данное свойство поля скорости зависит от модели материа-
ла [6–10]. Сингулярное поведение поля скорости позволяет предложить новые теории для
описания изменения свойств материала в тонком слое вблизи поверхностей трения [11, 12].

В настоящей работе получено решение модельной задачи о мгновенном течении кли-
нообразного слоя жесткопластического ортотропного материала, удовлетворяющего моде-
ли [13], между вращающимися плитами, на поверхности которых действует закон макси-
мального трения. Решения данной задачи для различных моделей материала позволяют
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Рис. 1. Геометрия задачи

выявить ряд особенностей этих решений, в том числе их сингулярный характер [7, 8, 14].
Другие решения модельных задач в рамках теории анизотропной пластичности получе-
ны в работах [15, 16], где асимптотический анализ решений в окрестности поверхностей
максимального трения не выполнялся.

Рассмотрим мгновенное плоское течение пластического ортотропного материала, сжи-
маемого между двумя плитами, вращающимися с угловой скоростью ω относительно точ-
ки O (рис. 1). В предположении, что сток в точке O отсутствует, введем полярную систему
координат (r, θ) с началом в точке O. Поскольку полагается, что θ = 0 является осью сим-
метрии, достаточно получить решение при θ > 0. В случае если главные оси анизотропии
совпадают с координатными линиями полярной системы координат, условие текучести,
предложенное в [13], записывается в виде

(σrr − σθθ)2

4(1− c)
+ σ2

rθ = T 2, (1)

где σrr, σθθ, σrθ — компоненты тензора напряжения; T — предел текучести при чистом

сдвиге в главных осях анизотропии; 1 > c > −∞ — параметр, вычисляемый по значе-
ниям пределов текучести материала в главных осях анизотропии [13] (значение c = 0
соответствует изотропному материалу). Закон течения, ассоциированный с условием те-
кучести (1), имеет форму

ξrr =
λ

1− c
(σrr − σθθ), ξθθ = − λ

1− c
(σrr − σθθ), ξrθ = 2λσrθ, (2)

где ξrr, ξθθ, ξrθ — компоненты тензора скорости деформации; λ > 0. В рассматриваемом
случае уравнения равновесия имеют вид

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
σrr − σθθ

r
= 0,

∂σrθ
∂r

+
1

r

∂σθθ
∂θ

+
2σrθ
r

= 0, (3)

краевые условия на оси симметрии принимают вид

σrθ
∣∣
θ=0

= 0; (4)

uθ
∣∣
θ=0

= 0 (5)

(uθ — окружная скорость). На поверхности плиты (θ = θ0) (см. рис. 1) заданы окружная
скорость

uθ = −ωr (6)
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и закон трения. Принимая закон максимального трения и учитывая направление удельных
сил трения τf (см. рис. 1), получаем условие

σrθ
∣∣
θ=θ0

= −T, (7)

которое справедливо при проскальзывании; при прилипании его необходимо заменить
условием

ur
∣∣
θ=θ0

= 0, (8)

где ur — радиальная скорость. Условие текучести (1) выполняется в результате подста-
новки

σrr = σ + T (1− c)1/2 cos 2ψ, σθθ = σ − T (1− c)1/2 cos 2ψ, σrθ = −T sin 2ψ. (9)

Как и для большинства пластических решений, полученных полуобратным методом, бу-
дем полагать, что функция ψ зависит только от одной пространственной координаты, в
рассматриваемом случае — от координаты θ. Тогда подстановка соотношений (9) в урав-
нения равновесия (3) дает

r

T

∂σ

∂r
− 2 cos 2ψ

(dψ
dθ
− (1− c)1/2

)
= 0,

1

T

∂σ

∂θ
+ 2 sin 2ψ

(
(1− c)1/2 dψ

dθ
− 1

)
= 0.

(10)

Из второго уравнения (10) следует, что ∂2σ/∂r ∂θ = 0. Тогда из первого уравнения (10)
получаем

dψ

dθ
= − A

cos 2ψ
+ (1− c)1/2, σ

T
= −A ln

r

R
+ σ0(ψ). (11)

Здесь постоянная R введена для удобства; σ0(ψ) — произвольная функция ψ. Из соотноше-
ний (9), (7) и естественного предположения σrr > σθθ следует, что 0 6 ψ 6 π/4, поэтому
при ψ = π/4 (или θ = θ0) должно выполняться неравенство dψ/dθ > 0. Тогда из (11)
получаем

A 6 0. (12)

Решение первого уравнения системы (11) можно записать в элементарных функциях, од-
нако удобнее представить его в виде

θ =

ψ∫
0

cos 2χ

(1− c)1/2 cos 2χ− A
dψ. (13)

Решение (13) с учетом (9) удовлетворяет краевому условию (4).
В случае проскальзывания из выражений (7), (9) следует, что при θ = θ0 ψ = π/4, а

величина A определяется из (13):

θ0 =

π/4∫
0

cos 2χ

(1− c)1/2 cos 2χ− A
dψ. (14)

Учитывая неравенство (12) и полагая A = 0, из (14) находим максимальное значение θ0,
при котором имеет место решение в случае прилипания:

θmax = (1− c)−1/2π/4. (15)
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Подставляя величину σ из второго уравнения (11) во второе уравнение (10) и исключая
dψ/dθ с помощью первого уравнения (11), получаем

dσ0

dψ
= 2 sin 2ψ

(c cos 2ψ + A(1− c)1/2

(1− c)1/2 cos 2ψ − A

)
. (16)

Решение уравнения (16) также можно записать в элементарных функциях, однако для
удобства представим его в виде

σ0 = 2

ψ∫
0

sin 2χ
(c cos 2χ+ A(1− c)1/2

(1− c)1/2 cos 2χ− A

)
dχ+ A0,

где A0 — произвольная постоянная, значение которой нельзя определить из краевых усло-
вий вследствие пластической несжимаемости материала и неограниченности слоя.

С учетом (9) уравнения (2) запишем в форме

∂ur
∂r

+
∂uθ
r ∂θ

+
ur
r

= 0,(∂ur
∂r
− ∂uθ
r ∂θ

− ur
r

)
(1− c)1/2 tg 2ψ = −∂uθ

∂r
+
uθ
r
− ∂ur
r ∂θ

.

(17)

Поле скорости примем в виде

ur =
ωr

2

dg(ψ)

dθ
, uθ = −ωrg(ψ), (18)

где g(ψ) — произвольная функция ψ (первое уравнение системы (17) удовлетворяется при
любом выборе этой функции). Краевое условие (5) преобразуем к виду

g
∣∣
ψ=0

= 0, (19)

а краевое условие (6) в случае проскальзывания на поверхности трения представим в виде

g
∣∣
ψ=π/4

= 1. (20)

Подставляя (18) во второе уравнение системы (17), полагая G = dg/dθ и переходя к диф-
ференцированию по ψ с помощью (11), получаем

dG

dψ
=

2(1− c)1/2G sin 2ψ

A− (1− c)1/2 cos 2ψ
. (21)

Интегрируя уравнение (21), находим G = G0[(1− c)1/2 cos 2ψ−A] (G0 = const). Используя
полученное решение, определение для функции G и соотношения (11), получаем уравнение
dg/dψ = G0 cos 2ψ, интегрирование которого с учетом краевого условия (19) дает

g = (1/2)G0 sin 2ψ. (22)

Учитывая краевое условие (20), находим G0 = 2. Тогда из (22) получаем g = sin 2ψ, а
из (18), (11) — поле скорости в форме

ur = ωr[(1− c)1/2 cos 2ψ − A], uθ = −ωr sin 2ψ. (23)

Эквивалентную скорость деформации ξeq =
√

2/3 (ξ2rr + ξ2θθ + 2ξ2rθ)
1/2 определим из выра-

жений (11), (23):

ξeq = (2/
√

3 )ω[(1− c)1/2 cos 2ψ − A][1 + (1− c) tg2 2ψ]1/2.
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Вблизи поверхности трения эквивалентная скорость деформации принимает вид

ξeq = −A(1− c)1/2ω/[
√

3 (π/4− ψ)] + o[(π/4− ψ)−1], ψ → π/4, (24)

а решение первого уравнения (11) — форму

θ0 − θ = −A−1(π/4− ψ)2 + o[(π/4− ψ)2], ψ → π/4. (25)

Из соотношений (24), (25) следует

ξeq =
√
−A (1− c)1/2ω/[

√
3 (θ0 − θ)1/2] + o[(θ0 − θ)−1/2], θ → θ0. (26)

Такое асимптотическое представление эквивалентной скорости деформации совпадает с

соответствующим представлением, имеющим место в некоторых теориях жесткопласти-
ческого тела [см., например, 1–4, 9, 10]. В частности, из (26) можно определить введенный
в работе [1] коэффициент интенсивности скорости деформации

D = ω[−A(1− c)r/3]1/2. (27)

Из соотношений (26) следует, что при θ0 = θmax (величина θmax определена в (15) при
A = 0) сингулярность в поле скоростей исчезает. В частности, согласно выражению (27)
коэффициент интенсивности скорости деформации обращается в нуль. Кроме того, из вы-
ражения для радиальной скорости (23) следует, что в этом случае выполняется условие
прилипания (8).

Таким образом, поведение решения поставленной краевой задачи зависит от величи-
ны θ0. В частности, в соответствии с выражениями (26) при θ0 < θmax вблизи поверхности

максимального трения эквивалентная скорость деформации стремится к бесконечности и

выполняется условие проскальзывания. При θ0 = θmax сингулярность исчезает, материал
находится в пластическом состоянии и выполняется условие прилипания. При θ0 > θmax
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Рис. 2. Зависимость величины A от угла раствора плит θ0 при различных зна-
чениях параметра c:
1 — c = 0,9, 2 — c = 0 (изотропный материал), 3 — c = −3

Рис. 3. Зависимость безразмерного коэффициента интенсивности скорости де-
формации d от угла раствора плит θ0 при различных значениях параметра c
(обозначения те же, что на рис. 2)
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выполняется условие прилипания, область θ0 > θ > θmax является жесткой, а в области
θmax > θ > 0 имеет место такое же решение, как в случае θ0 = θmax.

На рис. 2 показана определенная из (14) зависимость A(θ0) при различных значениях
параметра c, характеризующего пластическую анизотропию. На рис. 3 представлена зави-
симость безразмерного коэффициента интенсивности скорости деформации d = D/(ωr1/2)
от θ0, вычисленная по формуле (27), при различных значениях параметра c. На рис. 3 вид-
но, что пластическая анизотропия оказывает существенное влияние на величину коэффи-
циента интенсивности скорости деформации. Это необходимо учитывать при проведении
расчетов с использованием теорий [11, 12].

Таким образом, показано, что в общем случае вблизи поверхностей трения решение
является сингулярным, и приведены условия, при которых сингулярность исчезает.
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