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Введение. При теоретическом исследовании процесса растяжения трубчатого образ-
ца до разрыва необходимо использовать истинную диаграмму деформирования материала.
При больших деформациях получение таких диаграмм с помощью имеющихся инструмен-
тальных средств затруднено, поскольку в испытываемых образцах вследствие наличия
нелинейных краевых эффектов и локализации деформаций (образования шейки) возника-
ет неодноосное неоднородное напряженно-деформированное состояние. Сложность изме-
рения параметров напряженно-деформированного состояния в шейке с целью построения
полной диаграммы деформирования и определения предельных характеристик обусловле-
на также тем, что местонахождение шейки в эксперименте заранее неизвестно, так как
оно определяется неоднородностью свойств материала по длине образца. Условие дости-
жения максимальной нагрузки как критерий момента появления шейки при растяжении

стержней с различным профилем поперечного сечения ввел А. Консидер [1]. Критическую
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деформацию при растяжении можно определить из условия

dσ∗
dε

= 0,

или

dσ

dε
=

σ

1 + ε
,

или

dσ

de
= σ,

где σ, σ∗ — истинные и условные осевые напряжения соответственно; e, ε — истинные и

условные осевые деформации соответственно.
Заметим, что исследование локализации деформаций с использованием билинейной

диаграммы деформирования приводит к неустойчивости вычислений и физически нере-
альным результатам расчета, так как при переходе из состояния упругости в состояние
пластичности происходит скачкообразное изменение угла наклона касательной, который
и определяет момент потери устойчивости, уровень критических напряжений и местона-
хождение шейки [2].

Для исследования процессов деформирования и свойств материалов при больших де-
формациях целесообразно использовать экспериментально-расчетный подход [3, 4], кото-
рый предполагает проведение совместного физического и компьютерного моделирования.

В данной работе экспериментально-расчетный подход применяется для построения
истинных диаграмм деформирования материала вплоть до разрушения при растяжении

образцов в виде тонкостенной цилиндрической оболочки. На основе полученных резуль-
татов исследований проведен анализ влияния геометрических параметров и начальных

несовершенств геометрии на устойчивость процесса упругопластического деформирова-
ния оболочек и образования шейки. Численное моделирование осуществлялось на основе
методики [5], разработанной для решения осесимметричных задач динамики оболочек вра-
щения.

1. Модель деформирования оболочки и численная схема решения осесим-
метричной задачи. Оболочка рассматривается в цилиндрической системе координат
(r, z). Кроме того, вводится система координат (s, ξ), связанная с деформируемой средин-
ной поверхностью. Общая и местная системы ортогональных координат связаны соотно-
шением

ds = ψzdr − ψrdz,

где ψr = −∂z/∂s, ψz = ∂r/∂s — направляющие косинусы нормали; s — длина дуги

вдоль образующей. Процесс нагружения разбивается на несколько этапов. На каждом эта-
пе приращения перемещений и деформаций полагаются малыми. Текущие координаты,
описывающие геометрию оболочки, представляются в виде

r = rн + ur, z = zн + uz, ds =
√

(dr)2 + (dz)2,

где rн = rн(s), zн = zн(s) — начальные координаты, описывающие начальную форму

оболочки; ur = ur(s, t), uz = uz(s, t) — перемещения; t — время. Изменение толщины обо-
лочки во времени h = h(s, t) определяется из условия несжимаемости материала. Согласно
теории Тимошенко скорости перемещений задаются в виде

u̇s(s, ξ, t) = u̇s(s, t) + ξϕ̇(s, t), u̇ξ(s, ξ, t) = u̇ξ(s, t),

где ϕ̇(s, t) — угловая скорость поворота поперечного сечения, представляющая собой сум-

му скорости поворота нормали ψ̇(s, t) и скорости сдвига γ̇(s, t).
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Скорости деформаций (симметричная часть градиента перемещения) вычисляются
через скорости перемещений:

ėii = ė0ii + ξχ̇ii (i = 1, 2), ė011 =
∂u̇r

∂s
ψz −

∂u̇z

∂s
ψr,

ė022 =
u̇r

r
, ḣ = −h(ė011 + ė022),

χ̇11 =
∂ϕ̇

∂s
, χ̇22 =

ϕ̇

r
ψz, γ̇0 = ϕ̇+

∂u̇r

∂s
ψr +

∂u̇z

∂s
ψz.

В случае упругих деформаций напряжения вычисляются на основе закона Гука, в слу-
чае пластических деформаций — с использованием теории течения с изотропным упроч-
нением:

ėpij = λSij , Sij = σij − δijσ0, σ0 = (σ11 + σ22)/3,

SijSij =
2

3
σi, σi = σi(κ), κ =

√
2

3

t∫
0

√
ėpij ė

p
ij dt.

Здесь σi — интенсивность истинных напряжений. Уравнение поверхности текучести, огра-
ничивающей в пространстве девиаторов напряжений область упругих состояний, прини-
мается в форме уравнения Мизеса.

Вариационные уравнения движения оболочки следуют из уравнения баланса вирту-
альных мощностей работы:

L∫
0

[
(N1ψz +Qψr)

δ∂u̇r

∂s
+

(N2

r
+ ρhür

)
δu̇r

]
r ds− (rPrδu̇r)

∣∣
s=0,L

= 0,

L∫
0

(
(Qψz −N1ψr)

δ∂u̇z

∂s
+ ρhüzδu̇z

)
r ds− (rPzδu̇z)

∣∣
s=0,L

= 0,

L∫
0

[
M1

δ∂ϕ̇

∂s
+

(M2

r
ψz +Q+

ρh3

12
ϕ̈
)
δϕ̇

]
r ds− (rMδϕ̇)

∣∣
s=0,L

= 0.

Здесь L — длина оболочки; ρ — плотность материала; N1, N2, Q, M1, M2 — внутренние

усилия и моменты; Pr = Pr(t), Pz = Pz(t), M = M(t) — внешние силы и моменты,
действующие на контуре оболочки s = 0, L.

Для численного решения задачи применяются вариационно-разностный метод и явная
схема “крест” [5], оценки устойчивости которой приведены в работе [6].

2. Построение истинной диаграммы деформирования. Следует отметить, что
испытываемые образцы могут иметь переменное сечение. Как известно, при монотонном
растяжении процесс нагружения в области локализации пластических деформаций будет

активным до момента разрушения. Построение диаграммы деформирования основано на
коррекции зависимости интенсивность истинных напряжений σi — интенсивность лога-
рифмических деформаций ei. Проводится анализ отношения значений растягивающих сил
β = Fэ/Fр, полученных в эксперименте (Fэ) и расчете (Fр) при одних и тех же удлине-
ниях образца. Затем устанавливается функциональная зависимость между максимальным
значением интенсивности деформаций в объеме образца e∗i и соответствующим удлине-
нием. Итерационная процедура корректировки диаграммы осуществляется по формуле
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σ̄i(e
∗
i ) = βσi(e

∗
i ) до тех пор, пока результаты экспериментов и расчетов не будут совпа-

дать с заданной точностью. Исследования показывают, что для сходимости итерационной
процедуры достаточно в качестве начального приближения использовать любую выпук-
лую диаграмму деформирования упрочняющегося материала. Скорость сходимости (число
итераций) слабо зависит от начального приближения. Изложенный итерационный процесс
аналогичен методу хорд, применяемому для нахождения корней нелинейного алгебраиче-
ского уравнения [7]. Данный метод гарантирует монотонную сходимость итерационного

процесса при условии, что зависимость осевой силы от перемещения торца будет выпуклой
функцией.

Наиболее эффективный алгоритм заключается в корректировке диаграммы на каждом

этапе нагружения по мере растяжения образца. Можно также осуществлять корректиров-
ку сразу всей диаграммы. При этом необходимо решать задачу многократно. Этот способ
является более трудоемким, но позволяет использовать доступную программу решения

прямой задачи без каких-либо модификаций.
Эксперимент проводился на испытательной машине УMЭ-10ТМ. Рабочая часть ци-

линдрического образца, изготовленного из стали марки 12Х18Н10Т, имела следующие раз-
меры: внешний диаметр d0 = 3·10−2 м, длина L0 = 9,2·10−2 м, толщина h0 = 10−3 м. Отно-
шение начального радиуса срединной линии оболочки к толщине составляло r0/h0 = 14,5.
Образец подвергался жесткому нагружению вплоть до разрушения. Регистрировалась за-
висимость осевой силы от перемещения захватов F ∼ ∆L. В среднем сечении образца с
помощью деформометра с тензометрическим преобразователем (погрешность измерения
равна 0,01 мм) измерялся его диаметр.

На рис. 1 показана экспериментальная зависимость F ∼ ∆L/L0 (кривая 1), на рис. 2 —
соответствующие условная σ∗ ∼ ep (кривая 1) и истинная σ ∼ ep (кривая 2) диаграммы
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Рис. 1. Зависимость осевой силы F от относительного перемещения торца обо-
лочки ∆L/L0:
1 — экспериментальные данные; 2 — результат численного расчета с использованием

исходной диаграммы; 3 — результат численного расчета с использованием диаграммы,
полученной в результате итерационной корректировки

Рис. 2. Диаграммы деформирования материала:
1 — условная диаграмма деформирования; 2 — истинная диаграмма деформирования,
полученная на основе экспериментальных данных; 3 — истинная диаграмма деформи-
рования, полученная в результате итерационной корректировки
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деформирования материала, полученные с использованием формул

σ∗ =
F

S0
, σ =

F

S
= σ∗

(
1 +

∆L

L0

)
, e = ln

(
1 +

∆L

L0

)
, ep = e− ee,

где F — осевая сила; S0, S — начальная и текущая площади поперечного сечения; L0 — на-
чальная длина оболочки; ∆L — перемещение торца оболочки. На рис. 2 значения функций
на оси ординат отнесены к пределу текучести материала σт = 270 МПа.

При численном моделировании область, в которой закреплялись образцы, не рассмат-
ривалась. Образец представлялся в виде цилиндрической оболочки, один торец которой
(s = L) жестко защемлен: ur = uz = ϕ = 0, а другой торец (s = 0) перемещается вдоль оси
с постоянной скоростью u̇z = v, при этом ur = ϕ = 0. Скорость нагружения v = 1 м/c. Ис-
пользовались следующие характеристики материала: модуль упругости E = 2,1 ·105 МПа,
коэффициент Пуассона µ = 0,3. В качестве истинной диаграммы деформирования прини-
малась экспериментальная диаграмма (кривая 2 на рис. 2). На рис. 1 приведены зависимо-
сти осевой силы от относительного смещения торца, полученные в эксперименте (кривая 1)
и при численном моделировании (кривая 2). Видно, что полученная в результате расче-
та максимальная осевая сила незначительно отличается от экспериментальной. Однако
как моменты образования шейки, так и процессы ее развития различаются существенно.
Полученная в результате итерационной корректировки истинная диаграмма для исследу-
емого образца приведена на рис. 2 (кривая 3), соответствующая осевая сила, полученная
при численном моделировании, показана на рис. 1 (кривая 3).

В эксперименте разрыв образца произошел не в среднем сечении (s = 0,5L), а на
расстоянии s = 0,36L от подвижного торца. Сравнение диаметров и толщин образцов
после разрыва показало, что в эксперименте внешний диаметр образца в области шейки
dэ = 22,4 · 10−3 м, толщина hэ = 0,72 · 10−3 м, а в расчете dp = 21,84 · 10−3 м, hp =
0,726 · 10−3 м. На рис. 3 приведены экспериментальные и расчетные значения толщины
образца в момент разрыва. По оси абсцисс отложено отношение расстояния s от центра
шейки к длине оболочки L в недеформированном состоянии.

На рис. 4 приведены полученные при численном моделировании распределения отно-
сительного изменения толщины ∆h/h0 (сплошные линии) и радиуса ∆ur/r0 (штриховые
линии) оболочки при различных значениях ∆L/L0 (по оси абсцисс отложено отношение
расстояния s от торца рабочей части к длине оболочки L в недеформированном состоянии).

Процесс растяжения образца можно разделить на две стадии. На первой стадии де-
формирования в средней части образца формируется безмоментная зона однородного из-
менения толщины и радиуса оболочки, а вблизи торцов — зона, в которой наблюдается
краевой эффект, вызванный ограничением деформаций в области закрепления образца.
В зоне равномерного деформирования значения относительного изменения толщины и ра-
диуса приближенно равны. Это свидетельствует о том, что на данном участке имеет место
одноосное напряженное состояние. Из рис. 4 следует, что зоны равномерного изменения
толщины и радиуса совпадают. В процессе растяжения область равномерных деформаций
уменьшается за счет расширения зон, в которых наблюдается краевой эффект. Первая ста-
дия процесса растяжения заканчивается в момент достижения осевой силой максимально-
го значения (∆L/L0 ≈ 0,5). На второй стадии появляется и развивается шейка. Процесс
деформирования локализуется в средней части образца и прекращается вблизи торцов.
Изменение толщины и радиуса оболочки становится неравномерным по всей длине обо-
лочки. Для исследуемого материала с истинной диаграммой деформирования, показанной
кривой 3 на рис. 2, критическая истинная деформация принимает значение ecr = 47,4 %.

Исследования, проведенные на основе нелинейных диаграмм деформирования упроч-
няющегося материала, показали, что неучет головок в области закрепления образца не
оказывает влияния на момент и область образования шейки цилиндрической оболочки.
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Рис. 3. Зависимость толщины оболочки от отношения s/L в момент ее разрушения:
штриховая линия — экспериментальные данные; сплошная линия — результаты численного

расчета

Рис. 4. Относительные изменения толщины (сплошные линии) и радиуса (штриховые
линии) вдоль оболочки при различных значениях ∆L/L0:
1 — ∆L/L0 = 0,1; 2 — ∆L/L0 = 0,2; 3 — ∆L/L0 = 0,3; 4 — ∆L/L0 = 0,4; 5 — ∆L/L0 = 0,5;
6 — ∆L/L0 = 0,6

Этот вывод подтверждается данными эксперимента. При решении задачи в безмоментной
постановке погрешность определения прогибов не превышает 1 %, т. е. при исследова-
нии задач о закритическом поведении оболочек моментные составляющие не оказывают

существенного влияния.
3. Исследование процесса образования шейки. На основе полученной истин-

ной диаграммы деформирования для стали марки 12Х18Н10Т проведен анализ влияния
начальной длины, толщины и начальных несовершенств толщины на устойчивость и ло-
кализацию процесса деформирования оболочки.

Для изучения влияния начальной длины при численном моделировании рассматрива-
лись оболочки длиной L0 = 7d0, 5d0, 3d0, 2d0 (d0 — начальный диаметр оболочки).

На рис. 5 показаны распределения вдоль оболочки относительного изменения ее ради-
уса ∆ur/r0 при ∆L/L0 = 0,5; 0,6.

На рис. 6 показаны зависимости интенсивности истинных деформаций на плоскости
симметрии оболочки ei от относительного удлинения оболочки ∆L/L0. Штриховая линия
соответствует значению ei, при котором происходит потеря устойчивости пластическо-
го деформирования материала и начинается локализация деформаций в виде шейки [1].
Штрихпунктирная линия — кривая ei = ln (1 + ∆L/L0), соответствующая равномерному
растяжению без учета влияния краевых эффектов.

Размер зоны, в которой наблюдается краевой эффект, не зависит от начальной дли-
ны образца и увеличивается только при растяжении оболочки. Расстояние от торца, на
котором имеет место краевой эффект, составляет s = 3d0 при ∆L/L0 = 0,5. Следователь-
но, в образце с начальной длиной 2d0 зоны, в которых наблюдаются краевые эффекты,
смыкаются до достижения момента потери устойчивости, а в образце с начальной длиной
3d0 — в момент, предшествующий потере устойчивости.

Размер зоны локализации деформаций в шейке существенно зависит от началь-
ной длины образца. В случае образования шейки на участке равномерной деформации
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Рис. 5. Относительное изменение радиуса вдоль оболочки при различных значениях
∆L/L0:
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Рис. 6. Изменение интенсивности истинных деформаций в середине оболочки

от относительного перемещения торца:
1 — L0 = 7d0, 2 — L0 = 5d0, 3 — L0 = 3d0, 4 — L0 = 2d0; штрихпунктирная линия —
зависимость ei = ln (1 + ∆L/L0), штриховая — значение ei = 0,474

(L0 = 7d0, 5d0) увеличение деформаций начинается в середине образца и распространяет-
ся по всей зоне равномерной деформации, процесс деформирования в зоне, где наблюдаются
краевые эффекты, прекращается, при этом скорость роста деформаций в области обра-
зования шейки не зависит от начальной длины образцов. В случае отсутствия участка
равномерной деформации (L0 = 2d0, 3d0) увеличение деформаций начинается в середине
образца, при этом скорость их роста в области шейки меньше, чем в первом случае, и
с уменьшением начальной длины уменьшается.

При одном и том же относительном удлинении различие зависимостей F ∼ ∆L/L0

для образцов различной длины составляет менее 2 %. С уменьшением начальной длины
образцов максимальная осевая сила увеличивается. В окрестности максимума осевой силы
имеется горизонтальный участок, в начале которого появляется шейка.

Вследствие влияния краевых эффектов относительное удлинение, при котором на-
чинается локализация деформаций, существенно зависит от начальной длины образца.
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В случае отсутствия краевых эффектов потеря устойчивости начинается при относитель-
ном удлинении ∆L/L0 = 60 %, в случае L0 = 7d0 локализация деформаций начинается

при ∆L/L0 = 55 %, в случае L0 = 5d0 — при ∆L/L0 = 52 %, в случае L0 = 3d0 — при

∆L/L0 = 47 %, в случае L0 = 2d0 — при ∆L/L0 = 44 %. В образцах различной длины
область образования шейки находится в плоскости их симметрии. Процесс локализации
деформации начинается в момент достижения интенсивностью истинных напряжений кри-
тического значения (по А. Консидеру). При этом интенсивности истинных деформаций,
при которых начинается локализация деформаций, для разных длин образцов практиче-
ски совпадают и удовлетворяют условию А. Консидера для исследуемого материала, т. е.
равны 47,4 %. Следовательно, область распространения краевых эффектов и величи́ны
окружных и радиальных напряжений в этой области малы, поэтому применение критерия
потери устойчивости А. Консидера для определения момента начала локализации дефор-
маций при одноосном растяжении образцов является обоснованным.

Для изучения влияния начальной толщины при численном моделировании рассмат-
ривались оболочки с r0/h0 = 58,00; 29,00; 14,50; 7,25 (r0 — начальный радиус срединной

линии оболочки; h0 — начальная толщина оболочки). Начальные диаметр и длина оболо-
чек определены в п. 2. Изменение толщины в указанных пределах не оказывает влияния
на краевые эффекты, устойчивость и локализацию процесса деформирования оболочки.

Для изучения влияния начальных несовершенств геометрии при численном модели-
ровании рассматривались оболочки с заданным первоначальным несовершенством тол-
щины:

∆h = (δ/2)(1− cos (2πs̄/l̄ ))

(δ — амплитуда отклонения; s̄, l̄ — координата и длина участка начального несовершен-
ства геометрии). В расчетах использовались следующие значения относительных величин:
δ/h0 = 0÷ 0,05; l̄/h0 = 2; 16, 40; s̄/L0 = 1/4, 1/3, 1/2.

На рис. 7,а приведены распределения вдоль оболочки относительного изменения ее

радиуса при ∆L/L0 = 0,6. На рис. 7,б показана зависимость осевой силы F/(S0σт) (S0 —
начальная площадь сечения оболочки) от относительного удлинения оболочки ∆L/L0.
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Рис. 7. Зависимости радиального перемещения от отношения s/L (∆L/L0 = 0,6) (а)
и осевой силы от относительного перемещения торца оболочки (б) при s̄/L0 = 1/4,
l̄/h0 = 40 и различных значениях δ/h0:
1 — δ/h0 = 0; 2 — δ/h0 = 0,001; 3 — δ/h0 = 0,005; 4 — δ/h0 = 0,01; 5 — δ/h0 = 0,02; 6 —
δ/h0 = 0,05
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Длина участка начального несовершенства геометрии незначительно влияет на кри-
тические нагрузки и процесс локализации деформирования оболочек. При амплитудах от-
клонения δ > 0,01h0 шейка образуется на участке начального несовершенства геометрии,
при меньших амплитудах наблюдается миграция шейки по направлению к плоскости сим-
метрии оболочки, и при δ < 0,001h0 шейка находится в плоскости симметрии. В экспери-
менте шейка редко образуется в середине образца вследствие неоднородности материала

по его длине. При уменьшении толщины образца на величину, превышающую 0,02h0,
шейка образуется при меньшем удлинении образца. Например, при δ = 0,05h0 удлинение,
при котором образуется шейка, на 10 % меньше, чем в случае отсутствия несовершенств
геометрии.

Заключение. Использованный в работе экспериментально-теоретический метод ис-
следования процессов деформирования является эффективным методом изучения проч-
ностных характеристик материалов при достаточно сложной геометрии образцов, боль-
ших деформациях и неоднородном напряженно-деформированном состоянии. Этот метод
позволяет повысить достоверность оценки состояния и параметров материала в элементах

конструкций, находящихся в условиях эксплуатации.
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