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Введение. Исследованию задач о пластинах и оболочках с трещинами посвящено

большое количество работ (см., например, [1–12]). При этом, как правило, рассматривают-
ся вертикальные трещины, моделируемые цилиндрическими поверхностями, образующие
которых перпендикулярны срединной плоскости пластины. Как известно, в классическом
подходе используются линейные краевые условия в виде равенств на кривой, описыва-
ющей трещину [1, 2]. Заметим, что во многих случаях этот подход допускает решения,
противоречащие физике твердого тела. Например, в этих решениях наличие перемеще-
ний вблизи трещины приводит к взаимному прониканию точек противоположных берегов

трещины [2]. Сравнительно недавно был предложен альтернативный подход к изучению
задач математической теории трещин, в котором используются краевые условия в виде
системы равенств и неравенств. Эти условия учитывают взаимное непроникание проти-
воположных берегов трещины. С помощью вариационных методов изучен широкий круг
краевых задач, моделирующих деформирование твердого тела, с нелинейными условиями
непроникания, заданными на кривой (поверхности) (см., например, [4–12]).

В механике разрушения известен критерий разрушения Гриффитса, согласно которо-
му развитие трещины происходит в том случае, если производная функционала энергии
по длине трещины достигает критической величины, определяемой физико-механическими
свойствами материала [2, 13]. С использованием вариационных методов дифференцируе-
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мость функционалов энергии для краевых задач теории трещин с односторонними ограни-
чениями изучена в работах [5, 8–12, 14]. В рамках метода скоростей доказана общая форму-
ла производной по форме трещины для квадратичных функционалов [15]. Обобщения тео-
ремы о дифференцируемости по форме трещины в случае ее криволинейной геометрии вы-
полнены в [9] на основе Г-сходимости и в [16] с помощью метода Лагранжа. В [10] получена
формула производной функционала энергии пластины Тимошенко, содержащей криволи-
нейную вертикальную трещину. При исследовании напряженно-деформированного состоя-
ния и возможности роста трещины наряду с критерием разрушения Гриффитса использу-
ются коэффициенты интенсивности напряжений, скачки смещений и т. д. (см., например,
[17, 18]).

Задачи для пластин с наклонными трещинами, в которых контактное взаимодействие
берегов трещины моделируется с помощью системы равенств и неравенств, исследованы
в [4, 6–8]. В работах [4, 6, 7] выводится условие непроникания берегов трещины и обос-
новывается корректность соответствующих краевых задач. В [6–8] дополнительно пред-
полагается, что положение трещины незначительно отличается от вертикального. В [8]
получена формула производной функционала энергии для пластины Кирхгофа — Лява с

плоской наклонной трещиной. Асимптотика функционала энергии для пластины Тимо-
шенко c условиями непроникания для наклонной трещины ранее не исследовалась.

В настоящей работе исследуется задача о равновесии пластины Тимошенко с краевы-
ми условиями в виде неравенств, описывающими взаимное непроникание противополож-
ных берегов трещины. При этом рассматриваются такие поверхности (представляющие
собой трещины), нормаль к которым образует малый угол со срединной плоскостью. Выво-
дится формула для производной функционала энергии по параметру δ, характеризующему
возмущение трещины.

1. Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с гладкой грани-
цей Γ. Предположим, что область Ω делится кривой Σ на две подобласти Ω1 и Ω2, т. е.
Ω1∪Ω2 = Ω, Ω1∩Ω2 = Σ. При этом границы ∂Ω1, ∂Ω2 областей Ω1 и Ω2 являются липши-
цевыми и, кроме того, meas (∂Ωi∩Γ) > 0, i = 1, 2. Кривая Σ на плоскости (x1, x2) задается
функцией g ∈ C3

loc(R) таким образом, что Σ = {(x1, x2): x2 = g(x1), −l0 < x1 < l1}, l0 > 0,

l1 > 0. Обозначим через ν = ν(x1) = (ν1, ν2) = (−g,1(x1), 1)/
√

1 + g2
,1(x1) вектор норма-

ли к Σ. Выберем число l ∈ (0, l1). Поставим в соответствие каждому неотрицательному
параметру δ (l + δ < l1) кривую Γδ ⊂ Σ, лежащую внутри области Ω:

Γδ = {(x1, x2): x2 = g(x1), 0 < x1 < l + δ}

(δ — параметр, определяющий длину проекции Γδ на ось x1). Обозначим через Ωδ = Ω\Γδ

область в плоскости (x1, x2) (рис. 1).
Рассмотрим модель, описывающую равновесие трансверсально-изотропной пластины

с наклонной трещиной [7]. Пластина имеет постоянную толщину 2h. При фиксированном
значении δ задача о равновесии формулируется в области с разрезом Ωδ.

Следуя [6, 7], для фиксированного δ ∈ [0, l1 − l) определим следующие поверхности:

Ξδ =
{
(x̄1, x̄2, z): |z| 6 h, (x̄1, x̄2) = x̄, x̄ = x− zν(x1) tg α(x1), x ∈ Γδ

}
.

Здесь α(x1) ∈ C3
loc(R) — гладкая функция, характеризующая угол между нормалью n(x̄, z)

к поверхности Ξδ и срединной поверхностью (рис. 2). С учетом предположений, исполь-
зованных при построении моделей пластин с наклонными трещинами (см. [6, 7]), будем
считать, что |α(x1)| � 1 для всех x1 ∈ (−l0, l1) и нормаль n(x̄, z) к поверхности Ξδ при

|z| 6 h и фиксированном значении x ∈ Γδ остается неизменной. Далее примем, что при
δ = 0 поверхность Ξ0 соответствует невозмущенной трещине, а при δ > 0 — возмущенной.
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Рис. 2. Схема пластины с наклонной трещиной

Для каждого фиксированного значения δ ∈ [0, l1−l) в исходном недеформированном со-
стоянии пластину, содержащую трещину, будем задавать в трехмерном пространстве R3

множеством Ω× [−h, h] \ Ξδ. При этом поверхность Ξδ пересекается со срединной плоско-
стью z = 0 по кривой Γδ.

Обозначим через χ = χ(x) = (U , u) вектор перемещений точек срединной поверхности
x = (x1, x2) (U = (u1, u2) и u — горизонтальные (вдоль плоскости (x1, x2)) и вертикальные
перемещения соответственно). Углы поворота нормальных сечений обозначим через ϕ =
ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2).

Пусть H1(Ωδ) — пространство Соболева, H1,0(Ωδ) — его подпространство, состоящее
из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе Γ. Введем следующие
обозначения:

H(Ωδ) = H1,0(Ωδ)
5, ‖ · ‖ = ‖ · ‖H(Ω0).

Тензоры, описывающие деформацию пластины ε(ϕ) = {εij(ϕ)}, ε(U ) = {εij(U )},
i, j = 1, 2, определяются по формулам [19]

εij(ϕ) =
1

2

(∂ϕi

∂xj
+

∂ϕj

∂xi

)
, εij(U ) =

1

2

(∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Для моментов m(ϕ) = {mij(ϕ)} и усилий σ(U ) = {σij(U )}, i, j = 1, 2 имеют место равен-
ства

mij(ϕ) = cijklεkl(ϕ), σij(U ) = 3h−2cijklεkl(U )
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(по повторяющимся индексам проводится суммирование), в которых ненулевые коэффици-
енты тензора cijkl определяются соотношениями

ciiii = D, ciijj = Dκ, cijij = cijji = D(1− κ)/2, i, j = 1, 2, i 6= j,

где D — цилиндрическая жесткость пластины; 0 < κ < 1/2 — коэффициент Пуассона [19].
Поперечные силы находятся по формулам

qi = qi(u, ϕ) = Λ(u,i + ϕi), i = 1, 2,

где Λ = 2k′Gh; k′ — коэффициент сдвига; G — модуль сдвига на площадках, перпен-
дикулярных срединной плоскости пластины [19]; v,i = ∂v/∂xi. Считаем, что D, κ, Λ —
постоянные. Определим билинейную форму Bδ: H(Ωδ)×H(Ωδ) → R с помощью интеграла

Bδ(ξ, η) =

∫
Ωδ

b(ξ, η),

где

ξ = (U , u, ϕ), η = (W , w,µ),

b(ξ, η) =
{
σij(W ) εij(U ) + mij(ϕ) εij(µ) + qi(u, ϕ)(w,i +µi)

}
.

Гладкость границ областей Ω1, Ω2 позволяет применять в каждой из этих областей нера-
венство Корна и обобщенное неравенство Пуанкаре [5], с помощью которых можно вывести
оценку

Bδ(ξ, ξ) > cδ‖ξ‖2
H(Ωδ), (1)

где постоянная cδ > 0 не зависит от ξ [7]. Выражение для функционала потенциальной
энергии деформированной пластины, занимающей область Ωδ, имеет вид

Π(Ωδ, ξ) =
1

2
Bδ(ξ, ξ)−

∫
Ωδ

Fξ, ξ = (U , u, ϕ),

где F = (f1, f2, f3, f4, f5) ∈ C1(Ω)5 — вектор заданных внешних нагрузок [19].
Считаем, что на внешней границе выполнены краевые условия защемления

u = 0, ϕ = U = (0, 0) на Γ. (2)

В соответствии с направлением ν имеются положительный Γ+
δ и отрицательный Γ−δ берега

кривой (разреза) Γδ, при этом для функции v ∈ H1,0(Ωδ) на кривой Γδ определены следы

v+ = v
∣∣
Γ+

δ
, v− = v

∣∣
Γ−δ

, [v] = v+ − v−. Условие взаимного непроникания противоположных

берегов для наклонной трещины пластины имеет вид

[U ]ν + [u] tg α > h|[ϕ]ν|, x ∈ Γδ, (3)

где [U ]ν = [ui]νi; [ϕ]ν = [ϕi]νi. Вывод и обоснование условия (3) представлены в [7].
Заметим, что условие (3) можно записать в виде

[U ](−g,1 (x1), 1) + [u]t(x1) > h|[ϕ](−g,1 (x1), 1)|, x ∈ Γδ, (4)

где t(x1) = tg α(x1)
√

1 + (g,1 (x1))2 — функция, принадлежащая пространству C2
loc(R).

Задачу о равновесии пластины сформулируем в вариационном виде:

inf
ξ∈Kδ(Ωδ)

Π(Ωδ; ξ). (5)
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Здесь Kδ(Ωδ) — множество допустимых функций ξ = (U , u, ϕ) ∈ H(Ωδ), таких что ξ
удовлетворяет (3). Известно, что при каждом фиксированном δ ∈ [0, l1−l) задача (5) имеет
единственное решение ξδ = (U δ, uδ, ϕδ), удовлетворяющее вариационному неравенству [7]

Bδ(ξ
δ, η − ξδ) >

∫
Ωδ

F (η − ξδ) ∀η ∈ Kδ(Ωδ). (6)

Найдем производную функционала энергии по параметру δ, характеризующему воз-
мущение длины трещины (кривой Γ0), т. е. вычислим предел

lim
δ→0+

Π(Ωδ; ξ
δ)− Π(Ω0; ξ

0)

δ
, (7)

где ξ0, ξδ — решения задач о равновесии в невозмущенной Ω0 и возмущенной Ωδ областях

соответственно.
2. Вспомогательные утверждения и формулы. При анализе решения и физиче-

ских параметров задач, соответствующих разным значениям δ, будем использовать отоб-
ражение возмущенной области Ωδ на исходную область Ω0. Построим это отображение,
аналогично тому как это сделано в [11]. Пусть Bε ⊂ R2 — шар радиусом ε > 0 с центром,
расположенным в вершине трещины (l, g(l)). Будем считать значение ε достаточно ма-
лым, так что Bε ⊂ Ω и вторая вершина трещины (0, g(0)) лежит вне замкнутого шара Bε.
Выберем гладкую срезающую функцию θ, такую что supp θ ⊂ Bε и θ ≡ 1 в Bε/2. Для
достаточно малых δ < ε/2, таких что (l + δ, g(l + δ)) ∈ Bε/2 (такое включение возможно в
силу гладкости функции g), рассмотрим преобразование независимых переменных

y1 = x1 − δθ(x1, x2), y2 = x2 + g(x1 − δθ(x1, x2))− g(x1),

(y1, y2) ∈ Ω0, (x1, x2) ∈ Ωδ,
(8)

которое взаимно однозначно отображает возмущенную область Ωδ на невозмущенную об-
ласть Ω0. Функциональная матрица преобразования

A =
∂ (y1, y2)

∂ (x1, x2)
=

(
1− δθ,1(x) (1− δθ,1(x))g′(x1 − δθ(x))− g′(x1)

−δθ,2(x) 1− δθ,2(x)g′(x1 − δθ(x))

)
(g′(t) = dg(t)/dt) имеет якобиан

Jδ = 1− δ
∂θ

∂τ
,

∂

∂τ
≡ ∂

∂x1
+ g′(x1)

∂

∂x2
,

строго положительный при малых δ. Производная ∂/∂τ обозначает дифференцирование

вдоль кривой Σ, где τ = (−ν2, ν1) — вектор, касательный к кривой Σ.
Так как функции g′(x1), t(x1) принадлежат пространству C2

loc(R), в области Ω0 спра-
ведливы формулы Тейлора

g′(x1 ± δθ(x)) = g′(x1)± δθ(x)g′′(x1) + R±(δ,x); (9)

t(x1 ± δθ(x)) = t(x1)± δθ(x)t′(x1) + Rt±(δ,x), (10)

где t(x1) = tg (α(x1))
√

1 + g′(x1)2 . При каждом δ имеем функции R±(δ, · ), Rt±(δ, · ) из
пространства C1

0(Ω), определяемые равенствами (9), (10), которые можно представить в
виде остаточных членов Пеано

‖R±(δ, · )‖L∞(Ω) = o(δ), ‖Rt±(δ, · )‖L∞(Ω) = o(δ) при δ → 0. (11)
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В силу (9) функциональная матрица A допускает представление

A = I − δ

(
θ,1(x) θ(x)g′′(x1) + θ,1(x)g′(x1)

θ,2(x) θ,2(x)g′(x1)

)
+

(
0 R1(δ,x)

0 R2(δ,x)

)
, (12)

где

R1(δ,x) = R−(δ,x)− δ2θ(x)θ,1(x)g′′(x1) + δθ,1(x)R−(δ,x),

R2(δ,x) = δ2θ,2(x)g′′(x1)− δR−(δ,x).
(13)

Из (11) в предположении гладкости функций θ и g следует, что функции Ri (i = 1, 2)
равномерно ограничены по δ, x при малых δ и, кроме того, Ri(δ,x)/δ → 0 в L∞(Ω) при
δ → 0.

Так как при преобразовании независимых переменных (8) область Ωδ отображается на

область Ω0 взаимно однозначно [11], то существует обратное преобразование x = x(δ,y),
отображающее область Ω0 на область Ωδ. Обозначим через ũ(y), y ∈ Ω0 преобразованную

функцию u(x), x ∈ Ωδ, т. е. ũ(y) = ũ(x1 − δθ(x), x2 + g(x1 − δθ(x)) − g(x1)) ≡ u(x).
Используя (12), формулы преобразования производных можно записать в виде

∂u

∂x1
=

∂ũ

∂y1
− δlδ1(θ, ũ) + R1

∂ũ

∂y2
, lδ1(θ, ũ) = θδ

,1
∂ũ

∂y1
+ (θd)δ,1

∂ũ

∂y2
,

∂u

∂x2
=

∂ũ

∂y2
− δlδ2(θ, ũ) + R2

∂ũ

∂y2
, lδ2(θ, ũ) = θδ

,2
∂ũ

∂y1
+ (θd)δ,2

∂ũ

∂y2
,

(14)

где d(x1, x2) = g′(x1); θδ
,i(y) = θ,i(x(δ,y)), (θd)δ,i(y) = (θd),i(x(δ,y)), i = 1, 2. Заметим, что

при δ → 0 справедливы следующие сходимости:

θδ
,i → θ,i, (θd)δ,i → (θd),i сильно в L∞(Ω0), i = 1, 2.

Пусть ξ, η — произвольные функции в пространстве H(Ωδ). Обозначим через ξ̃ =

(Ũ , ũ, ϕ̃), η̃ = (W̃ , w̃, µ̃) соответствующие им функции, полученные с помощью преобра-

зования (8). При малых δ имеют место включения ξ̃ ∈ H(Ω0), η̃ ∈ H(Ω0). В силу (14)
компоненты преобразованных тензоров деформаций и напряжений принимают вид

εij(U ) = εij(Ũ )− δEδ
ij(θ; Ũ ) + rij(δ, Ũ ),

σij(U ) = cijkl(εkl(Ũ )− δEδ
kl(θ; Ũ ) + rkl(δ, Ũ )), (15)

‖rij(δ, Ũ )‖L2(Ω0) 6 p1(δ)‖Ũ‖H1,0(Ω0)2 , 0 6 p1(δ) = o(δ).

Выражения для функций rij (i, j = 1, 2) имеют вид, аналогичный формулам (13). В (15)
использовано обозначение

Eδ
ij(θ; U ) =

1

2

(
θδ
,j

∂ui

∂y1
+ θδ

,i
∂uj

∂y1
+ (θd)δ,j

∂ui

∂y2
+ (θd)δ,i

∂uj

∂y2

)
.

Нетрудно показать, что для преобразованных функций mij(ϕ), εij(ϕ), i, j = 1, 2 справед-
ливы формулы, аналогичные (15).

С помощью преобразования координат (8) запишем функции и интегралы, соответ-
ствующие возмущенной области Ωδ, в новых координатах y ∈ Ω0. С учетом гладкости
функций g, F можно получить следующие представления для якобиана J−1

δ и функции

f δ
i (y) = fi(x(δ,y)), i = 1, 5:
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J−1
δ = 1 + δ

∂θ

∂τ
+ δr1(δ) в Ω0, ‖r1(δ)‖L∞(Ω0) → 0, δ → 0; (16)

f δ
i = fi + δθ

∂fi

∂τ
+ δr2(δ) в Ω0, ‖r2(δ)‖L∞(Ω0) → 0, δ → 0. (17)

Тогда при i = 1, 5 из (16), (17) следует

J−1
δ f δ

i = fi + δ
∂

∂τ
(θfi) + δr3(δ) в Ω0, ‖r3(δ)‖L∞(Ω0) → 0, δ → 0. (18)

Как и в работе [11], используя (18), получаем следующие разложения в ряд по δ:∫
Ωδ

Fξ =

∫
Ω0

J−1
δ F δξ̃ =

∫
Ω0

{(F + δ(θF )τ )ξ̃}+ r4(δ, ξ̃). (19)

Здесь F δ(y) = F (x(δ,y)),

(θF )τ =
( ∂

∂τ
(θf1),

∂

∂τ
(θf2),

∂

∂τ
(θf3),

∂

∂τ
(θf4),

∂

∂τ
(θf5)

)
, (20)

для остаточного члена r4 справедлива оценка ‖r4(δ, ξ̃)‖L1(Ω0) 6 p4(δ)‖ξ̃‖, 0 6 p4(δ) = o(δ).

С учетом формул (14)–(16) для билинейной формы имеем представление

Bδ(ξ, η) = B0(ξ̃, η̃) + δ

∫
Ω0

{ ∂θ

∂τ
b(ξ̃, η̃)− Lδ(η̃, ξ̃)− Lδ(ξ̃, η̃)

}
+ r5(δ, ξ̃, η̃), (21)

где

Lδ(ξ̃, η̃) = σij(Ũ )Eδ
ij(θ; W̃ ) + mij(ϕ̃)Eδ

ij(θ; µ̃) + qi(ũ, ϕ̃)lδi (θ, w̃),

‖r5(δ, ξ̃, η̃)‖L1(Ω0) 6 p5(δ)‖ξ̃‖‖η̃‖, 0 6 p5(δ) = o(δ).

Выполнив замену переменных во всех интегралах функционала энергии Π(Ωδ, ξ) при δ > 0,

получаем функционал Πδ(Ω0, ξ̃), определенный в пространстве H(Ω0). При этом в силу
полученных разложений имеют место равенства

Π(Ωδ, ξ) = Πδ(Ω0, ξ̃) = Π(Ω0, ξ̃)− δ

2

∫
Ω0

[
2Lδ(ξ̃, ξ̃) + 2(θF )τ ξ̃ − ∂θ

∂τ
b(ξ̃, ξ̃)

]
+ r6(δ, ξ̃); (22)

‖r6(δ, ξ̃)‖L1(Ω0) 6 p6(δ)(‖ξ̃‖2 + ‖ξ̃‖), 0 6 p6(δ) = o(δ).

В результате выполнения преобразования (8) множество допустимых функций Kδ(Ωδ)
переходит в множество Kδ(Ω0), состоящее из всех функций пространства H(Ω0), удовле-
творяющих неравенству

[U ]νδ + tg (αδ)[u] > h|[ϕ]νδ| на Γ0. (23)

Здесь νδ — преобразованный вектор нормали ν, т. е. νδ(y) = ν(x1(δ,y)); tg (αδ) =
tg (α(x1(δ,y))), y ∈ Γ0. Заметим, что вектор νδ, вообще говоря, не совпадает с векто-
ром нормали ν к Γ0. Взаимная однозначность множеств Kδ(Ω0) и Kδ(Ωδ) гарантирует
выполнение равенства

inf
ξ∈Kδ(Ω0)

Πδ(Ω0, ξ) = inf
ξ∈Kδ(Ωδ)

Π(Ωδ, ξ). (24)
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Обозначим через ξδ ∈ Kδ(Ω0) функцию, соответствующую решению ξδ ∈ Kδ(Ωδ) зада-

чи (5), т. е. ξδ = ξ̃δ (ξ0 = ξ0). С учетом полученных разложений (19), (21) выполним замену
переменных в обеих частях неравенства (6). В результате, оценивая в формулах (19), (21)
выражения с множителем δ и остаточные члены, для достаточно малых δ > 0 получаем

B0(ξδ, η̃ − ξδ) >
∫
Ω0

F (η̃ − ξδ)− δc (‖ξδ‖+ ‖η̃‖)(‖ξδ‖+ 1) ∀ η̃ ∈ Kδ(Ω0). (25)

В неравенстве (25) постоянная c > 0 в силу гладкости θ, F не зависит от δ, ξδ, η̃. Под-
ставляя в (25) пробную функцию η̃ = 0, с учетом оценки (1) и неравенства Гельдера для
достаточно малых δ получаем следующую равномерную оценку:

‖ξδ‖ 6 c.

Для того чтобы выявить связи между множествами Kδ(Ω0), K0(Ω0) и решениями ξδ, ξ0,
приведем две леммы.

Лемма 1. Пусть U = (u1, u2) ∈ H1,0(Ω0)
2 — произвольная функция. Тогда при до-

статочно малых δ > 0 функции Pδ(U ), определенные равенством Pδ(U ) = (0, θδg′′u1 +
(Rδ

+/δ)u1), где Rδ
+ = R+(δ,x(δ,y)); функция R+(δ,x) определена равенством (9), принад-

лежат пространству H1,0(Ω0)
2 и справедливы равенства

U (−g,1(y1), 1) = (U + δPδ(U ))(−g,1(x1(δ,y)), 1) на Γ±0 ; (26)

U (−g,1(x1(δ,y)), 1) = (U − δPδ(U ))(−g,1(y1), 1) на Γ±0 . (27)

Доказательство. Выберем параметр δ настолько малым, чтобы преобразование (8)
было биективным отображением между областями Ω0 и Ωδ, и зафиксируем его. В силу
гладкости функций g, θ и финитности θ очевидно, что функция Pδ(U ) принадлежит про-
странству H1,0(Ω0)

2. Покажем, что соответствующие условия на кривой Γ0 также выпол-
няются. Так как преобразование координат (8) отображает область Ωδ на область Ω0, то
x1 = y1 + δθδ(y), где θδ(y) = θ(x(δ,y)), y ∈ Ω0, x ∈ Ωδ. В силу разложения (9) получаем

U (−g,1(x1(δ,y)), 1) = −g′(y1)u1 − δθδg′′(y1)u1 −Rδ
+(δ,y)u1 + u2 на Γ±0 ,

δPδ(U )(−g,1(x1(δ,y)), 1) = δθδg′′(y1)u1 + Rδ
+(δ,y)u1 на Γ±0 .

Суммируя эти равенства, получаем (26). Таким же способом, используя разложения (9),
можно установить справедливость (27). Лемма доказана.

Введем обозначение Rδ
t+ = Rt+(δ,x(δ,y)), где функция Rt+(δ,x) определяется равен-

ством (10).

Лемма 2. Пусть вектор-функция ξδ = (uδ1, uδ2, uδ, ϕδ1, ϕδ2) получена преобразовани-
ем (8) функции ξδ, являющейся решением задачи (5). Тогда при достаточно малых δ > 0
функции ξ1

δ , ξ2
δ , определенные с помощью равенств

ξ1
δ = ξ0 + δQ1

δ , ξ2
δ = ξδ − δQ2

δ ,

где

Q1
δ =

(
0, θδg′′u01 +

Rδ
+

δ
u01 −

(
θδt,1 (y1) +

Rδ
t+

δ

)
u0, 0, 0, θ

δg′′ϕ01 +
Rδ

+

δ
ϕ01

)
,

Q2
δ =

(
0, θδg′′uδ1 +

Rδ
+

δ
uδ1 −

(
θδt,1 (y1) +

Rδ
t+

δ

)
uδ, 0, 0, θ

δg′′ϕδ1 +
Rδ

+

δ
ϕδ1

)
,

удовлетворяют включениям ξ1
δ ∈ Kδ(Ω0), ξ2

δ ∈ K0(Ω0).
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Доказательство. Выберем параметр δ настолько малым, чтобы преобразование (8)
было биективным отображением между областями Ω0 и Ωδ. В силу гладкости функций g,
θ и финитности θ очевидно, что функции ξ1

δ и ξ2
δ принадлежат пространству H(Ω0). Пока-

жем, что соответствующие условия на кривой Γ0 также выполняются. Рассмотрим функ-
цию ξ1

δ = (U1
δ , u1

δ , ϕ
1
δ). Докажем, что для этой функции справедливо неравенство (23).

Подставляя ξ1
δ в неравенство (23), преобразуем его к виду

[U1
δ ](−g,1 (x1(δ,y)), 1) + [u1

δ ]t
δ(y) > h|[ϕ1

δ ](−g,1 (x1(δ,y)), 1)|, y ∈ Γ0, (28)

где tδ(y) = t(x1(δ,y)). Докажем, что соотношение (28) выполнено. Преобразуем сначала
выражение в правой части (28). В соответствии с леммой 1 имеем

h|[ϕ1
δ ](−g,1 (x1(δ,y)), 1)| = h|[ϕ0 + δPδ(ϕ0)](−g,1 (x1(δ,y)), 1)| =

= h|[ϕ0](−g,1 (y1), 1)| на Γ0.

Слагаемые в левой части (28) представим в следующем виде:

[U1
δ ](−g,1 (x1(δ,y)), 1) + [u1

δ ]t
δ(y) = [U0 + δPδ(U0)](−g,1 (x1(δ,y)), 1)−

− [(0, (δθδt,1 (y1) + Rδ
t+)u0)](−g,1 (x1(δ,y)), 1) + [u0]t

δ(y) =

= [U0](−g,1 (y1), 1) + [u0](t
δ(y)− δθδt,1 (y1)−Rδ

t+) =

= [U0](−g,1 (y1), 1) + [u0]t(y1) на Γ0.

Таким образом, (28) эквивалентно неравенству

[U0](−g,1 (y1), 1) + [u0]t(y1) > h|[ϕ0](−g,1 (y1), 1)|, y ∈ Γ0.

Последнее неравенство справедливо, поскольку ξ0 ∈ K0(Ω0). Следовательно, выполнено
и (28). Это означает, что ξ1

δ ∈ Kδ(Ω0).
Рассмотрим функцию ξ2

δ = (U2
δ , u2

δ , ϕ
2
δ). Для этой функции нужно доказать справед-

ливость неравенства

[U2
δ ](−g,1 (y1), 1) + [u2

δ ]t(y1) > h|[ϕ2
δ ](−g,1 (y1), 1)|, y ∈ Γ0. (29)

В соответствии с леммой 1 для правой части соотношения (29) имеет место равенство

h|[ϕ2
δ ](−g,1 (y1), 1)| = h|[ϕδ](−g,1(x1(δ,y)), 1)|, y ∈ Γ0,

левую часть можно представить в виде

[U2
δ ](−g,1 (y1), 1) + [u2

δ ]t(y1) = [Uδ − δPδ(Uδ)](−g,1 (y1), 1) +

+ [(0, (δθδt,1 (y1) + Rδ
t+)uδ)](−g,1 (y1), 1) + [u2

δ ]t(y1) =

= [Uδ](−g,1(x1(δ,y)), 1) + [uδ](t(y1) + δθδt,1 (y1) + Rδ
t+) =

= [Uδ](−g,1(x1(δ,y)), 1) + [uδ]t
δ(y) на Γ0.

Таким образом,

[Uδ](−g,1 (x1(δ,y)), 1) + [uδ]t
δ(y) > h|[ϕδ](−g,1 (x1(δ,y)), 1)|, y ∈ Γ0. (30)

Включение ξδ ∈ Kδ(Ω0) гарантирует справедливость неравенства (30), из которого в свою
очередь следует выполнение (29). Таким образом, имеет место включение ξ2

δ ∈ K0(Ω0).
Лемма доказана.

Докажем теорему о сходимости решений задач равновесия, определенных в возмущен-
ных областях.
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Теорема 1. Пусть ξδ — решение возмущенной задачи (5), ξδ(y) = ξδ(x), y ∈ Ω0,
x ∈ Ωδ. Тогда при δ → 0 имеет место сходимость

ξδ → ξ0 сильно в H(Ω0),

где ξ0 — решение невозмущенной задачи (5), соответствующей параметру δ = 0. Более
того, при достаточно малых δ справедлива оценка

‖ξδ − ξ0‖ 6 c
√

δ (31)

с не зависящей от δ постоянной c > 0.

Доказательство. В силу леммы 2 в случае δ = 0 в вариационное неравенство (6)
в качестве пробной функции можно подставить η = ξ2

δ , а в (25) — функцию η̃ = ξ1
δ .

Сложив полученные таким образом два неравенства, получаем

B0(ξδ − ξ0, ξδ− ξ0) 6 δ
∣∣∣ ∫
Ω0

{F (Q2
δ −Q1

δ)−B0(ξ0, Q
2
δ) + B0(ξδ, Q

1
δ)

∣∣∣ +

+ δc(‖ξδ‖+ ‖ξ0 + δQ1
δ‖)(‖ξδ‖+ 1). (32)

Заметим, что в правой части неравенства (32) интегралы и нормы при множителе δ огра-
ничены в силу равномерной ограниченности норм ‖ξδ‖, ‖Qi

δ‖, i = 1, 2. Из оценки (1) для
левой части неравенства (32) следует равномерная оценка (31). Теорема доказана.

Следствие. Для ξδ = (Uδ, uδ, ϕδ) при δ → 0 справедливы следующие сходимости

Q1
δ → Q0 сильно в H(Ω0), Q2

δ → Q0 сильно в H(Ω0),

lδi (θ, u0) → li(θ, u0) сильно в L2(Ω0), lδi (θ, uδ) → li(θ, u0) сильно в L2(Ω0),

Eδ
ij(θ; U0) → Eij(θ; U0) сильно в L2(Ω0), Eδ

ij(θ; Uδ) → Eij(θ; U0) сильно в L2(Ω0),

Eδ
ij(θ; ϕ0) → Eij(θ; ϕ0) сильно в L2(Ω0), Eδ

ij(θ; ϕδ) → Eij(θ; ϕ0) сильно в L2(Ω0),

i = 1, 2, j = 1, 2,

где

Q0 = (0, θg′′u01 − θt,1 (y1)u0, 0, 0, θg
′′ϕ01),

li(θ, u) = θ,i
∂u

∂x1
+ (θd),i

∂u

∂x2
(d(x1, x2) = g′(x1)),

Eij(θ; U ) =
1

2

(
θ,j

∂ui

∂x1
+ θ,i

∂uj

∂x1
+ (θd),j

∂ui

∂x2
+ (θd),i

∂uj

∂x2

)
,

(33)

Eij(θ; ϕ) =
1

2

(
θ,j

∂ϕi

∂x1
+ θ,i

∂ϕj

∂x1
+ (θd),j

∂ϕi

∂x2
+ (θd),i

∂ϕj

∂x2

)
.

3. Вывод формулы для производной функционала энергии. Используя ва-
риационные свойства решений и известный метод [5, 12], выведем формулу для произ-
водной функционала энергии (7) по параметру δ. Индекс 0, используемый для обозначе-
ния решения задачи (5) в невозмущенной области, далее опускается. Будем считать, что
ξ0 = ξ0 = (U0, u0, ϕ0) = ξ = (U , u, ϕ). Рассмотрим сначала положительные параметры δ.
В силу (24) и леммы 2 имеем

Π(Ωδ; ξ
δ)− Π(Ω0; ξ)

δ
=

Πδ(Ω0; ξδ)− Π(Ω0; ξ)

δ
6

Πδ(Ω0; ξ + δQ1
δ)− Π(Ω0; ξ)

δ
.
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Отсюда следует неравенство

lim sup
δ→0+

Π(Ωδ; ξ
δ)− Π(Ω0; ξ)

δ
6 lim sup

δ→0+

Πδ(Ω0; ξ + δQ1
δ)− Π(Ω0; ξ)

δ
.

В силу следствия из теоремы 1 и формулы (22) получаем

lim sup
δ→0+

Πδ(Ω0; ξ + δQ1
δ)−Π(Ω0; ξ)

δ
= lim

δ→0+

Πδ(Ω0; ξ + δQ1
δ)− Π(Ω0; ξ)

δ
=

= B0(ξ, Q0) +
1

2

∫
Ω0

{ ∂θ

∂τ
b(ξ, ξ)− 2

(
σij(U )Eij(θ; U ) +

+ mij(ϕ)Eij(θ; ϕ) + qi(u, ϕ)li(θ, u) + (θF )τξ + FQ0

)}
.

В то же время справедливо соотношение

Πδ(Ω0; ξδ)− Π(Ω0; ξ)

δ
>

Πδ(Ω0; ξδ)− Π(Ω0; ξδ − δQ2
δ)

δ
,

поэтому выполнено неравенство

lim inf
δ→0+

Π(Ωδ; ξ
δ)− Π(Ω0; ξ)

δ
> lim inf

δ→0+

Πδ(Ω0; ξδ)− Π(Ω0; ξδ − δQ2
δ)

δ
.

С учетом теоремы 1 и следствия из нее с помощью (22) находим

lim inf
δ→0+

Πδ(Ω0; ξδ)− Π(Ω0; ξδ − δQ2
δ)

δ
= lim

δ→0+

Πδ(Ω0; ξδ)− Π(Ω0; ξδ − δQ2
δ)

δ
=

= B0(ξ, Q0) +
1

2

∫
Ω0

{ ∂θ

∂τ
b(ξ, ξ)− 2

(
σij(U )Eij(θ; U ) +

+ mij(ϕ)Eij(θ; ϕ) + qi(u, ϕ)li(θ, u) + (θF )τξ + FQ0

)}
.

Таким образом, нижний предел последовательности {(Π(Ωδ; ξ
δ)−Π(Ω0; ξ))/δ} оценивается

снизу той же константой, которой оценивается верхний предел этой последовательности
сверху. Следовательно, предел справа существует и равен этой константе. Таким образом,
доказана

Теорема 2. Производная функционала энергии Π(Ωδ; ξ
δ) по параметру возмущения δ

наклонной трещины Ξδ существует и задается формулой

Π′(l) =
dΠ(Ωδ; ξ

δ)

dδ

∣∣∣
δ=0

= B0(ξ, Q0) +
1

2

∫
Ω0

{ ∂θ

∂τ

(
σij(U )εij(U ) +

+ mij(ϕ)εij(ϕ) + qi(u, ϕ)(u,i +ϕi)
)
− 2

(
σij(U )Eij(θ; U ) +

+ mij(ϕ)Eij(θ; ϕ) + qi(u, ϕ)li(θ, u) + (θF )τξ + FQ0

)}
, (34)

где функцииQ0, Eij(θ; U ), Eij(θ; ϕ), li(θ, u) определяются формулами (33), функция (θF )τ
задается формулой (20).
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Замечание 1. Так как Π(Ωδ; ξ
δ) и Π(Ω0; ξ) не зависят от срезающей функции θ, то

производная ((dΠ(Ωδ; ξ
δ))/dδ)

∣∣
δ=0

также не зависит от θ, несмотря на то что θ входит в
формулу (34). Это означает, что для двух различных вспомогательных функций θ1 и θ2

значения соответствующих интегралов (34) равны.

Замечание 2. Если трещина является вертикальной (α ≡ 0), имеем Q0 =
(0, θg′′u01, 0, 0, θg

′′ϕ01), и в этом случае выражение (34) становится формулой для про-
изводной по параметру возмущения вертикальной трещины, полученной ранее в [10].

Замечание 3. В случае если поверхность наклонной трещины моделируется плос-
костью и кривые Γδ являются прямолинейными отрезками, имеем тождества g′′ ≡ 0,
α ≡ const, t,1≡ 0, и, следовательно, Q0 = (0, 0, 0, 0, 0). В этом случае формула (34) (с уче-
том равенства Q0 = (0, 0, 0, 0, 0)) совпадает с формулой производной функционала энергии
для вертикальных трещин с условием непроникания берегов (см. [10]).

Заключение. В работе рассмотрена задача о равновесии пластины Тимошенко, со-
держащей наклонную трещину, с краевыми условиями в виде неравенств и доказана воз-
можность дифференцирования функционала энергии по форме трещины. Таким образом,
в рамках модели с краевыми условиями, описывающими взаимное непроникание противо-
положных берегов наклонной трещины, найдена формула для производной функционала
энергии пластины по параметру возмущения трещины, которая может быть использована
при анализе процесса разрушения пластины с использованием критерия Гриффитса.
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