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Линейная задача о колебаниях тела, погруженного в жидкость, под свободной по-
верхностью исследована достаточно хорошо. В [1] содержится обзор существующих мето-
дов решения этой задачи. В последние годы проводятся исследования влияния плавающей
упругой пластины на гидродинамические нагрузки, действующие на тело, совершающее
колебания в жидкости [2–8]. Результаты решения этой задачи могут быть использованы
при изучении влияния ледяного покрова или больших плавающих платформ на погружен-
ное тело. В [2] изучена двумерная задача о колебаниях цилиндра в стратифицированной
жидкости под бесконечным ледяным покровом. В [3–6] исследована трехмерная задача о
колебаниях сферы в однородной и двухслойной жидкостях под бесконечным ледяным по-
кровом. В [7, 8] представлены решения задач о колебаниях погруженного в жидкость ци-
линдра при наличии полубесконечного покрова с различными свойствами (твердая крыш-
ка, упругая пластина). В [7] применяются методы мультиполей и собственных функций.
В [8] используются методы интегральных уравнений, граничных элементов, функция Гри-
на построена с помощью разложения по собственным функциям в частичных областях и

интегральной склейки.
В настоящей работе рассматривается плоская задача о колебаниях эллиптического ци-

линдра при наличии ледяного покрова конечной длины. Функция Грина строится методом
Винера — Хопфа [9].

1. Постановка задачи. Поверхность идеальной несжимаемой жидкости конечной
глубины H0 частично закрыта тонкой упругой плавающей пластиной в виде полосы, име-
ющей толщину h, ширину L0 и бесконечную длину. Вводится декартова система коорди-
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нат Oxy с центром в точке O на левой кромке пластины, осью Ox, направленной вдоль
пластины, и осью Oy, направленной вертикально вверх. Жидкость полагается идеальной

несжимаемой, а ее течение — безвихревым. Погруженный в жидкость эллиптический ци-
линдр, расположенный горизонтально, совершает периодические по времени колебания по
трем степеням свободы: горизонтальные и вертикальные смещения и крутильные колеба-
ния ζj e−iωt относительно центра эллипса (ζj — амплитуда колебаний).

Потенциал скоростей жидкости удовлетворяет уравнению Лапласа

∆ϕ = 0 (−H0 < y < 0)

и граничным условиям, снесенным на невозмущенную поверхность воды:

∂ϕ

∂y
= 0 (y = −H0),

∂ϕ

∂y
= wt (y = 0),

D
∂4w

∂x4
+ ρ1h

∂2w

∂t2
= p (y = 0, 0 < x < L0), p = −ρ(ϕt + gw),

p = 0 (y = 0, x < 0, x > L0),
∂ϕ

∂n
= Vn, (x, y) ∈ S,

∂2w

∂x2
=
∂3w

∂x3
= 0 (y = 0, x = 0, L0).

Здесь w(x, t) — вертикальное смещение верхней границы (прогиб пластины или возвыше-
ние жидкости); ρ, ρ1 — плотности жидкости и пластины; p — давление жидкости; S —
поверхность тела; Vn — нормальная скорость колебаний тела; n — внутренняя нормаль

к нему.
В дальнем поле ставится условие излучения, все волны являются уходящими от тела.

Кроме того, задается условие ограниченности энергии.
Введем характерную длину l = g/ω2 и следующие безразмерные переменные и пара-

метры:

x′ =
x

l
, y′ =

y

l
, t′ = ωt, H =

H0

l
, L =

L0

l
, β =

D

ρgl4
, δ =

ρ1h

ρl
.

Далее штрихи будем опускать. В силу линейности задачи потенциал скоростей жидкости
и прогиб пластины можно искать в виде суперпозиции

ϕ(x, y, t) = −iω e−iωt
3∑

j=1

ζjϕj(x, y), w(x, t) = e−iωt
3∑

j=1

ζjwj(x).

Потенциалы ϕj удовлетворяют уравнению Лапласа

∆ϕj = 0 (−H < y < 0)

и граничным условиям

∂ϕj

∂y
= 0 (y = −H); (1.1)

Ω1(ϕj) ≡
∂ϕj

∂y
− ϕj = 0 (y = 0, x < 0, x > L); (1.2)

Ω2(ϕj) ≡
(
β
∂4

∂x4
+ 1− δ

)∂ϕj

∂y
− ϕj = 0 (y = 0, 0 < x < L); (1.3)

∂3ϕj

∂x2 ∂y
=

∂4ϕj

∂x3 ∂y
= 0 (y = 0, x = 0, L); (1.4)
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∂ϕj

∂n
= nj , (x, y) ∈ S; (1.5)

n1 = cos (n, x), n2 = cos (n, y), n3 = (y − y0)n1 − (x− x0)n2.

В безразмерных координатах дисперсионное соотношение для поверхностных волн

имеет вид

K1(k) = k th (kH)− 1 = 0,

где k — волновое число. Это соотношение имеет два действительных корня ±γ0 и счетное

множество чисто мнимых корней ±γn (n = 1, 2, . . .), расположенных симметрично относи-
тельно действительной оси, при n→∞ имеет место асимптотика

γn = i
(nπ
H
− 1

nπ
+O(n−3)

)
.

Дисперсионное соотношение для изгибно-гравитационных волн

K2(α) = (βα4 + 1− δ)α th (αH)− 1 = 0

имеет два действительных корня ±α0, счетное множество чисто мнимых корней ±αn (n =
1, 2, . . .), симметричных относительно действительной оси, а также четыре комплексных
корня, симметричных относительно действительной и мнимой осей. Обозначим через α−1

корень, принадлежащий первому квадранту, через α−2 — корень, принадлежащий второму
квадранту. При n→∞ αn = inπ/H +O(n−5).

С помощью потенциала простого слоя поставленную задачу можно свести к решению

интегрального уравнения. Введем функцию Грина G(x, y; ξ, η), удовлетворяющую уравне-
нию

∆G = 2πδ(x− ξ)δ(y − η)

и всем краевым условиям, за исключением условия непротекания на цилиндре. Потенци-
алы ϕj будем искать в виде

ϕj(x, y) =

∫
S

σj(ξ, η)G(x, y; ξ, η) dξ,

где σj(ξ, η) — неизвестное распределение массовых источников на контуре цилиндра. Из
условия непротекания (1.5) получаем интегральное уравнение∫

S

σj(ξ, η)
∂G

∂n
dS − πσj(x, y) = nj , (1.6)

решив которое находим все необходимые величины. Возвышение свободной поверхности
или упругой пластины находится из соотношения

wj(x) =

∫
S

σj(ξ, η)
∂G

∂y

∣∣∣∣
y=0

dS.

2. Функция Грина. При решении задачи используются два способа представления
функции Грина. При использовании первого способа функцию Грина представим в виде

G(x, y; ξ, η) = G0(x, y; ξ, η) +G1(x, y; ξ, η), (2.1)

где G0 — функция Грина для жидкости со свободной поверхностью и условием непроте-
кания на дне; G1(x, y; ξ, η) — добавочная функция, обеспечивающая выполнение условий
(1.3), (1.4) на пластине. Такой способ представления целесообразно использовать в случае
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близко расположенных точек (x, y) и (ξ, η), так как при этом явно выделяется логарифми-
ческая особенность. Однако реализация этого способа требует значительных затрат. Если
точки расположены достаточно далеко друг от друга, удобнее использовать представление
функции Грина в виде ряда. Для обоих способов построения функции Грина применяется
метод Винера — Хопфа, аналогично тому как это сделано в [10]. Сначала изложим второй
способ. Функция Грина удовлетворяет уравнению

∆G = 2πδ(x− ξ)δ(y − η)

и всем краевым условиям, за исключением условия непротекания на цилиндре. Введем
преобразование Фурье и новые искомые функции:

Ψ+(α, y) =

∞∫
L

eiα(x−L)G(x, y) dx, Ψ−(α, y) =

0∫
−∞

eiαxG(x, y) dx,

Ψ1(α, y) =

L∫
0

eiαxG(x, y) dx, Ψ(α, y) = Ψ−(α, y) + Ψ1(α, y) + eiαL Ψ+(α, y).

(2.2)

Функция Ψ(α, y) удовлетворяет уравнению

∂2Ψ

∂y2
− α2Ψ = 2π eiαξ δ(y − η),

решение которого с условием (1.1) на дне имеет вид

Ψ(α, y) = C(α)Y (α, y) +
2π

α
eiαξ

{
sh (α(y +H)) ch (α(η +H)), y > η,

ch (α(y +H)) sh (α(η +H)), y < η,

Y (α, y) = ch (α(y +H))/ ch (αH).

Функция Ψ+(α, y) является аналитической в верхней полуплоскости Imα > −|γ1|, за ис-
ключением полюса α = −γ0, а функция Ψ−(α, y) — в нижней полуплоскости Imα < |γ1|, за
исключением полюса α = γ0 [10]. С помощью аналитического продолжения эти функции
можно определить во всей комплексной плоскости.

Обозначим через D±(α), D1(α) интегралы типа (2.2), в которых функция G заменя-
ется на Ω1(G), а через F±(α), F1(α) — аналогичные выражения, в которых в качестве
подынтегральной функции выбирается Ω2(G). Введем функции D(α) и F (α):

D(α) = D−(α) +D1(α) + eiαLD+(α), F (α) = F−(α) + F1(α) + eiαL F+(α),

представляющие собой образы Фурье в смысле обобщенных функций. Для этих функций
выполняются соотношения

D(α) =
2π

α
eiαξ [α ch (αH)− sh (αH)] ch (α(η +H)) + C(α)K1(α); (2.3)

F (α) =
2π

α
eiαξ [(βα4 + 1− δ)α ch (αH)− sh (αH)] ch (α(η +H)) + C(α)K2(α). (2.4)

Из краевых условий (1.2), (1.3) следует

D−(α) = D+(α) = 0, D1(α) = D(α), F1(α) = 0.

Исключая C(α) из (2.3) и подставляя в (2.4), после некоторых преобразований полу-
чаем уравнение

F−(α) + eiαL F+(α) = 2π eiαξ δ − βα4

K1(α)
Y (α, η) +D1(α)K(α), K(α) =

K2(α)

K1(α)
. (2.5)
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Факторизуем функцию K(α) [9]: K(α) = K+(α)K−(α), где

K±(α) =
(1± α/α0)(1± α/α−1)(1± α/α−2)

1± α/γ0
exp

[ ∞∑
n=1

ln
(1± α/αn

1± α/γn

)]
.

Для улучшения сходимости ряда применяется способ, предложенный в [11]. Используя
асимптотику корней, представим ряд в виде

∞∑
n=1

[
ln

(1 + α/αn

1 + α/γn

)
+

αH2

i(nπ)3
+
α2H3

(nπ)4

]
− αH2

iπ3
ζ(3)− α2H3

π4
ζ(4),

где ζ — дзета-функция Римана. При таком представлении ряда его члены имеют порядок
O(n−5) при n→∞. При этом K+(α) = K−(−α).

Функции K±(α) должны быть регулярны в тех же областях, что и функции Ψ±(α).
Поскольку функции K±(α) имеют нули и полюсы в точках ∓α0, ∓γ0, будем рассматривать
области аналитичности Π+ и Π− (Π+ — полуплоскость Imα > −|γ1| с разрезами, исклю-
чающими точки −α0 и −γ0; Π− — полуплоскость Imα < |γ1| с разрезами, исключающими
точки α0 и γ0).

Умножим уравнение (2.5) на e−iαL[K−(α)]−1 и преобразуем его к виду

F+(α)

K+(α)
+ U+(α)−M+(α) = D1(α)K−(α) e−iαl +M−(α)− U−(α). (2.6)

Функции U±(α), M±(α) определяются выражениями [9]

U±(α) = ± 1

2πi

∞∓iσ∫
−∞∓iσ

e−iζL F−(ζ) dζ

K+(ζ)(ζ − α)
,

M±(α) = ±1

i

∞∓iσ∫
−∞∓iσ

eiζ(ξ−L)(δ − βζ4)Y (ζ, η) dζ

K1(ζ)K+(ζ)(ζ − α)
, σ < |γ1|.

Разделим обе части уравнения (2.5) на K−(α) и преобразуем его к виду

F−(α)

K−(α)
+ V−(α)−N−(α) = D1(α)K+(α)− V+(α) +N+(α); (2.7)

V±(α) = ± 1

2πi

∞∓iσ∫
−∞∓iσ

eiζL F+(ζ) dζ

K−(ζ)(ζ − α)
, N±(α) = ±1

i

∞∓iσ∫
−∞∓iσ

eiζξ(δ − βζ4)Y (ζ, η) dζ

K1(ζ)K−(ζ)(ζ − α)
.

В левой части уравнения (2.6) содержится функция, аналитическая в области Π−, а в
правой части — функция, аналитическая в Π+. С помощью аналитического продолжения
этих функций можно определить аналитическую во всей комплексной плоскости функцию,
которая согласно теореме Лиувилля является полиномом. Степень полинома определяется
поведением функций при |α| → ∞. Из условия ограниченности энергии следует, что вблизи
кромки пластины скорости имеют особенность не выше O(r−λ) (λ < 1; r — расстояние до

кромки пластины). Тогда при |α| → ∞ функция F−(α) имеет порядок не выше O(|α|λ+3),
а D+(α) — не выше O(|α|λ−1). Функции K±(α) имеют на бесконечности порядок O(|α|2).
Следовательно, степень полинома равна единице. Таким образом,

F+(α)

K+(α)
+ U+(α)−M+(α) = a1 + a2α. (2.8)
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Аналогично из уравнения (2.7) находим

F−(α)

K−(α)
+ V−(α)−N−(α) = b1 + b2α. (2.9)

Здесь a1, a2, b1, b2 — неизвестные константы, которые определяются из условий на кромках
(1.4). Из уравнений (2.8), (2.9) получаем систему

F+(α)

K+(α)
+

1

2πi

∞−iσ∫
−∞−iσ

e−iζL F−(ζ)dζ

(ζ − α)K+(ζ)
= a1 + a2α+M+(α),

F−(α)

K−(α)
− 1

2πi

∞+iσ∫
−∞+iσ

eiζL F+(ζ) dζ

(ζ − α)K−(ζ)
= b1 + b2α+N−(α).

(2.10)

Определим константы a1 и a2. Имеем равенство

D1(α)K−(α) e−iαL +M−(α)− U−(α) = a1 + a2α.

Подставляя в это равенство выражения для U−(α), M−(α), получаем

D1(α) =
eiαL

K−(α)

(
a1 + a2α−

1

2πi

∞+iσ∫
−∞+iσ

e−iζL F−(ζ) dζ

K+(ζ)(ζ − α)
+

+
1

i

∞+iσ∫
−∞+iσ

eiζ(ξ−L)(δ − βζ4)Y (ζ, η) dζ

K1(ζ)K+(ζ)(ζ − α)

)
.

С помощью обратного преобразования Фурье при 0 < x < L находим

∂G

∂y
(x, 0) =

1

2π

∞∫
−∞

eiα(L−x) α th (αH)

K−(α)K1(α)

(
a1 + a2α−

1

2πi

∞+iσ∫
−∞+iσ

e−iζL F−(ζ) dζ

K+(ζ)(ζ − α)
+

+
1

i

∞+iσ∫
−∞+iσ

eiζ(ξ−L)(δ − βζ4)Y (ζ, η) dζ

K1(ζ)K+(ζ)(ζ − α)

)
dα−

∞∫
−∞

eiα(ξ−x) Y (α, η)

K1(α)
dα.

Достаточно рассмотреть случай ξ < L, т. е. случай, когда тело находится либо пе-
ред пластиной, либо частично перед и под пластиной, либо полностью под пластиной.
Предполагается, что размеры тела значительно меньше размеров пластины. Умножим
числитель и знаменатель первой дроби в выражении для ∂G/∂y(x, 0) на K+(α). Интегра-
лы вычисляем с помощью теории вычетов. Из краевых условий (1.4) при x = L получаем
два уравнения

∞∑
m=−2

αn
m th (αmH)K+(αm)

K ′
2(αm)

(
a1 + a2αm − 2π

∞∑
j=−2

eiαj(L−ξ)(δ − βα4
j )K+(αj)Y (αj , η)

K ′
2(αj)(αj + αm)

−

−
∞∑

j=−2

eiαjL F−(−αj)

K ′
+(−αj)(αj + αm)

)
+ (−1)n2π

∞∑
m=−2

eiαm(L−ξ) αn−1
m Y (αm, η)

K ′
2(αm)

+
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+ (−1)n−1
∞∑

m=−2

eiαmL F−(−αm)αn
m th (αmH)

K ′
2(αm)

= 0, n = 3, 4. (2.11)

Из дисперсионного соотношения для изгибно-гравитационных волн следует

αm th (αmH) = −K1(αm)/(βα4
m − δ).

В результате подстановки этого выражения в (2.11) и приведения полученного выражения
к сумме вычетов в корнях полинома βα4−δ, аналогично тому как это сделано в [10], имеем
два уравнения

4∑
k=1

zn−2
k (a1 + a2zk)

K−(zk)
+

∞∑
j=−2

eiαjL F−(−αj)K+(αj)K1(αj)

K ′
2(αj)

4∑
k=1

zn−2
k

K−(zk)(zk + αj)
=

= 2π
∞∑

j=−2

eiαj(L−ξ)(δ − βα4
j )K+(αj)Y (αj , η)

K ′
2(αj)

4∑
k=1

zn−2
k

K−(zk)(zk + αj)
, (2.12)

где n = 1, 2; zk — корни полинома βα4 − δ.
Найдем константы b1 и b2. Из уравнений (2.7), (2.9) следует

D1(α)K+(α)− V+(α) +N+(α) = b1 + b2α.

Аналогично получаем два уравнения для b1, b2:

4∑
k=1

zn−2
k (b1 + b2zk)

K+(zk)
−

∞∑
j=−2

eiαjL F+(αj)K+(αj)K1(αj)

K ′
2(αj)

4∑
k=1

zn−2
k

K+(zk)(zk − αj)
= F

(4)
n . (2.13)

Формула для F
(4)
n приведена ниже. Таким образом, построена система уравнений (2.10),

(2.12), (2.13).
Введем новые неизвестные

qj =
F+(αj)

α2
jK+(αj)

, rj =
F−(−αj)

α2
jK−(−αj)

,

для которых имеет место система уравнений

q − Cr − Aa = F1, r − Cq − A−b = F2,

Gr +Ba = F3, Sq +Db = F4,

(2.14)

где q, r — векторы с коэффициентами qj , rj ; C — матрица с коэффициентами Cjm; Fn —

векторы с коэффициентами F
(n)
j ; a, b — векторы с коэффициентами ai, bi; G, S, B, D, A,

A− — матрицы с коэффициентами Gij , Sij , Bij , Dij , Aij , A
−
ij :

Cjm =
Λm

α2
j (αm + αj)

, Λm = eiαmL α2
mK+(αm)Qm, Qm =

K+(αm)K1(αm)

K ′
2(αm)

,

Ajk = αk−3
j , A−jk = (−1)k−1αk−3

j , Gjm = Λm

4∑
k=1

zj−2
k

K−(zk)(zk + αm)
,

B11 =
4∑

k=1

K+(zk)

zk
, B12 = B21 =

4∑
k=1

K+(zk), B22 =
4∑

k=1

zkK+(zk),



180 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2015. Т. 56, N-◦ 6

F
(1)
j = −2π

α2
j

∞∑
m=−2

eiαm(L−ξ)QmY (αm, η)

αm th (αmH)(αm + αj)
, Dkj = (−1)k+j−1Bkj ,

F
(2)
j =

2π

α2
j


−

∞∑
m=−2

eiαmξ QmY (αm, η)

αm th (αmH)(αm + αj)
, ξ > 0,

∞∑
n=0

e−iγnξ K2(γn)Y (γn, η)

K ′
1(γn)K+(γn)(αj − γn)

+
e−iαjξ Y (αj , η)

αj th (αjH)K+(αj)
, ξ < 0,

Skm = (−1)kGkm, F
(3)
m = 2π

∞∑
j=−2

eiαj(L−ξ)QjY (αj , η)

αj th (αjH)

4∑
k=1

K+(zk)z
m−2
k

zk + αj
,

F
(4)
m = 2π(−1)m



∞∑
j=−2

eiαjξ QjY (αj , η)

αj th (αjH)

4∑
k=1

K+(zk)z
m−2
k

zk + αj
, ξ > 0,

∞∑
n=0

e−iγnξ K2(γn)Y (γn, η)

K ′
1(γn)K+(γn)

4∑
k=1

K+(zk)z
m−2
k

γn − zk
, ξ < 0.

Решив систему, с помощью обратного преобразования Фурье находим выражения для
функции Грина. При 0 < x < L

G(x, y; ξ, η) = i
∞∑

j=−2

eiαj(L−x) F+(αj) + eiαjx F−(−αj)

K ′
2(αj)

Y (αj , y)−

− 2πi
∞∑

j=−2

eiαj |ξ−x|

αj th (αjH)K ′
2(αj)

Y (αj , η)Y (αj , y),

при x < 0, ξ > 0

G(x, y; ξ, η) = i
∞∑

n=0

e−iγnx Y (γn, y)

K ′
1(γn)K+(γn)

(
b2γn + b1 +

∞∑
j=−2

eiαjLQjF+(αj)

αj − γn
−

− 2π
∞∑

j=−2

eiαjξ QjY (αj , η)

αj th (αjH)(αj − γn)

)
,

при x < 0, ξ < 0

G(x, y; ξ, η) = i

∞∑
n=0

e−iγnx Y (γn, y)

K ′
1(γn)K+(γn)

(
b2γn + b1 +

∞∑
j=−2

eiαjLQjF+(αj)

αj − γn
−

− 2π
∞∑

k=0

e−iγkξ K2(γk)Y (γk, η)

K ′
1(γk)K+(γk)(γk + γn)

)
− 2πi

∞∑
n=0

eiγn|x−ξ| Y (γn, y)Y (γn, η)

K ′
1(γn)

.

Изложим способ представления функции Грина с явным выделением логарифмической

особенности (2.1). Функция Грина для свободной поверхности имеет вид [8]

G0(x, y; ξ, η) = ln
( r

r1

)
− p.v.

∞∫
0

cos (k(x− ξ))

K1(k)
P1(y, η, k) dk −

− iπ cos (k0(x− ξ))P1(y, η, k0)/K
′
1(k0).
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Здесь p.v. — интеграл в смысле главного значения,

r =
√

(x− ξ)2 + (y − η)2, r1 =
√

(x− ξ)2 + (y + η)2,

P1(y, η, k) =
2

k(1 + e−2kH)
{[(k ch kη + sh kη) e−ky −(1 + k) eky sh kη] e−2kH +k ek(y+η)}.

Функция G1 удовлетворяет уравнению Лапласа и условиям (1.1), (1.2), при этом на
пластине должны выполняться условия(

β
∂4

∂x4
+ 1− δ

)∂G1

∂y
−G1 = χ(x), χ(x) =

(
δ − β

∂4

∂x4

)∂G0

∂y
(x, 0; ξ, η),

∂3G1

∂x2 ∂y

∣∣∣
y=0, x=0,L

= − ∂3G0

∂x2 ∂y

∣∣∣
y=0, x=0,L

,
∂4G1

∂x3 ∂y

∣∣∣
y=0, x=0,L

= − ∂4G0

∂x3 ∂y

∣∣∣
y=0, x=0,L

.

Аналогичная задача решена в [10], поэтому в данной работе подробное решение не приво-
дится.

Для определения G1 получаем систему (2.14), в которой различаются только правые
части:

F
(1)
j =

1

α2
j

∞∑
m=−2

A−mQm

αm + αj
, F

(2)
j =

1

α2
j

∞∑
m=−2

AmQm

αm + αj
,

F
(3)
n = −4inβ

∂2+nG0

∂1+nx ∂y
(L, 0)−

∞∑
m=−2

A−mQm

4∑
k=1

K+(zk)z
n−2
k

zk + αm
, n = 1, 2,

F
(4)
n = 4inβ

∂2+nG0

∂1+nx ∂y
(0, 0) +

∞∑
m=−2

AmQm

4∑
k=1

K−(zk)z
n−2
k

zk − αm
, n = 1, 2,

A−m =

L∫
0

eiαm(L−τ) χ(τ) dτ, Am =

L∫
0

eiαmτ χ(τ) dτ.

Решив эту систему, функцию G1 можно найти по следующим формулам: при 0 < x < L

G1(x, y) = i

∞∑
j=−2

eiαj(L−x) F+(αj) + eiαjx F−(−αj)

K ′
2(αj)

Y (αj , y) +

+ i

∞∑
j=−2

Y (αj , y)

K ′
2(αj)

L∫
0

eiαj |x−τ | χ(τ) dτ,

при x < 0

G1(x, y) = i

∞∑
n=0

e−iγnx Y (γn, y)

K ′
1(γn)K+(γn)

(
b2γn + b1 +

∞∑
j=−2

Qj(e
iαjL F+(αj) + Aj)

αj − γn

)
,

при x > L

G1(x, y) = i
∞∑

n=0

eiγn(x−L) Y (γn, y)

K ′
1(γn)K+(γn)

(
− a2γn + a1 +

∞∑
j=−2

Qj(e
iαjL F−(−αj) + A−j )

αj − γn

)
.
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В дальнем поле функция Грина принимает следующие значения: при x→∞

G(x, y; ξ, η) = −iπP1(y, η, γ0)
eiγ0(x−ξ)

K ′
1(γ0)

+

+ i
eiγ0(x−L) Y (γ0, y)

K+(γ0)K ′
1(γ0)

(
− a2γ0 + a1 +

∞∑
m=−2

Qm(eiαmL F−(−αm) + A−m)

αm − γ0

)
,

при x→ −∞

G(x, y; ξ, η) = −iπP1(y, η, γ0)
e−iγ0(x−ξ)

K ′
1(γ0)

+

+ i
e−iγ0x Y (γ0, y)

K+(γ0)K ′
1(γ0)

(
b2γ0 + b1 +

∞∑
m=−2

Qm(eiαmL F+(αm) + Am)

αm − γ0

)
.

Прогиб пластины или возвышение свободной поверхности определяется формулой

wj(x) =

∫
S

σj(ξ, η)
∂G

∂y
(x, 0; ξ, η) dS.

3. Гидродинамическая нагрузка. Гидродинамическая нагрузка, действующая на
тело, вычисляется по формуле

Fk =
3∑

j=1

τkjζk, τkj = ρω2l2
∫
S

ϕjnk dS = ω2µkj + iωλkj ,

где F1, F2 — силы, действующие в направлении осей x, y; F3 — крутящий момент; µkj ,
λkj — коэффициенты присоединенных масс и демпфирования.

Коэффициенты демпфирования связаны с амплитудами волн в дальнем поле некото-
рыми соотношениями. Пусть ϕ(x, y) и ψ(x, y) — функции, удовлетворяющие уравнению
Лапласа, граничным условиям (1.1)–(1.4) и условиям излучения. Применяя формулу Грина
для области, занятой жидкостью, находим∫

S

(
ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n

)
dS +

0∫
−H

(
ϕ
∂ψ

∂x
− ψ

∂ϕ

∂x

)∣∣∣x=∞

x=−∞
dy = 0. (3.1)

Из условий (1.3), (1.4) следует, что интеграл по пластине равен нулю. В дальнем поле
потенциалы можно представить в виде

ϕ±j = C±j e±iγ0x Y (γ0, y),

где C+
j , C−j — комплексные амплитуды волн. Если в качестве функций ϕ и ψ в (3.1)

выбрать ϕj и ϕk, то получаем условие симметрии коэффициентов присоединенных масс и
демпфирования

µjk = µkj , λjk = λkj .

Выбрав функции ϕj и ϕ̄k, получаем соотношение

λjk =
ρω

2
(C+

j C̄
+
k + C−j C̄

−
k )K ′

1(γ0).

Это соотношение может быть использовано для тестирования численных расчетов, так
как коэффициенты демпфирования вычисляются разными способами.
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4. Результаты численных расчетов. Численное решение интегрального уравне-
ния (1.6) строилось методом граничных элементов с квадратичной аппроксимацией. При
решении системы (2.14) для определения функции Грина использовался метод редукции.
Исходные данные для расчетов те же, что в работе [8]. Эллиптический контур определя-
ется уравнением (x− c)2/a2 + (y + d)2/b2 = 1, где a, b — полуоси эллипса; (c,−d) — коор-
динаты центра эллипса. Использовались следующие значения параметров: E = 5 · 109 Па,
ρ = 1025 кг/м3, ρ1 = 922,5 кг/м3, ν = 0,3, h = 2 м, a = d = 20 м, b = 10 м, H = 500 м.
В расчетах использовалось 20 граничных элементов.

На рис. 1–4 приведены зависимости безразмерных коэффициентов присоединенных

масс и демпфирования от безразмерного волнового числа b/l = ω2b/g при различных дли-
нах пластины и положениях цилиндра относительно ее кромки. Безразмерные коэффици-
енты введены следующим образом [8]:

Mkj =
µkj

πρb2
, Lkj =

λkj

πρωb2
, k, j = 1, 2,

Mkj =
µkj

πρb3
, Lkj =

λkj

πρωb3
, k = 1, 2, j = 3,

M33 =
µ33

πρb4
, L33 =

λ33

πρωb4
.

В работе [8] приведены аналогичные графики для полубесконечного и бесконечного ле-
дяных покровов и свободной поверхности. Показано, что в случае если цилиндр находится
перед пластиной, кривые гидродинамической нагрузки близки к соответствующим кри-
вым для цилиндра под свободной поверхностью, если цилиндр находится под пластиной,
то кривые близки к соответствующим кривым для цилиндра под бесконечным ледяным

покровом, а в случае c = 0 находятся между ними (ближе к кривым, соответствующим
цилиндру, расположенному под свободной поверхностью). Если цилиндр находится пе-
ред полубесконечной пластиной, нагрузки имеют осциллирующий характер, а в случаях
c/b = 0 и c/b = 5 осцилляций не наблюдается. Возникновение осцилляций обусловлено тем,
что в случаях, когда цилиндр находится перед пластиной, волны, излучаемые при его ко-
лебаниях, частично отражаются от кромки пластины и частично проходят в пластину.
При наложении гребней набегающей и отраженной волн наблюдается усиление амплитуд

колебаний — резонанс.
При колебаниях цилиндра вблизи плавающей упругой пластины конечной длины ос-

цилляции гидродинамической нагрузки, зависящей от частоты, больше, чем в случае по-
лубесконечной пластины, и наблюдаются при любом положении цилиндра относительно
пластины. При этом кривые, описывающие данные осцилляции, расположены вблизи кри-
вых, соответствующих полубесконечной пластине, т. е. зависимости коэффициентов при-
соединенных масс и демпфирования от частоты для конечной и полубесконечной пластин

аналогичны.
Упругая пластина конечной длины имеет полосы пропускания в спектре частот, т. е.

частоты, при которых коэффициент отражения равен нулю, а между ними находятся зна-
чения частот, при которых коэффициент отражения максимален. В [12] получена формула
для полос пропускания (в безразмерных переменных)

α0L+ Arg (K2
+(α0)) = πk, k = 1, 2, . . . .

Согласно этой формуле при фиксированной частоте можно найти длину пластины L, при
которой для данной частоты коэффициент отражения обращается в нуль. Амплитуды ко-
лебаний пластины больше на тех частотах, при которых коэффициент отражения равен
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Рис. 1. Зависимости коэффициентов присоединенных масс M11, M12 (а), M22, M13 (б) и
M23, M33 (в) от волнового числа для эллиптического цилиндра при c/b = −7:
1 — L = 190 м, 2 — L = 150 м, 3 — полубесконечная пластина [8]
Рис. 2. Зависимости коэффициентов демпфирования L11, L12 (а), L22, L23 (б) и L13, L33 (в)
от волнового числа для эллиптического цилиндра при c/b = −7:
1 — L = 190 м, 2 — L = 150 м, 3 — полубесконечная пластина [8]
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Рис. 3. Зависимости коэффициентов присоединенных масс и демпфирования M11, L33 (а),
M22, L22 (б) и M33, L11 (в) от волнового числа для эллиптического цилиндра при c/b = 0:
1 — L = 190 м, 2 — L = 150 м, 3 — полубесконечная пластина [8]
Рис. 4. Зависимости коэффициентов присоединенных масс и демпфирования M11, L11 (а),
M22, L22 (б) и M33, L33 (в) от волнового числа для эллиптического цилиндра при c/b = 5:
1 — L = 190 м, 2 — L = 150 м, 3 — полубесконечная пластина [8]
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нулю. Так, при ω2b/g = 0,64 и L = 150 м коэффициент отражения близок к нулю, а при
L = 190 м он принимает максимальное значение. На рис. 1–4 видно, что соответствую-
щие этим длинам кривые при многих значениях частот находятся в противофазе. Если
цилиндр расположен перед пластиной, то при малых и больших частотах кривые зависи-
мостей коэффициентов присоединенных масс и демпфирования от величины b/l совпада-
ют с соответствующими кривыми для полубесконечной пластины. По мере приближения
цилиндра к пластине интервал частот, при которых необходимо учитывать конечность
размеров пластины, увеличивается.

Полученные результаты показывают, что при определении гидродинамических нагру-
зок необходимо учитывать конечную длину упругой пластины. Учет конечности длины
пластины позволяет обнаружить резонанс сил, действующих на тело.

Автор выражает благодарность И. В. Стуровой за полезное обсуждение полученных
результатов.
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