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C использованием термоупругой модели с диссипацией энергии исследуется распростра-
нение волн Рэлея — Лэмба в слое трансверсально-изотропной среды. Выведены не за-
висящие друг от друга характеристические уравнения для симметричных и кососим-
метричных мод распространяющихся волн. Получены амплитуды смещений и распре-
деления температуры. Найдено численное решение задачи в случае, когда материалом
среды является кобальт. Приведены дисперсионные кривые, зависимости амплитуды
смещений и температуры от волнового числа для симметричных и кососимметричных
мод волн. Рассмотрены некоторые частные случаи.
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Введение. Классическая теория термоупругости, в которой скорость распростране-
ния тепловых сигналов бесконечна, противоречит физическим фактам. Для того чтобы
устранить этот парадокс, в последние 30 лет были развиты неклассические теории, в ко-
торых скорость теплопереноса в упругих твердых телах конечна. В отличие от обычной
связанной теории термоупругости [1], содержащей уравнение теплопередачи параболичес-
кого типа, обобщенные теории содержат уравнение теплопередачи гиперболического типа.
Наличие в обобщенных теориях уравнения такого типа означает, что процесс распростра-
нения тепла в теле является процессом волнового типа (второй звуковой эффект), что
подтверждается экспериментальными данными. В обобщенной теории термоупругости,
предложенной в работе [1], в законе теплопроводности Фурье имеется член, определяю-
щий скорость изменения потока тепла. В [1] также сформулирована обобщенная теория,
которая содержит уравнение переноса тепла гиперболического типа с конечной скоростью

распространения теплового сигнала. В [2] развита теория термоупругости, учитывающая
скорость изменения температуры за счет введения коэффициентов релаксации, что не на-
рушает классический закон теплопроводности Фурье. В теории термоупругости [2] ско-
рость распространения тепла также является конечной.

В работах [3, 4] теория, предложенная в [5–10], рассматривается в качестве альтер-
нативной теории распространения тепла. Эта теория позволяет создать согласованную
теорию, полностью описывающую передачу теплового импульса. В [3–10] используется
общий баланс энтропии, а не энтропийное неравенство. В теории [3–10], являющейся доста-
точно общей, для описания распространения тепла используется определяющая функция
трех типов (теории типов I, II, III). В линеаризованной теории (теории типа I) уравнение
теплопроводности является параболическим. В данной работе рассматривается теория ти-
па II (предельный случай теории типа III), в которой не допускается диссипация энергии.
Обычно эта теория называется теорией без диссипации энергии. Согласно [5–10] теория
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термоупругости без диссипации энергии удовлетворительно описывает теплопроводность

в сплошной среде.
В работе [11] предложена теория термоупругости без диссипации энергии для мате-

риалов с однородной микроструктурой, получены уравнения линейной теории и доказа-
на теорема единственности для материалов, обладающих центром симметрии. В [12, 13]
с использованием линейной теории термоупругости Грина — Нагди типов II, III изучены
тепловые и механические волны в слое гомогенного термоупругого твердого материала и

плоские волны в бесконечной среде соответственно. Различные виды задач теории термо-
упругости типа III исследовались в большом количестве работ (см. [14–21]).

Целью данной работы является изучение распространения волн Лэмба в слое

трансверсально-изотропной среды с помощью термоупругой модели, учитывающей дис-
сипацию энергии. Результаты этого исследования могут быть использованы в различных
областях науки и технике (в атомной физике, металлургии, на тепловых электростанциях,
при создании подводных конструкций, камер высокого давления и т. д.).

1. Основные уравнения. Ниже рассматривается обладающая общей анизотропией
и диссипацией энергии среда с центром симметрии. Для описания поведения такой среды
в отсутствие массовых сил используются следующие уравнения:

— определяющие соотношения

tmn = cmnklckl − βmnT ; (1)

— уравнения связи тензора деформаций с вектором перемещений

enm = (um,n + un,m)/2;

— уравнения движения

tmn,n = ρüm;

— уравнение теплопроводности

KmnṪ,mn + K∗
mnT,mn = ρc∗T̈ + T0βmnüm,n, m, n = 1, 2, 3,

где tmn — тензор напряжений; ρ — плотность; um — компонента вектора перемещений;
T — температура материальной частицы; T0 — исходная равномерно распределенная тем-
пература тела; K∗

mn = k∗mδmn — постоянный тензор, характерный для рассматриваемой
теории; Kmn = kmδmn — теплопроводность; βmn = βmδmn — тензор тепловой упругой

связи; c∗ — удельная теплоемкость при постоянном напряжении; cmnkl — характерные

константы материала, удовлетворяющие условиям симметрии

cijkl = cklmn = cnmkl, K∗
mn = K∗

nm, Kmn = Knm, βmn = βnm.

2. Формулировка задачи. Для того чтобы получить уравнения для трансверсально-
изотропной среды, нужно выполнить преобразования системы уравнений (1), следуя ра-
боте [22]. Ниже проводится анализ двумерных задач.

В данной работе рассматривается бесконечный слой гомогенного трансверсально-
изотропного термоупругого материала толщиной 2H с поверхностями x3 = ±H, свобод-
ными от усилий. Начало системы координат (x1, x2, x3) выбрано на срединной плоскости
слоя. Плоскость (x1, x2) совпадает со срединной плоскостью, а ось x3 перпендикулярна ей.
В двумерной задаче компоненты вектора смещения записываются в виде

u = (u1, 0, u3),

решение не зависит явно от x2, т. е. ∂/∂x2 ≡ 0. Таким образом, уравнения поля и опреде-
ляющие соотношения для такой среды сводятся к системе уравнений

c11
∂2u1

∂x2
1

+ c55
∂2u1

∂x2
3

+ (c13 + c55)
∂2u3

∂x1 ∂x3
− β1

∂T

∂x1
= ρ

∂2u1

∂t2
,
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c55
∂2u3

∂x2
1

+ c33
∂2u3

∂x2
3

+ (c13 + c55)
∂2u1

∂x1 ∂x3
− β3

∂T

∂x1
= ρ

∂2u3

∂t2
, (2)

K1
∂3T

∂t ∂x2
1

+ K3
∂3T

∂t ∂x2
1

+ K∗
1

∂2T

∂x3
1

+ K∗
3

∂2T

∂x2
3

= ρc∗
∂2T

∂t2
+ β1T0

∂3u1

∂x3 t2
+ β3T0

∂3u3

∂x1 t2

(в индексах материальных констант выполнены следующие замены: 11 → 1, 33 → 3,
13 → 5).

Ниже вводятся следующие безразмерные переменные:

x′i =
xi

L
, u′i =

ui

L
, t′ij =

tij
c55

, t′ =
t

t0
, T ′ =

T

T0
(3)

(L, t0, T0 — характерные параметры, имеющие размерность длины, времени (в секундах)
и температуры (в градусах по шкале Цельсия) соответственно).

3. Граничные условия. Границы пластины предполагаются свободными от напря-
жений и теплоизолированными, поэтому рассматриваются следующие граничные условия.

На поверхностях слоя x3 = ±H ставятся условия равенства нулю нормальных и ка-
сательных напряжений

t33 = 0, t31 = 0, (4)

где

t33 = c13
∂u1

∂x1
+ c33

∂u3

∂x3
− β3T, t31 =

c55

c33

(∂u1

∂x3
+

∂u3

∂x1

)
. (5)

Для температуры на поверхностях x3 = ±H ставятся следующие краевые условия:

∂T

∂x3
+ hT = 0. (6)

Здесь h — коэффициент теплопередачи поверхности (предельный случай h → 0 соответ-
ствует теплоизолированным границам, предельный случай h → ∞ — изотермическим

границам).
4. Анализ нормальных мод и решение задачи. Пусть решение для u1, u3, T ,

описывающее распространение волн в плоскости (x1, x3), имеет вид

(u1, u3, T ) = (1, ū3, T̄ )u1 eiξ(x1+mx3−ct), (7)

где ξ — волновое число; ω = ξc — угловая частота; c — фазовая скорость волны; m —
неизвестный параметр, характеризующий глубину проникновения волны; ū3, T̄ — отно-
шения амплитуды смещения u3 и распределения температуры T к величине смещения u1

соответственно.
С использованием (3), (7) уравнения (2) приводятся к виду

(m2 + a1 + ma2ū3 + a3T̄ )u1 eiξ(x1+mx3−ct) = 0,

(ma4 + (m2 + a5)ū3 + a6mT̄ )u1 eiξ(x1+mx3−ct) = 0, (8)

(a7 + a8mū3 + (a9 −m2)T̄ )u1 eiξ(x1+mx3−ct) = 0,

где

a1 =
c11

c55
− ρc2L2

c55t20
, a2 = 1 +

c13

c55
, a3 = −iβ1T0

c55ξ
, a4 =

c13 + c55

c33
, a5 =

c55

c33
− ρc2L2

c33t20
,

a6 = −i
β3T0

c33ξ
, a7 = − iβ1L

2ξc2

t0(K3iξc−K∗
3 t0)

, a8 = − iβ3L
2ξc2

t0(K3iξc−K∗
3 t0)

,
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a9 =
K∗

1 t20L− c∗ρL3c2 −K1iξct0L

t0L(K3iξc−K∗
3 t0)

.

При записи уравнений (8) штрихи у безразмерных величин опущены.
Из условия существования нетривиального решения системы уравнений (8) следует

кубическое уравнение для m2

m6 + Am4 + Bm2 + C = 0, (9)

где

A = a1 − a9 + a5 + a6a8 − a2a4, C = a5(a3a7 − a1a9),

B = a1(a5 + a6a8 − a9)− a5a9 + a2(a4a9 − a6a7) + a3a7 − a3a4a8.

Волны Лэмба обладают дисперсией, т. е. скорость их распространения c зависит от
частоты, упругих постоянных и плотности материалов. Эти дисперсионные волны воз-
никают в отсутствие сил на обеих поверхностях пластины. Корнями уравнения (9) явля-
ются три значения m2 и, следовательно, три значения c2. Три положительных значения c
представляют собой скорости распространения трех возможных волн, а именно квазипро-
дольной, квазипоперечной и квазитепловой волн. Таким образом, решения уравнения (9)
сводятся к решению для смещений и распределения температуры следующего вида:

(u1, u3, T ) =
3∑

k=1

[Ak cos (ξmkx3) + Bk sin (ξmkx3)](1, rk, tk) eiξ(x1−ct) . (10)

Здесь

rk = −
mk[m

2
ka4 − (a4a9 − a6a7)]

m4
k −m2

k(a9 − a5 − a6a8)− a5a9
, tk = −

m2
k(a4a8 − a7)− a5a7

m4
k −m2

k(a9 − a5 − a6a8)− a5a9
.

5. Вывод характеристического уравнения. Подставляя величины u1, u2, T в

граничные условия (4), (6) на поверхностях слоя x3 = ±H, с помощью уравнений (5)
получаем

3∑
k=1

[((g1 + g2k)ck − g3isk)Ak + ((g1 + g2k)sk + g3kck)Bk] = 0,

3∑
k=1

(−Akg6ksk + Bkg6kck) = 0,

3∑
k=1

[((g1 + g2k)ck + g3ksk)Ak + (−(g1 + g2k)sk + g3kck)Bk] = 0,

(11)
3∑

k=1

(Akg6ksk + Bkg6kck) = 0,

3∑
k=1

[(g4kck − g5ksk)Ak + (g4ksk + g5kck)Bk] = 0,

3∑
k=1

[(g4kck + g5ksk)Ak + (−g4ksk + g5kck)Bk] = 0,
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где

sk = sin (mkξx3), ck = cos (mkξx3), g1 =
c13

c33
iξ, g2k =

β3tk
c13

,

g3k = rkmkξ, g4k =
c55

c33
irkξ, g5k =

c55

c33
mkξ, g6k = tkmkξ, k = 1, 2, 3.

Для того чтобы одновременно выполнялись шесть этих граничных условий, определитель
системы для коэффициентов Ak и Bk (k = 1, 2, 3) в уравнениях (11) должен быть ра-
вен нулю. Из этого условия следуют уравнения для частоты колебаний слоя. После ряда
алгебраических преобразований частотные уравнения для волн приводятся к характерис-
тическим уравнениям

[T1]
±[g61g42(g1 + g23)− g61g43(g1 + g22)] + [T2]

±[g62g43(g1 + g21)− g62g41(g1 + g23)] +

+ [T3]
±[g63g41(g1 + g22)− g63g42(g1 + g21)] = 0, (12)

которые соответствуют симметричным и кососимметричным относительно срединной

плоскости x3 = 0 модам. В (12)

Tk = tg (mkξx3), k = 1, 2, 3.

Решение уравнений (12) определяет точную траекторию движения частицы, уравнение
которого представлено в общем виде (10). В уравнении (12) верхний индекс “+” порож-
дает семейство волн, движение которых симметрично относительно срединной плоскости
пластины (плоскости x3 = 0), верхний индекс “−” — семейство волн, движение которых
антисимметрично относительно срединной плоскости.

Можно показать, что выражения для амплитуд компонент вектора смещений и рас-
пределения температуры для симметричной и кососимметричной мод плоских волн запи-
сываются в виде

((u1)sym, (u1)asym) =
3∑

k=1

(Ak cos (ξmkx3), Bk sin (ξmkx3)) eiξ(x1−ct),

((u2)sym, (u2)asym) =
3∑

k=1

rk(Ak sin (ξmkx3), Bk cos (ξmkx3)) eiξ(x1−ct),

((T )sym, (T )asym) =
3∑

k=1

tk(Ak sin (ξmkx3), Bk cos (ξmkx3)) eiξ(x1−ct) .

Удельная потеря энергии представляет собой отношение диссипированной энер-
гии ∆W в образце в цикле напряжений к упругой энергии W , накопленной в образце при
максимальном напряжении. В работе [23] показано, что в случае плоской синусоидаль-
ной волны небольшой амплитуды удельная потеря ∆W/W в 4π раз больше абсолютного
значения отношения мнимой части волнового числа к его вещественной части:

∆W

W
= 4π

∣∣∣Im (ξ)

Re (ξ)

∣∣∣.
Отмечено, что понятие удельной потери может быть использовано при определении внут-
реннего трения в материале.

6. Частные случаи характеристик материала. Полагая

c11 = c55 = λ + 2µ, c55 = µ, c13 = λ,

K1 = K3 = K, K∗
1 = K∗

3 = K∗, β1 = β3 = β,

получаем выражения для изотропного термоупругого тела с диссипацией энергии.
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Пренебрегая тепловым эффектом, получаем выражения для трансверсально-
изотропной упругой среды, которые после ряда преобразований совпадают с результатами,
полученными в [24].

7. Результаты численных расчетов и их обсуждение. Приведем результаты
некоторых численных расчетов. В качестве материала рассматривался кобальт — термо-
упругий трансверсально-изотропный материал. Физические постоянные для этого мате-
риала взяты из [25]: c11 = 3,071 · 1011 Н/м2, c12 = 1,650 · 1011 Н/м2, c13 = 1,027 · 1011 Н/м2,
c33 = 3,581 · 1011 Н/м2, c55 = 1,51 · 1011 Н/м2, β1 = 7,04 · 106 Н/(м2 ·K), β3 = 6,90 ×
106 Н/(м2 ·K), ρ = 8,836 · 103 кг/м3, K1 = 6,90 · 102 Вт/(м ·К), K3 = 7,01 · 102 Вт/(м ·К),
K∗

1 = 1,313 · 102 Вт · c, K∗
3 = 1,54 · 102 Вт · c, c∗ = 4,27 · 102 Дж/(кг ·К), T = 298 К.

На рис. 1, 2 приведены зависимости безразмерной фазовой скорости c, коэффициента
затухания α и удельной потери ∆W/W от безразмерной вещественной части волнового

числа R для симметричных и кососимметричных мод при H = 1.
На рис. 1,а видно, что и в случае трансверсально-изотропного термоупругого мате-

риала с диссипацией энергии (ТИДЭ), и в случае изотропного термоупругого материала
с диссипацией энергии (ИДЭ) для всех симметричных мод распространяющейся волны
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Рис. 1. Зависимости фазовой скоро-
сти (а), коэффициента затухания (б) и
удельной потери (в) от волнового числа
для симметричной моды n:
сплошные линии — ТИДЭ, штриховые —
ИДЭ; 1 — n = 1, 2 — n = 2, 3 — n = 3
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удельной потери (в) от волнового числа
для кососимметричной моды (обозначе-
ния те же, что на рис. 1)

фазовая скорость резко уменьшается, стремясь к постоянным значениям. При n = 2, 3 ха-
рактер изменения фазовой скорости в случае симметричной моды аналогичен характеру

изменения этой величины в случае кососимметричной моды (см. рис. 1,а, 2,а). При n = 1
значение c является постоянным при любых значениях волнового числа и для ТИДЭ, и
для ИДЭ.

На рис. 1,б, 2,б показана зависимость коэффициента затухания от волнового числа
для симметричных и кососимметричных мод соответственно. Видно, что с увеличением
волнового числа коэффициент затухания увеличивается для всех мод (n = 1, 2, 3). Следует
отметить, что в случае ИДЭ значение коэффициента затухания для всех симметричных и
кососимметричных мод (n = 1, 2, 3) больше, чем в случае ТИДЭ.

На рис. 1,в представлена зависимость удельной потери от волнового числа для сим-
метричной моды. Видно, что при n = 1 в случае ТИДЭ значение удельной потери больше,
чем в случае ИДЭ, в то время как при n = 2, 3 значение ∆W/W меньше. Из рис. 2,в сле-
дует, что для всех мод значение удельной потери увеличивается с увеличением волнового
числа, причем в случае ИДЭ значения ∆W/W больше, чем в случае ТИДЭ.

На рис. 3 приведены зависимости амплитуд u1, u3, T от толщины слоя для симмет-
ричных и кососимметричных мод. На рис. 3,а видно, что в случае ТИДЭ для кососиммет-



Р. Р. Гупта, Р. Кумар, К. Кумар 183

H

u1
à á

â

0

2

0

6

4

0,40,30,20,1 H0,40,30,20,1
_2

1

1

2

1

1

2

2

2

u3

0

0

_2

4

2

_4

H0,4

0,5 0,5

0,50,30,20,1

T

0

0

_0,4

0,4

_0,8

1

1

2

2

Рис. 3. Зависимости амплитуд ка-
сательного смещения (а), нормального
смещения (б) и температуры (в) от тол-
щины слоя:
сплошные линии — ТИДЭ, штриховые —
ИДЭ; 1 — симметричная мода, 2 — косо-
симметричная мода

ричной моды амплитуда u1 немонотонно зависит от толщины слоя, а для симметричной
моды эта величина колеблется с очень небольшой амплитудой. В случае ИДЭ с увеличе-
нием H значение u1 сначала уменьшается, а затем медленно увеличивается. Величина u1

уменьшается вследствие анизотропии. На рис. 3,б видно, что в случае ТИДЭ для кососим-
метричной моды с увеличением H значение амплитуды нормального смещения u3 сначала

не меняется, затем резко уменьшается, после чего увеличивается, а для симметричных мод
увеличивается. В случае ИДЭ с увеличением H значение u3 увеличивается и для симмет-
ричных, и для кососимметричных мод. Из рис. 3,в следует, что в случае ТИДЭ характер
изменения значений амплитуды температуры T аналогичен характеру изменения ампли-
туды нормального смещения u3, в случае ИДЭ с увеличением толщины H значения u3 для

симметричной и кососимметричной мод сначала увеличиваются, затем остаются постоян-
ными, после чего уменьшаются.

Заключение. На основе исследования характеристического уравнения изучено рас-
пространение волн Рэлея — Лэмба в бесконечном слое трансверсально-изотропной среды
с диссипацией энергии. Эти волны способны распространяться на большие расстояния,
что может быть использовано для обнаружения повреждений пластин, а также для обна-
ружения различных повреждений, в частности трещин, в пластинах и трубопроводах.
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