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Представлена двумерная нестационарная математическая модель для численного иссле-
дования формирования азотсодержащих соединений переменного состава при направ-
ленном затвердевании жидкой стали. Модель позволяет рассчитывать распределение
температуры и концентраций растворимых примесей, форму границ затвердевания,
координату начала химической реакции, состав и массу включений, образующихся в
докристаллизационной области слитка и двухфазной зоне.

Введение. Повышению качества металлопродукции и снижению ее себестоимости

может способствовать применение азота для формирования дисперсно-композиционной
структуры литого металла. Результаты исследований [1–3] показывают, что даже неболь-
шие добавки азота и нитридообразующих элементов существенно улучшают механические

и физико-химические свойства стали и сплавов. Однако положительное влияние нитридов
на качество металла проявляется только при определенных для данного сплава концен-
трациях азота и нитридообразующих элементов. Если эти концентрации существенно от-
личаются от оптимальных, то свойства металла могут ухудшиться. Поэтому важное зна-
чение приобретает задача нахождения оптимальных концентраций нитридообразующих

металлов и азота, а также исследование структуры и дисперсности образующихся эндо-
генных включений в их взаимосвязи с процессами формирования дендритной структуры

затвердевающего сплава.
В данной работе рассматривается нестационарная двумерная математическая модель

для исследования процессов формирования азотсодержащих соединений переменного со-
става при непрерывной вытяжке стального слитка в трубчатом контейнере.

1.Физическая постановка задачи. Рассмотрим процесс кристаллизации многоком-
понентного сплава, находящегося в осесимметричном тигле-контейнере (рис. 1). Тигель с
расплавом вытягивается вниз с постоянной скоростью v из зоны нагревателя в область хо-
лодильника и затем охлаждается в газовой среде. Внешняя поверхность тигля отделена от
внутренней поверхности холодильника (представляющего собой медную гильзу с циркули-
рующей по кольцевому каналу охлаждающей водой) газовым зазором шириной δc. Имеется
также зазор шириной δh между тиглем и нагревателем. В области, отделяющей нижний
торец нагревателя от верхнего торца холодильника, установлены дисковые экраны.

2. Основные уравнения и краевые условия. Выберем систему координат (r, z)
с осью z, совпадающей с осью симметрии слитка, за начало отсчета примем пересече-
ние оси z с плоскостью верхнего торца холодильника. Ось z направлена вниз и совпадает
с направлением вытягивания слитка. Пренебрегая диффузией растворенных компонен-
тов в жидкой и твердой фазах и усадочными явлениями при фазовом переходе, запишем
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Рис. 1. Схема установки для изучения направленной кри-
сталлизации стали:
1 — жидкий металл, 2 — тигель, 3 — нагреватель, 4 — слиток,
5 — экраны, 6 — холодильник

уравнения тепло- и массопереноса в приближении теории квазиравновесной двухфазной
зоны [3, 4]:

ciρi
dT

dt
=

1

r

∂

∂r

(
λir

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
λi
∂T

∂z

)
+ æ0ρ

1 dfl
dt

; (1)

dCj
dt

= −(1− kj)Cj
d(ln fl)

dt
− 1

ρ1fl

dIν
dt
, ν = 1, 2, . . . ,m; (2)

T = TA −
N−1∑
j=1

βjCj , j = 1, 2, 3, . . . , N − 1; (3)

fl ≡ 1 при T > T 0
l , fl ≡ 0 при T < TE ,

(4)
i = 1 при r ∈ [0, r1], i = 2, fl ≡ 0 при r ∈ [r1, r2].

Здесь T — температура; TA — температура плавления чистого компонента-растворителя;
T 0
l , TE — температура начала и конца затвердевания расплава; æ0 — теплота кристалли-

зации; ci, ρi, λi — теплоемкость, плотность и теплопроводность соответственно; r1, r2 —
радиус слитка и тигля; t — время; fl — доля жидкой фазы; Cj — концентрация; kj —
коэффициент распределения j-го растворенного компонента; N — количество компонен-
тов сплава; m — количество компонентов, участвующих в химических реакциях; βj —
модуль углового коэффициента линии ликвидуса сплава j-го компонента с железом; ин-
дексом i обозначены физические величины, относящиеся к слитку (i = 1) и тиглю (i = 2);
d/dt = ∂/∂t + v∂/∂z. Первый член в правой части уравнения (2) означает захват j-го
растворенного компонента растущей твердой фазой, второй — скорость перехода (свя-
зывания) ν-го реагента в неметаллическое включение при его росте в двухфазной зоне.
Величина dIν/dt характеризует осредненную по сечению дендритной ячейки скорость пе-
рехода ν-го компонента в химическое соединение переменного состава.

Для получения зависимости dIν/dt от физических параметров затвердевающего спла-
ва введем следующие обозначения: nc — число молекул соединений в единице объема,

AΣ =
∑

xνAν — молекулярная масса соединения, xν , Aν — молярная концентрация и

атомная масса ν-го элемента в соединении. Пусть µν = xνAν — суммарная атомная мас-
са ν-го элемента в молекуле соединения. За время dt в единице объема в неметаллическое
включение связывается масса ν-го элемента dIν = d(ncµν). Переходя к массовой доле фор-
мирующихся в дендритной ячейке включений M = ncAΣ/ρ

1, получим

dIν
dt

=
ρ1d(MYν)

dt
, (5)
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где ρ1 — плотность стали, которую считаем не зависящей от агрегатного состояния и

температуры; Yν = xνAν/AΣ — доли атомных масс реагентов в соединении. Теперь осред-
ненную по сечению дендритной ячейки величину dIν/dt определим соотношением
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где ĪνR — среднее значение Iν по границе дендрита; a0, R — радиус ячейки и дендрита

соответственно. Для определенности считается, что дендриты имеют столбчатую струк-
туру. Учитывая, что fl = (a2

0 −R2)/a2
0, последнее соотношение представим в виде
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Iνr dr — среднее значение Iν по сечению жидкой фазы. Далее примем,

что ĪνR = 〈Iν〉. Тогда из (6) с учетом (5) после соответствующих преобразований найдем
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.

Подставляя данное выражение в (2) и опуская угловые скобки у осредненных величин,
получим уравнение массопереноса для реагирующих компонентов

dCj
dt

= −(1− kj)Cj
d(ln fl)

dt
− d(MYν)

dt
. (7)

Распределения концентраций компонентов в области, где химические реакции отсутству-
ют, а также распределения концентраций компонентов, не участвующих в реакциях, на-
ходятся из уравнения (7) при M ≡ 0.

Для определенности будем рассматривать пятикомпoнентный сплав (N = 5) на осно-
ве железа (Fe+C+Ti+Cr+N), при затвердевании которого образуются карбонитридные
соединения переменного состава типа TiCxN1−x. Тогда для Yν получим соотношения

Y1 = A1/AΣ, Y2 = xA2/AΣ, Y3 = (1− x)A3/AΣ, (8)

где AΣ = A1 + xA2 + (1− x)A3; индексами ν = 1, 2, 3 обозначены Ti, C, N соответственно.
Из условия равновесия реакции образования включения и равновесности его состава

в приближении идеального раствора следуют соотношения [2]

x = 1 + C3K13/(C2K12), C1C2 = (1− x)/K13, (9)

где K12, K13 — константы равновесия простых соединений TiC, TiN, выражения для ко-
торых задавались согласно [2, 5, 6].

В соответствии с [7] определим температуру ликвидуса исследуемого сплава

Tl = 1812− 78CC − 10CTi − 90CN − 1,5CCr

(CC, CTi, CN, CCr — концентрации соответствующих компонентов).
Система уравнений (1), (7), (3), (4) с учетом соотношений (8), (9) решается при сле-

дующих краевых условиях:
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+ Tj) — коэффициенты теплоотдачи, харак-

теризующие сложный теплообмен излучением и теплопроводностью газа между внешней

поверхностью тигля и внутренними поверхностями нагревателя (j ≡ h) и холодильни-
ка (j ≡ c); λg — теплопроводность газа; εnj = (ε−1

t +ε−1
j −1)−1; εt, εh, εc — степени черноты

тигля, нагревателя и холодильника соответственно; σ0 = 5,67 · 10−8 Вт/(м2 · K4) — по-
стоянная Стефана — Больцмана; Th, Tc, Ts — заданные температуры внутренних поверх-
ностей нагревателя, холодильника и экранирующих поверхнoстей в области, отделяющей
нижний торец нагревателя от верхнего торца холодильника (рис. 1); −zh — координата

нижнего торца нагревателя; z+(t) и z−(t) — законы движения верхнего и нижнего торцов

тигля, заданные в виде линейных функций времени t: z+(t) = −z0
+ + vt, z−(t) = −z0

− + vt.
При этом принимается, что в начальный момент времени тигель с расплавом полностью
расположен в зоне нагревателя, а поверхность его нижнего торца находится в плоскости
нижнего торца нагревателя (z = −zh).

Диаметр дендритной ячейки d1 = 2a0 в установившемся режиме определяется эмпи-
рическим соотношением [8]

d1 = b10G
−γv−sc ,

где G — осредненное вдоль двухфазной зоны значение градиента температуры; b10, γ, s —
эмпирические константы; vc — локальная скорость кристаллизации (при направленном
затвердевании vc = v).

Исходная система уравнений с краевыми условиями (10) решалась численно с помо-
щью неявной разностной схемы, аппроксимирующей исходную систему уравнений с по-
грешностью порядка O(τ, h2). Расчеты проводились на равномерной сетке 25 × 90 в на-
правлениях r и z соответственно. Значения переменного временного шага τ выбирались
из условий устойчивости численного расчета, сходимости итераций и изменялись от 10−2

до 10−3 с. Для решения систем алгебраических уравнений, получаемых на каждом вре-
менном шаге, использовались методы блочной последовательной верхней релаксации (с
оптимальным итерационным параметром) и простой итерации. Расчеты прекращались

при относительной погрешности ε = 0,002.
3. Анализ результатов. Hекоторые результаты численного моделирования при раз-

личных скоростях вытягивания слитка и исходных значениях концентрации азота в уста-
новившемся режиме кристаллизации приведены на рис. 2–5. Расчеты выполнены при сле-
дующих исходных данных:

— пaраметры сплава C10 = C0
Ti = 0,5 %, C20 = C0

C = 0,06 %, C30 = C0
N = 0,002;

0,005 %, C40 = C0
Cr = 14,4 %, TA = 1802 K, TE = 1760 K, β1 = 10 K/%, β2 = 78 K/%,

β3 = 90 K/%, β4 = 1,5 K/%, k1 = 0,7, k2 = 0,4, k3 = 0,38, k4 = 0,91, λ1 = 23 Вт/(м · K),
c1 = 694 Дж/(кг ·K), ρ1 = 7,2 ·103 кг/м3, æ0 = 3,37 ·105 Дж/кг, b10 = 1,52 ·10−2 м ·(K/c)0,26,
s = 0,26, γ = 0,46;
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— параметры тигля λ2 = 8,721 Вт/(м · K), c2 = 838 Дж/(кг · K), ρ2 = 1,5 · 103 кг/м3,
εt = 0,15, δt = 1,5 · 10−3 м, lt = 90 · 10−3 м, r2 = 5 · 10−3 м;

— параметры нагревателя и холoдильника Th = 1923 K, εh = 0,9, Tc = 333 K, εc = 0,8,
δc = 1,5 · 10−3 м, δh = 2 · 10−3 м, λg = 0,02 Вт/(м ·K).

Изменение температуры Ts в области между верхним торцом холодильника и ниж-
ним торцом нагревателя задано линейной функцией Ts = Th + (Th − Tc)z/zh, zh = 0,02 м,
z ∈ [−zh, 0]. При опускании тигля в зону холодильника расплав охлаждается и затвердева-
ет в направлении снизу вверх. При этом ширина и морфология двухфазной зоны вследствие
концевого эффекта непрерывно меняются до момента выхода процесса затвердевания на

установившийся режим. Такой режим наступает, когда длина затвердевшего металла со-
ставляет примерно два диаметра тигля, и сохраняется до тех пор, пока температура рас-
плава в верхней части тигля остается постоянной, равной исходному значению. В режиме
затвердевания морфология двухфазной зоны существенно зависит от значения числа Пе-
кле Pe = c1ρ1vr1/λ

1. При Pe� 1 границы двухфазной зоны плоские (рис. 2), а величина G
остается неизменной вдоль радиуса r. В соответствии с этим формируется однородная по
сечению слитка первичная структура.

При Pe > 1 образуется жидко-твердая лунка, величины G и vc, а следовательно, и
скорость охлаждения vT = Gvc переменны по радиусу r. В результате по сечению слиткa
возникает структурная неоднородность.

На рис. 3 представлена зависимость размера дендритной ячейки d1 от скорости вытя-
гивания слитка v и температуры нагревателя Th (или градиента в расплаве). Наблюдается
увеличение дисперсности структурных составляющих с ростом указанных параметров.

Hачало химической реакции существенно зависит от исходной концентрации раство-
ренного азота C0

N (рис. 4). Так, при C0
N = 0,002 % и исходном значении C0

Ti = 0,5 % (vc =
0,167 мм/с) образование соединений TiCxN1−x начинается в точке f

∗
l = 0,25 (T ∗ = 1795 K),

Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Структура двухфазной зоны слитка при различных скоростях вытягивания:
штриховые линии — v = 10−4 м/с, штрихпунктирные — v = 1,167 · 10−4 м/с, сплошные — v =
8 · 10−4 м/с; 1, 2 — начальная и конечная границы двухфазной зоны

Рис. 3. Зависимость расстояния d1 между главными осями дендритов от скорости вытяги-
вания слитка и температуры нагревателя
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Рис. 4. Распределение по длине относительных значений концентраций C̄j , состава x
и массы M соединений TiCxN1−x:
A — C0

N = 0,002 %, B — C0
N = 0,005 %

при C0
N = 0,005 % — в точке f∗l = 0,885 (T ∗ = 1802 K). Увеличение концентрации азота от

0,002 до 0,005 % приводит к увеличению количества вещества TiCxN1−x (величины M) от
0,032 до 0,053 %.

Состав образующихся химических соединений меняется. В начале их возникнове-
ния x = 0,0467÷ 0,0156, в конце затвердевания x = 0,266÷ 0,257 при CN = 0,002÷ 0,005 %.
Если CN > 0,0055 %, то включения возникают в докристаллизационной области слитка,
т. е. перед фронтом двухфазной зоны.

На рис. 5 представлена зависимость температуры начала химической реакции об-
разования TiCxN1−x от исходных концентраций азота и титана. Видно, что увеличение
концентрации растворенных элементов азота и титана в исходном расплаве приводит к по-
вышению температуры начала образования химического соединения, т. е. к сдвигу точки
возникновения TiCxN1−x в направлении фронта двухфазной зоны, и тем самым к увели-
чению размера включения при неизменности локальной скорости охлаждения сплава.

Таким образом, предложенная математическая модель позволяет исследовать законо-
мерности формирования структуры слитка, динамику образования, состав и дисперсность
карбонитридных соединений переменного состава, образующихся на различных этапах
охлаждения и кристаллизации многокомпонентного сплава.

Рис. 5. Зависимость температуры на-
чала химической реакции образования

TiCxN1−x от исходных концентраций

азота и титана:
1 — C0

Ti = 0,1 %, 2 — C0
Ti = 0,3 %, 3 —

C0
Ti = 0,5 %
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