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На основе метода многих масштабов построены асимптотические разложения до вели-
чин третьего порядка малости для потенциала скорости движения жидкости конечной
глубины и изгибных деформаций плавающей упругой пластины, возникающих при вза-
имодействии гармоник прогрессивных поверхностных волн конечной амплитуды. Полу-
чено выражение для амплитуды второй гармоники и определены критические значения
волнового числа. Выполнен анализ колебаний пластины при различных значениях ее
толщины и модуля упругости. Исследованы вертикальные смещения пластины при ее
изгибной деформации.
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Введение. Исследование колебаний упругой плавающей пластины в линейной по-
становке проведено в работах [1–9]. Изучению нелинейных колебаний абсолютно гибкой

пластины (битого льда), плавающей на поверхности однородной идеальной несжимаемой
жидкости конечной глубины, посвящена работа [10]. Колебания с конечной амплитудой
упругой пластины, плавающей на поверхности однородной жидкости, без учета нелиней-
ности ускорения вертикальных смещений пластины рассмотрены в [11–13]. В [14] иссле-
довано влияние нелинейности ускорения вертикальных смещений пластины, обусловлен-
ных ее изгибом, на распространение периодических поверхностных волн. Возникновение
нелинейных колебаний абсолютно гибкой плавающей пластины при нелинейном взаимо-
действии бегущих периодических волновых гармоник изучено в [15].

Целью данной работы является исследование изгибной деформации плавающей упру-
гой пластины при взаимодействии гармоник прогрессивных поверхностных волн конечной

амплитуды.
1. Постановка задачи. Пусть на поверхности однородной идеальной несжимаемой

жидкости, заполняющей бассейн постоянной глубины H, плавает тонкая упругая пла-
стина постоянной толщины h. В горизонтальных направлениях пластина и жидкость не
ограничены. Рассмотрим нелинейные колебания пластины при взаимодействии первой и
второй гармоник волн конечной амплитуды, полагая движение жидкости потенциальным,
а колебания пластины — безотрывными. В безразмерных переменных x = kx1, z = kz1,
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t =
√

kg t1, ζ = kζ∗, ϕ = (k2/
√

kg )ϕ∗ (k — волновое число; g — ускорение свободного

падения; t — время; ϕ(x, z, t) — потенциал скорости движения жидкости; ζ(x, t) — прогиб

пластины или возвышение поверхности контакта пластина — жидкость) задача сводится
к решению уравнения Лапласа

ϕxx + ϕzz = 0, −∞ < x < ∞, −H 6 z 6 ζ (1.1)

для потенциала скорости с граничными условиями на поверхности контакта пластина —
жидкость (z = ζ)

D1k
4 ∂4ζ

∂x4
+ κk

∂

∂z

[1

2

(∂ϕ

∂x

)2
− ∂ϕ

∂t

]
= p; (1.2)

p =
∂ϕ

∂t
− ζ − 1

2

[(∂ϕ

∂x

)2
+

(∂ϕ

∂z

)2]
и на дне бассейна (z = −H)

∂ϕ

∂z
= 0. (1.3)

В начальный момент времени (t = 0)

ζ = f(x),
∂ζ

∂t
= 0. (1.4)

В (1.2)–(1.4)

D1 =
D

ρg
, D =

Eh3

12(1− ν2)
, κ = h

ρ1

ρ
,

E, h, ρ1, ν — модуль упругости, толщина, плотность, коэффициент Пуассона пластины
соответственно; ρ — плотность жидкости. Потенциал скорости и прогиб пластины при
z = ζ связаны кинематическим условием

∂ζ

∂t
− ∂ζ

∂x

∂ϕ

∂x
+

∂ϕ

∂z
= 0. (1.5)

В динамическом условии (1.2) выражение, содержащее множитель κ, описывает инерцию
вертикальных смещений пластины, причем первое слагаемое в скобках этого выражения
характеризует нелинейность вертикального ускорения пластины.

2. Уравнения для нелинейных приближений. Решение задачи (1.1)–(1.5) будем
искать с помощью метода многих масштабов [16]. Введем две медленно меняющиеся по
сравнению с t = T0 переменные T1 = εt, T2 = ε2t (ε — малая конечная величина). Предпо-
лагается, что справедливы разложения

ζ = εζ0, ϕ = εϕ0, f = εf0, ζ0 = ζ1 + εζ2 + ε2ζ3 + O(ε3),

ϕ0 = ϕ1 + εϕ2 + ε2ϕ3 + O(ε3), f0 = f1 + εf2 + ε2f3 + O(ε3).
(2.1)

Подставляя ϕ из (2.1) в (1.1), (1.3), с точностью до величин третьего порядка малости

получаем уравнения

ε ∆ϕ1 + ε2 ∆ϕ2 + ε3 ∆ϕ3 = 0, ε
∂ϕ1

∂z
+ ε2 ∂ϕ2

∂z
+ ε3 ∂ϕ3

∂z
= 0, ∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
,

первое из которых удовлетворяется во всем объеме жидкости, а второе — при z = −H.
Рассмотрим динамическое (1.2), кинематическое (1.5) и начальное (1.4) условия. Вы-

ражение для потенциала скорости поверхности контакта пластина — жидкость z = εζ0

представим в виде

ϕ(x, εζ0, t) = ϕ(x, 0, t) + εζ0ϕz(x, 0, t) + (ε2ζ2
0/2)ϕzz(x, 0, t) + . . . . (2.2)
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Подставим ζ = εζ0, f = εf0, ϕ(x, εζ0, t) и ϕz(x, εζ0, t) в условия (1.2) и (1.5), учитывая,
что по правилу дифференцирования сложной функции частная производная по времени

определяется выражением

∂

∂t
=

∂

∂T0
+ ε

∂

∂T1
+ ε2 ∂

∂T2
.

Тогда, приравнивая к нулю коэффициенты при одинаковых степенях ε, для определения
нелинейных приближений получаем уравнения

∂2ϕn

∂x2
+

∂2ϕn

∂z2
= 0, −∞ < x < ∞, −H 6 z 6 0; (2.3)

D1k
4 ∂4ζn

∂x4
− κk

∂2ϕn

∂z ∂T0
− ∂ϕn

∂T0
+ ζn = F ∗

n , z = 0; (2.4)

∂ζn

∂T0
+

∂ϕn

∂z
= Ln, z = 0; (2.5)

∂ϕn

∂z
= 0, z = −H; (2.6)

ζn = fn(x),
∂ζn

∂T0
= Gn, t = 0. (2.7)

Здесь

F ∗
n = Fn + F 0

n , F1 = F 0
1 = L1 = G1 = 0, n = 1, 2, 3,
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(∂ϕ1

∂z

)2]
+ κkN,
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− ∂ζ1

∂T1
,
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,
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,
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N7 =
( ∂2ϕ1

∂x ∂z

)2
+

∂ϕ1

∂x

∂3ϕ1

∂x ∂z2
, G2 = − ∂ζ1

∂T1
, G3 = − ∂ζ1

∂T2
− ∂ζ2

∂T1
.

Заметим, что наличие слагаемых F 0
2 , F 0

3 в правых частях динамических условий (2.4)
для второго (n = 2) и третьего (n = 3) приближений обусловлено учетом нелинейности
ускорения вертикальных смещений пластины.

3. Выражения для прогиба пластины и потенциала скорости движения

жидкости. Уравнения (2.3)–(2.7) получены для общего случая неустановившихся ко-
лебаний с конечной амплитудой. Найдем решение этих уравнений в случае взаимодей-
ствия бегущих периодических волновых гармоник ζ11 = cos θ и ζ12 = a1 cos 2θ, θ =
x+τT0+β(T1, T2). Зададим первое приближение (n = 1) возвышения поверхности контакта
пластина — жидкость в виде

ζ1 = ζ11 + ζ12,

где a1 — постоянная величина порядка единицы; β = 0 при t = 0. Учитывая краевое
условие на дне и условия (2.4), (2.5), получаем

ϕ1 = τ
(ch (z + H)

sh H
sin θ + a1

ch (2(z + H))

sh (2H)
sin (2θ)

)
,

τ2 = (1 + D1k
4)(1 + κk th H)−1 th H.

Амплитуду a1 и фазовый сдвиг β(T1, T2) определим из следующих приближений.
Подставляя ζ1, ϕ1 в правые части динамического (2.4) и кинематического (2.5) урав-

нений для второго приближения и решая задачу (2.3)–(2.7) при n = 2, c учетом условия
отсутствия первой и второй гармоник в частном решении находим ζ2, ϕ2. В свою очередь,
величины ζ1, ϕ1 и ζ2, ϕ2 определяют выражения в правых частях динамического и ки-
нематического условий при n = 3. Исключая из этих условий слагаемые, порождающие
секулярность, получаем ζ3, ϕ3.

В результате возвышение поверхности контакта пластина — жидкость в бассейне ζ
и потенциал скорости движения жидкости ϕ до величин третьего порядка малости опре-
деляются из выражений

ζ = ε cos θ +
3∑

n=1

εnan cos (2θ) +
3∑

n=2

εn
4∑

j=3

anj cos (jθ) + ε3
6∑

n=5

a3n cos (nθ),

ϕ = ε
τ

sh H
ch (z + H) sin θ +

3∑
n=1

εnbn2 ch (2(z + H)) sin (2θ) + (3.1)

+
3∑

n=2

εn
4∑

j=3

bnj ch (j(z + H)) sin (jθ) + ε3
6∑

n=5

b3n ch (n(z + H)) sin (nθ) +
3∑

n=2

εnbn0t,

θ = x + σt, σ = τ + εσ1 + ε2σ2, ε = ak,

где a — амплитуда начальной гармоники,

b12 = a1
τ

sh (2H)
, a1 = ±

( µ2r1

4r2(2τ2 cth (2H) + 4τ2κk + µ2)(1 + 2κk th (2H))

)1/2
; (3.2)

r1 = (2 cth H + th (2H)(cth H ((1/2) cth H + 3κk)− 5/2))(τ2(cth H + κk) + µ1),

r2 = τ2(1/2 + cth (2H) cth H − κk(cth (2H)− (5/2) cth H)) + µ1((1/2) cth H + cth (2H)),
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σ1 =
τµ2(2 cth H + th (2H)(cth H((1/2) cth H + 3κk)− 5/2))

4a1(2τ2 cth (2H) + 4τ2κk + µ2)(1 + 2κk th (2H))
,

l3 = −(3/2)a1τ(2 cth (2H) + cth H), l4 = −4a2
1 cth (2H),

l7 = a1τ
2(11/2− cth (2H) cth H + κk(5 cth (2H)− (1/2) cth H)),

l8 = a2
1τ

2(5− cth2(2H) + 4κk cth (2H)),

b23 =
l3µ3 + 3l7τ

3 sh (3H)(µ3 − 9κkτ2 − 3τ2 cth (3H))
, b24 =

l4µ4 + 4l8τ

3 sh (4H)(µ4 − 16κkτ2 − 4τ2 cth (4H))
,

a23 = µ−1
3 (l7 +3τb23(ch (3H)−κk3 sh (3H))), a24 = µ−1

4 (l8 +4τb24(ch (4H)−κk4 sh (4H))),

j3 = −5τ/8− 3a2
1τ/8− 6b24 ch (4H)− (3/2)a24τ cth H + 3a23σ1,

j4 = −9a1τ/2− 6b23 ch (3H)− 2a23τ cth H + 4a24σ1,

m3 = τ(9a1σ1/2 + 2b24 ch (4H)(2 th (4H)− cth H)) + (1/2)τ2((1/4) cth H (1− 23a2
1) +

+ 7a2
1 cth (2H)− 3a24) + 3b23σ1 ch (3H) + κk[τ(2b24 sh (4H)(11 cth (4H)− 4 cth H) +

+ 3a1σ1(2 cth (2H) + (1/2) cth H)) + τ2(a2
1(21/8− 2 cth2(2H)− (7/2) cth H cth (2H))−

− 1/8− (3/2)a24 cth H − (1/2) cth2 H) + 9b23σ1 sh (3H)],

m4 = τ(4σ1a
2
1+(3/2)b23 ch (3H)(5 th (3H)−cth H))+2τ2(a1 cth (2H)−(1/4)a1 cth H+a23)+

+ 4b24σ1 ch (4H) + κk[τ((3/2)b23 sh (3H)(11 cth (3H)− 3 cth H) + 8a2
1σ1 cth (2H)) +

+ τ2(a1(37/4− 4 cth (2H) cth H − (3/4) cth2 H) + 2a23 cth H) + 16b24σ1 sh (4H)],

m5 = τ [2b24 ch (4H)(6 th (4H)− cth H) + 3b23a1 ch (3H)((7/2) th (3H)− cth (2H))] +

+ τ2[(7/2)a2
1(cth (2H)− (1/4) cth H) + 5a23a1 + 5a24/2] +

+ κk[τ(2b24 sh (4H)(19 cth (4H)− 4 cth H) + 3b23a1 sh (3H)((11/2) cth (3H)− 3 cth (2H))) +

+ τ2(a2
1(3/8− 6 cth (2H)− (11/2) cth (2H) cth H) + 10a23a1 cth (2H) + (5/2)a24 cth H)],

m6 = 4τb24a1 ch (4H)(4 th (4H)− cth (2H)) + τ2a1(a
2
1 cth (2H) + 6a24) +

+ 2κka1[4τb24 sh (4H)(5 cth (4H)− 2 cth (2H)) + τ2(6a24 cth (2H)− a2
1(1 + 4 cth2(2H)))],

q1 = µ1((3/2)b23a1 ch (3H)− τ(3/8− 15a2
1/4 + a23a1 cth (2H))) +

+ τ2a1(−σ1/2 + 3b23 ch (3H)((1/2) th (3H) + cth (2H))) + τ3(9a2
1 cth (2H) + a1a23 +

+ (1/4) cth H(5/2− a2
1)) + κk[τ2a1(3b23 sh (3H)((1/2) cth (3H) + 3 cth (2H))−

− 2σ1 cth (2H) + (1/2)σ1 cth H) + τ3(2a23a1 cth (2H) + (1/2)τ2 cth2 H + 3/8 +

+ a2
1(8 cth2(2H) + cth H cth (2H) + 39/4))],

q2 = µ2(3b23 ch (3H) + 4b24a1 ch (4H) + τ(a23 cth H + 2a24a1 cth (2H)− 3a3
1)) +

+ 2τ2((3/2)b23 ch (3H)(cth H − th (3H)) + 4b24a1 cth (2H) ch (4H)− σ1) +

+ 2τ3[a23 + a1(3a1 cth H + 2a24 + cth (2H)(5a2
1 − 2))] +

+ κk[2τ2((3/2)b23 sh (3H)(3 cth H − 5 cth (3H)) +

+ 8b24a1 sh (4H)(2 cth (2H)− cth (4H))− σ1 cth H) +

+ 2τ3(2a3
1(3 + 4 cth (2H)) + a1(4 cth (2H)(a24 + cth H) + (1/2) cth2 H − 3/2) + a23 cth H)],

σ2 =
1

4

( q1

µ1
+

q2

2a1µ2

)
, b3n =

jnµn + nmnτ

n sh (nH)(µn − n2τ2κk − nτ2 cth (nH))
, n = 3, . . . , 6,
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j5 = −69a2
1τ/8− 10b24 ch (4H)− (5/2)a24τ cth H − 5a1((3/2)b23 ch (3H)− a23τ cth (2H)),

j6 = −5a3
1τ − 6a1(2b24 ch (4H)− a24τ cth (2H)),

a3n = (nτb3n(ch (nH) + nκk sh (nH)) + mn)µ−1
n , n = 3, . . . , 6,

µn = 1 + n4D1k
4, n = 1, . . . , 6,

b20 = τ2(a2
1(1 + cth2(2H)) + (1 + cth2 H)/4 + κk((1/2) cth H + 4a2

1 cth (2H))),

b30 = a1τ
2(2 cth (2H) + (1/2) cth H + κk(9/4 + 2 cth (2H) cth H − (1/4) cth2 H)).

При этом b22 = b32 = a2 = a3 = l1 = l2 = l5 = l6 = j1 = j2 = m1 = m2 = 0.
Формулы (3.1) для ζ, ϕ определяют формируемое волновое возмущение в том случае,

если нелинейность ускорения вертикальных смещений льда не учитывается в динамиче-
ском условии (2.4). Однако тогда следует учесть, что F 0

2 = F 0
3 = 0.

В размерных переменных выражения (3.1) принимают вид

ζ = a cos θ + aa1 cos (2θ) + (a2ka23 + a3k2a33) cos (3θ) + (a2ka24 + a3k2a34) cos (4θ) +

+ a3k2a35 cos (5θ) + a2k2a36 cos (6θ),

ϕ = a(g/k)1/2((τ/ sh H) ch (z + H) sin θ + b12 ch (2(z + H)) sin (2θ)) +

+ a2
√

kg (b23 ch (3(z + H)) + b24 ch (4(z + H)) sin (4θ) + b20t) + (3.3)

+ a3k
√

kg (b33 ch (3(z + H)) sin (3θ) + b34 ch (4(z + H)) sin (4θ) +

+ b35 ch (5(z + H)) sin (5θ) + b36 ch (6(z + H)) + b30t),

θ = kx +
√

kg (τ + akσ1 + a2k2σ2)t.

Здесь и далее индекс 1 у величин x, z, t и индекс “∗” у величин ζ, ϕ опущены.
4. Анализ результатов. Полученное решение (3.3) справедливо вне малых областей

резонансных значений волнового числа k = k1, k = k2, k = k3, k = k4, являющихся
положительными действительными корнями уравнений

µn − n2τ2κk − nτ2 cth (nH) = 0, n = 3, . . . , 6 (4.1)

соответственно. При этом k1 > k2 > k3 > k4. Заметим, что резонансное значение k =
k1, получаемое из (4.1) при n = 3, совпадает с меньшим из двух резонансных значений,
получаемых в случае, когда первое приближение ζ1 задается в виде ζ1 = ζ11 [14].

Для оценки влияния глубины бассейна, толщины и модуля упругости пластины на

амплитудно-фазовые характеристики ее изгибных деформаций и резонансные значения
волнового числа проведены расчеты при значениях модуля упругости E = 0,5 · 109 ÷
3,0 ·109 Н/м2, коэффициента Пуассона ν = 0,34 и плотности ρ1/ρ = 0,87, соответствующих
ледяной пластине [17].

Результаты расчетов показали, что при фиксированном значении модуля упругости
пластины увеличение ее толщины приводит к уменьшению значений kn. При этом уве-
личение глубины бассейна обусловливает увеличение значений kn, несмотря на то что
скорость их роста уменьшается с увеличением глубины и при H > 70 м значение kn

остается практически постоянным (рис. 1). На рис. 2 показаны изолинии kn [м−1] в плос-
кости (E, H) в случае h = 0,5 м. Видно, что с увеличением модуля упругости критические
значения kn уменьшаются.

Величина вертикального смещения пластины зависит не только от ее толщины и

модуля Юнга материала, но и от наклона ε = ak начальной основной гармоники и ампли-
туды a1 второй гармоники, определяемой по формуле (3.2). Зависимость амплитуды a1
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Рис. 1. Зависимость критических зна-
чений волнового числа от глубины бас-
сейна при E = 3 · 109 Н/м2 и различной

толщине пластины:
сплошные линии — h = 0,5 м, штрихо-
вые — h = 1 м; 1 — n = 1, 2 — n = 2,
3 — n = 3, 4 — n = 4
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Рис. 2. Изолинии k1 (а),
k2 (б), k3 (в), k4 (г) в плос-
кости (E,H) при h = 0,5 м
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Рис. 3. Зависимость амплитуды второй гармоники от волнового числа при H =
100 м и различных значениях толщины и модуля упругости ледяной пластины:
1, 3 — E = 109 Н/м2, 2, 4 — E = 3 · 109 Н/м2; 1, 2 — h = 0,5 м, 3, 4 — h = 1 м, 5 —
h = 0; сплошные линии — без учета нелинейности ускорения вертикального смещения

пластины, штриховые — с учетом нелинейности ускорения вертикального смещения

пластины

второй гармоники от волнового числа для пластин различной толщины показана на рис. 3.
Кривая 5 соответствует случаю нелинейного взаимодействия гармоник на открытой воде
в отсутствие пластины. При k = 0 амплитуда принимает значение a1 = 1/

√
2. Из рис. 3

следует, что с увеличением толщины пластины значение a1 увеличивается. Функция a1(k)
имеет локальный минимум, величина которого увеличивается с ростом как толщины пла-
стины, так и модуля Юнга, при этом точка локального минимума смещается в сторону
меньших значений волнового числа. Влияние нелинейности ускорения вертикальных сме-
щений пластины проявляется в уменьшении величины a1 с увеличением волнового чис-
ла. При фиксированной толщине пластины и малых значениях k амплитуда колебаний
пластины практически не зависит от ее толщины и модуля упругости. Однако значения
амплитуды колебаний a1, полученные с учетом и без учета нелинейности ускорения вер-
тикального смещения пластины, различаются.

Формы профиля волны изгиба пластины в зависимости от амплитуды и длины вол-
ны начальной основной гармоники показаны на рис. 4, 5. Профили волны изгиба пла-
стины толщиной h = 1 м на рис. 4 соответствуют длине волны начальной гармоники

λ = 2π · 104/11 м, амплитуда которой изменялась в диапазоне 0,5 м 6 a 6 2,0 м. Соот-
ветствующие принятым значениям a значения ε, характеризующие крутизну волны при
рассматриваемых значениях λ, изменяются в диапазоне 5,5 · 10−4 6 ε 6 2,2 · 10−3.

Профили волны изгиба на рис. 4, 5 представляют собой чередование “всплесков” и
“ложбин”. Результаты сравнения зависимостей ζ(x) при a1 > 0 и a1 < 0 свидетельствуют
о том, что профиль волны изгиба пластины зависит от начальной фазы второй гармони-
ки. В случае a1 > 0 (см. рис. 4,а) с увеличением амплитуды волны основной гармоники
в “ложбинах” увеличивается количество высших гармоник. При a1 < 0 (см. рис. 4,б) по-
являются двугорбые “всплески”, а глубина “ложбины” между “всплесками” и количество
высших гармоник в “ложбине” между горбами увеличиваются с ростом амплитуды a.
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Рис. 4. Форма профиля волны изгиба пластины в зависимости от амплитуды

начальной основной гармоники в случаях a1 > 0 (а) и a1 < 0 (б) при H = 100 м,
E = 3 · 109 Н/м2, h = 1 м, λ = 2π · 104/11 м

x, 
ì

0

500

100
0

150
0

200
0

250
0

x, 
ì

0

500

100
0

150
0

200
0

250
0

-1,2
-0,6

0,6
0

z/a

-0,5

1,5
1,0
0,5

0

z/a

l, ì

800
100

0120
0

l, ì

800
100

0120
0

á

à

Рис. 5. Форма профиля волны изгиба пластины от длины волны начальной
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3 · 109 Н/м2, h = 1 м, a = 1 м
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Влияние длины волны начальной гармоники при фиксированном значении ее ампли-
туды на профиль волны изгиба пластины (см. рис. 5) подобно влиянию амплитуды a
начальной основной гармоники (см. рис. 4).

Заключение. На основе уравнений динамики нелинейных волн в однородной идеаль-
ной несжимаемой жидкости с плавающей упругой пластиной методом многих масштабов

построены решения в виде асимптотических рядов до величин третьего порядка мало-
сти для потенциала скорости движения жидкости и вертикальных смещений пластины

(поверхности контакта пластина — жидкость) при изгибе, возникающих при нелинейном
взаимодействии первой и второй гармоник поверхностных волн. Найдены резонансные зна-
чения волнового числа и показано, что они уменьшаются с ростом толщины пластины и
модуля ее упругости. Получена зависимость амплитуды второй гармоники от волнового
числа при различных параметрах пластины с учетом и без учета нелинейности ускорения

ее вертикальных смещений. Показано, что профиль вертикального смещения пластины за-
висит не только от ее толщины и модуля упругости, но и от наклона начальной основной
гармоники и от амплитуды второй гармоники.
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