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Рассматривается пластический изгиб широкой полосы в условиях плоской деформации в
предположении, что материал полосы подчиняется условию текучести Кулона — Мора и
двум типам кинематических соотношений, предложенных Спенсером и Хиллом.
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Изгиб полосы при больших деформациях в условиях плоской деформации был рас-
смотрен в рамках нескольких моделей жесткопластического тела [1–6]. Во всех этих слу-
чаях предполагалось, что пластическое течение не зависит от среднего напряжения. Такое
предположение оправданно для большинства металлических материалов. Модели матери-
алов, учитывающие зависимость условия текучести от среднего напряжения, развивались
для гранулированных материалов и грунтов, для которых изгиб не является характерным
видом деформации. Обзор таких моделей представлен в [7]. Тем не менее условия текуче-
сти современных металлических материалов, таких как некоторые алюминиевые сплавы
и марки сталей, проявляют зависимость от среднего напряжения при выполнении условия
несжимаемости [8–11]. Для таких материалов вполне подходят модели [7] и изгиб являет-
ся важным видом деформации, например при обработке давлением. В настоящей работе
построено решение для плоского изгиба полосы с использованием моделей, предложенных
Хиллом [1] и Спенсером [12]. Показано, что для данного вида деформации эти решения
совпадают. Решение является обобщением решения, полученного в [1] для модели идеаль-
ного жесткопластического материала. Однако новое решение основано на принципиально
отличном подходе, изложенном в [13].

При плоской деформации модель материала, предложенная в [12], в полярной системе
координат (r, θ), которая будет использована в дальнейшем, определяется уравнениями
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Рис. 1. Геометрическая схема процесса

Здесь (1) — уравнения равновесия, (2) — условие текучести Кулона — Мора, (3) — урав-
нение несжимаемости и (4) — уравнение, связывающее напряженное и деформированное
состояния; σrr, σθθ и σrθ — компоненты тензора напряжений; u и v — проекции вектора

скорости на направления r и θ соответственно; ψ — угол между наибольшим главным

напряжением и осью r, отсчитываемый от оси против хода часовой стрелки; ϕ — угол

внутреннего трения; k — коэффициент сцепления; d/dt обозначает полную производную
по времени. В модели, предложенной в [1], уравнение (4) замещается следующим уравне-
нием:
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Уравнения классической пластичности получаются при ϕ = 0. При этом k — предел

текучести при чистом сдвиге.
Толщину полосы в начале процесса обозначимH0, длину— 2L0.Конечная и все проме-

жуточные формы деформируемой области при чистом изгибе определяются двумя дугами

окружностей — AB и CD, и двумя прямыми — AD и CB (рис. 1). Процесс симметричен
относительно оси x, а ось y совпадает с касательной к дуге AB в каждый момент време-
ни. В дальнейшем будет рассмотрена только область y > 0. Угол наклона прямой CB к

оси x обозначим θ0, а радиусы дуг AB и CD — rAB и rCD соответственно. В начальный
момент времени (θ0 = 0) rAB → ∞, rCD → ∞, длины дуг AB и CD равны 2L0, а пря-
мых CB и AD — H0. В [13] были введены лагранжевы координаты ζ и η, совпадающие
по предположению с траекториями главных напряжений, по формулам
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где a— произвольная монотонно возрастающая функция времени; s— произвольная функ-
ция a. Причем a = 0 при t = 0. В [13] показано, что преобразование (6) удовлетворяет
уравнению несжимаемости (3) при любой функции s(a) и в начальный момент времени
x = ζH0 и y = ηH0, если

s = 1/4 (7)
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при a = 0. Таким образом, при выполнении соотношения (7) и в соответствии с выбранной
системой координат (x, y) (см. рис. 1) ζ = 0 на AB, ζ = −1 на CD, η = 0 на оси симметрии
и η = L0/H0 на BC. Для удобства введем полярную систему координат, движущуюся
вдоль оси x, с центром в точке x = −

√
s/a и y = 0 (см. рис. 1). Используя (6), получим
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Отсюда для rAB, rCD, θ0 и текущей толщины h имеем выражения
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Таким образом, функция s(a) полностью определяет геометрию деформируемой области.
При чистом изгибе полосы из жесткопластических материалов существует нейтральная

линия, на которой напряжения терпят разрыв, а скорости деформации обращаются в нуль.
Скорости деформации могут быть определены из (6) непосредственным дифференцирова-
нием. В частности, эквивалентная скорость деформации (второй инвариант тензора ско-
ростей деформации) будет равна
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Уравнение (10) определяет положение нейтральной линии в лагранжевых координатах

ζ = ζn = −ds
da
. (11)

Из (8) следует, что в каждый момент времени координатные линии лагранжевой систе-
мы (ζ, η) совпадают с координатными линиями системы (r, θ). Таким образом, σrθ = 0 во
всех точках деформируемой области, и в частности на ее границе, что является одним из
краевых условий при чистом изгибе полосы. Кроме того, напряжения σrr и σθθ главные,
причем σrr < σθθ (и ψ = π/2) в интервале ζn < ζ 6 0 и σrr > σθθ (и ψ = 0) в интервале
−1 6 ζ < ζn. Тогда условие текучести (2) принимает вид

(σrr + σθθ) sinϕ∓ (σrr − σθθ) = 2k cosϕ, (12)

где верхний знак относится к области ζn < ζ 6 0, а нижний — к области −1 6 ζ < ζn.
Второе из уравнений равновесия (1) и условие (12) показывают, что напряжения не зависят
от θ. Используя (8), найдем
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Переходя в первом из уравнений равновесия (1) к дифференцированию по ζ с помощью (13),
исключая r с помощью (8) и учитывая, что σrθ = 0, найдем
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+ a(σrr − σθθ) = 0. (14)

Исключая в этом уравнении σθθ с помощью (12) и интегрируя в областях ζn < ζ 6 0 и
−1 6 ζ < ζn при краевых условиях σrr = 0 при ζ = 0 и ζ = −1, получим

σrr = k ctgϕ[1− sn1(ζa+ s)−n1 ], n1 = sinϕ/(1 + sinϕ) (15)

в области ζn < ζ 6 0 и

σrr = k ctgϕ[1− (s− a)−n2(ζa+ s)n2 ], n2 = sinϕ/(1− sinϕ) (16)
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в области −1 6 ζ < ζn. Так как напряжение σrr должно быть непрерывным при ζ = ζn,
а ζn определяется уравнением (11), то из (15) и (16) следует уравнение для s
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которое может быть преобразовано к виду
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Решение этого уравнения должно быть получено численно при условии (7). После этого
все геометрические параметры процесса могут быть определены из (9). Ясно, что уравне-
ние (17) имеет решение при s > a. Физический смысл этого неравенства состоит в том,
что rCD = 0 при s = a, как следует из (9). Заметим также, что в начальный момент
времени правая и левая части уравнения (17) обращаются в нуль. Определим производ-
ную ds/da при a = 0 из условия, что главный вектор внешних сил, приложенных на
участке границы CB (см. рис. 1), равен нулю. В начальный момент времени напряже-
ние σxx в декартовой системе координат, показанной на рис. 1, равно нулю во всех точках.
Тогда из условия текучести (12), в котором σrr должно быть заменено на σxx, а σθθ —
на σyy, получим

σyy = 2k cosϕ/(1 + sinϕ) (18)

при ζn < ζ 6 0 и

σyy = −2k cosϕ/(1− sinϕ) (19)

при −1 6 ζ < ζn. Приравнивая главный вектор внешних сил к нулю, из (18) и (19) найдем
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при a = 0. Условие (20) используется при численном решении уравнения (17).
Изгибающий момент определяется как

M =

rAB∫
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σθθr dr. (21)

Переходя в (21) к лагранжевой переменной с помощью (8), представляя σθθ как функцию a
и ζ с помощью (12), (15) и (16) и интегрируя, получим
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Здесь s и ζn являются известными функциями a вследствие численного решения уравне-
ния (17) и соотношения (11). При a = 0 изгибающий момент определяется с помощью (18)
и (19) в виде

m =
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2
. (23)
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Рис. 2. Влияние угла ϕ на положение нейтральной линии
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Рис. 3. Влияние угла ϕ на текущую толщину полосы

Рис. 4. Влияние угла ϕ на величину безразмерного изгибающего момента

Осталось показать, что выполняются уравнения (4) и (5). Так как напряжения и ско-
рости деформации не зависят от θ, то достаточно рассмотреть решение на линии θ = 0.
Вследствие симметрии на этой линии v = 0 и ∂u/∂θ = 0. Следовательно, ∂v/∂r = 0. Кроме
того, ψ = 0 или ψ = π/2. Подставляя эти соотношения в (4) и (5), можно убедиться, что
уравнения удовлетворяются. Таким образом, в рассматриваемом случае решения по обеим
моделям совпадают.

В [9] величина ϕ была определена экспериментально для нескольких марок стали.
В обозначениях данной работы интервал значений ϕ может быть представлен в виде

0,014 < ϕ < 0,064. На рис. 2 для этих материалов показаны зависимости положения

нейтральной линии от параметра a для двух значений угла ϕ (сплошная кривая соот-
ветствует ϕ = 0, штриховая — ϕ = 0,064). Эти зависимости определены из решения урав-
нения (17) с использованием соотношения (11). Интересно отметить, что в начале процесса
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нейтральная линия в материале, условие текучести которого зависит от среднего напря-
жения, располагается ближе к вогнутой поверхности CD (см. рис. 1), чем в материале,
подчиняющемся условию Мизеса, а после определенного уровня деформации — ближе к

выпуклой поверхности AB. Толщина полосы, определенная из (9), и безразмерный изги-
бающий момент, найденный по (22) и (23), показаны на рис. 3 и 4 соответственно для
некоторых значений ϕ. На обоих рисунках при ϕ = 0 кривые соответствуют решению
по классической теории пластичности, полученному в [1]. Заметим, что в соответствии
с (9) величина a, использованная на рисунках в качестве независимой переменной, прямо
пропорциональна углу θ0, который имеет ясный физический смысл. Из рис. 4 следует, что
изгибающий момент уменьшается в процессе деформирования полосы (за исключением
решения, полученного по классической теории пластичности).
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