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На основе плоской модели пластического тела определены компоненты матрицы жест-
костей с учетом образования и развития анизотропной поврежденности на примере од-
ноосного растяжения стали Ст. 3. Для характеристики дефектообразования вводится
векторная мера поврежденности, используются данные микроструктурного анализа и
устанавливается точка деструкции. Полученные оценки упругих модулей и эксперимен-
тальные данные свидетельствуют о качественном соответствии представленной модели
реальным процессам деформирования и разрушения и могут быть использованы для
определения ресурса материалов.
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Для построения теории прочности и описания процесса разрушения твердых тел необ-
ходимо прежде всего идентифицировать реальную дефектность и учесть ее влияние на

деформационные характеристики материалов. Ясно, что в этом случае неизбежно услож-
нение существующих механических моделей, которые должны основываться на данных

эксперимента и на физических механизмах процесса разрушения.
В числе основных параметров как в аналитическом аппарате теории деформируе-

мого твердого тела, так и в конструкторских разработках находятся упругие постоян-
ные или модули упругости. Опытные данные показывают, что эти величины являются
структурно-чувствительными характеристиками, зависящими не только от химическо-
го состава, но и от дефектности и изотропности материала. В частности, зависимость
модуля упругости от поврежденности положена в основу одного из методов определения

дефектности тел в предположении, что упругий модуль поврежденной среды равен неко-
ему эффективному модулю неповрежденного континуума, а дефектность характеризуется
скалярным параметром D [1]. Однако при приложении нагрузки развивается дефектность
с преимущественной ориентацией и первоначально изотропное тело приобретает свойства

анизотропного с ортотропной симметрией [2].
В данной работе рассматривается определение упругих характеристик пластически

деформируемых материалов с учетом образования и развития анизотропной поврежден-
ности. Решение задачи основывается на плоской модели пластического тела Батдорфа —
Будянского [3] и экспериментальных данных, полученных при измерении модуля упруго-
сти при разгрузке.

1. Рассмотрим случай одноосного нагружения пластического тела с учетом образо-
вания и роста микротрещин. Для определенности будем считать, что рост микротрещин
обусловлен чисто пластическим механизмом Стро [4] (теоретическое исследование этого
процесса проводилось в работах [5, 6] ), а тело, как и в [3], состоит из совокупности зерен,
которые имеют единственную систему скольжения, определяемую взаимно перпендикуляр-
ными направлениями n и λ. В системе скольжения действует касательное напряжение τnλ.
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Если число зерен велико, то среди них найдутся такие, для которых нормаль к плоскости
скольжения находится внутри телесного угла dΩ с осью n, а направление скольжения ле-
жит внутри угла dλ c биссектрисой λ. Таким образом, количество зерен, имеющих систему
скольжения nλ, пропорционально dΩ dλ. Отсюда применительно к деформации контину-
альной среды и модели плоского тела полагаем, что:

— пластическая деформация тела складывается из необратимых сдвигов по плоско-
стям скольжения nλ, перпендикулярным к плоскости приложения нагрузки xy;

— необратимые сдвиги происходят только в тех плоскостях, в которых найдется хоть
одно направление, вдоль которого τnλ превосходит критическое постоянное значение и,
кроме того, будет больше своих предыдущих значений;

— величина пластического сдвига γnλ зависит только от τnλ;
— системы скольжения не взаимодействуют и общая деформация суммируется по всем

направлениям;
— при достижении напряженно-деформированным состоянием условия зарождения

микротрещин, которое сводится к выполнению условия τnλ = τs, в системе скольжения nλ
образуется k0 дефектов размером l0, представляющих собой периодическую систему щелей
с расстоянием a между центрами соседних микротрещин;

— при дальнейшем деформировании оставшаяся неразрушенной часть системы сколь-
жения деформируется сдвигом, величина которого зависит только от эффективного каса-
тельного напряжения;

— изменение размеров микротрещин определяется условием их роста, которое примем
в виде [7]

lk − l0k
a

= B(γk − γ0
k) sh

σ0

σi
, (1)

где lk — длина микротрещин в k-й системе скольжения; γk — сдвиговая пластическая

деформация в k-й системе скольжения; γ0
k — сдвиговая пластическая деформация, при

которой в k-й системе скольжения происходит образование микротрещин размером l0k; σ0 —
шаровая часть тензора напряжений; σi — интенсивность напряжений; B — постоянная;

— при разгрузке до момента образования микротрещин имеем упругое изотропное

тело с упругими постоянными: E, ν, G = E/(2 + 2ν) в системе координат ρq, связанной с
пропорциональным путем деформирования. В этом случае напряженно-деформированное
состояние ортотропной среды с повреждениями можно описать потенциалом квадратичной

формы [8], в качестве переменных которого используются компоненты тензора деформа-
ций εj и компоненты вектора поврежденности ωj :
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Здесь ki — коэффициенты разложения; P — полином, квадратичный по ωj .
При образовании микротрещин в системе скольжения, связанной с направлением на-

гружения, микротрещины образуются по направлению q и координатами вектора ω будут
(0, ω2). Отсюда в системе координат, связанной с k-й плоскостью скольжения, в которой
ось 1 направлена по оси скольжения, а ось 2 — по нормали к оси скольжения, используя (2),
получим следующие выражения для модулей упругости:

C11 = C0
11 + 2k4ω

2
2, C12 = C21 = C0

12 + k14ω
2
2, C22 = C0

22 + 2k8ω
2
2,

C66 = C0
66 + 2k12ω

2
2, C16 = C61 = 0, C26 = C62 = 0,

(3)

где C0
ij — упругие постоянные неповрежденных систем скольжения:

C0
11 = C0

22 = E/(1− ν2), C0
66 = G = E/(2 + 2ν), C0

12 = νE/(1− ν2). (4)
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В системе координат, связанной с пропорциональным путем нагружения и единичны-
ми базисами ρ и q, упругие постоянные C̄k

ij , согласно правилам преобразования [9], будут
определяться следующим образом:

C̄k
ij = ak

ijlU
k
l , l = 1, 2, 3, 4, (5)

где

Uk
1 = (1/8)(3C11 + 3C22 + 2C12 + 4C66), Uk

2 = (1/2)(C11 − C22),

Uk
3 = (1/8)(C11 + C22 − 2C12 − 4C66), Uk

4 = (1/8)(C11 + C22 + 6C12 − 4C66),

ak
ijl — ориентационные факторы.

Используя (3), получим

Uk
l = U0k

l + Ak
l ω

2
2, (6)

где Ak
l выражаются через коэффициенты ki разложения потенциала деформации (2):

A1 = (1/4)(3k4 + 3k8 + 4k12 + k14), A2 = k4 − k8,

A3 = (1/4)(k4 + k8 − 4k12 − k14), A4 = (1/4)(k4 + k8 − 4k12 + 3k14).
(7)

Компоненты тензора напряжений, действующих в теле, находим суммированием по всем
плоскостям скольжения, а именно интегрированием по углу λ в пределах от −π/2 до π/2
с учетом (5) и (6):
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Первый интеграл в (8) дает матрицу жесткостей линейной изотропной теории упругости,
а во втором интеграле подынтегральное выражение отлично от нуля при λ ∈ [−ϕ, ϕ], так
как в диапазоне −π + ϕ < λ < π − ϕ, где угол ϕ определяется из условия cos ϕ = τs/τ [10],
материал является неповрежденным и в этом случае ω2 = 0. Постоянные Al выносятся за

знак интеграла, ωk2

2 — положительная симметричная функция по λ относительно значе-
ния λ = 0 при пропорциональном нагружении. В k-й системе скольжения ω2 есть функция

длины микротрещины l, которая, в свою очередь, зависит от величины сдвиговой пла-
стической деформации γp в этой системе скольжения и определяется условиями роста

микротрещины. Тогда, полагая ωk2

2 = lk/a, учитывая, что γ = e cos λ/
√

2, σ0/σi = const,
и при условии роста трещин (1) получим
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1
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ij ]εj + [Zij ]εj ,

где e — интенсивность деформаций; e0 — интенсивность деформаций при зарождении

трещин; B1 — константа; 1/π — нормировочный множитель, а матрица имеет вид
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1

π
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)
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Соответственно, матрицы
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легко вычисляются с учетом выражений для Al и ak
ijl:

N11 = 2A1 sin ϕ + A2(sin ϕ + (1/3) sin 3ϕ) + A3((1/3) sin 3ϕ + (1/5) sin 5ϕ),

M11 = 2A1ϕ + A2 sin 2ϕ + (1/2)A3 sin 4ϕ,

N22 = 2A1 sin ϕ− A2(sin ϕ + (1/3) sin 3ϕ) + A3((1/3) sin 3ϕ + (1/5) sin 5ϕ),

M22 = 2A1ϕ− A2 sin 2ϕ + (1/3)A3 sin 4ϕ,
(10)

N12 = 2A4 sin ϕ− A3((1/3) sin 3ϕ + (1/5) sin 5ϕ), M12 = 2A4ϕ− (1/2)A3 sin 4ϕ,

N66 = A1 sin ϕ−A3((1/3) sin 3ϕ+(1/5) sin 5ϕ)−A4 sin ϕ, M66 = A1ϕ−(1/2)A3 sin 4ϕ−A4ϕ.

Видно, что поврежденная среда является анизотропной и ее жесткости определяются ко-
эффициентами Al.

2. Проведем оценку коэффициентов ki, используя (3), для материалов, микроструктур-
ные исследования которых при пластическом деформировании описаны в работах [6, 11].
Будем считать, что в момент зарождения дефектов сдвиг происходит в одной системе
скольжения, тело сохраняет изотропию, а модуль упругости поврежденного материала
определяется выражением [6]

E =
2E0(1− c)(7− 5ν0)

2(7− 5ν0) + (1 + ν0)(13− 15ν0)c
,

где c — концентрация дефектов. Начальные значения параметра поврежденности и кон-
центрации дефектов найдем, вычислив объем условной по́ры и объем, приходящийся на
одну пору; тогда

ω0 = l0N
−1/3, c0 = πl30N/6,

где N — количество дефектов в 1 м3; l0 — размер зародышевых микронесплошностей,
определенный микроструктурными исследованиями. Исходные и расчетные характери-
стики дефектности, а также оценки ki приведены в таблице. Как видно из таблицы, по-
лученные значения ki отрицательные, что обуславливает падение всех упругих модулей
при образовании дефектов, причем порядок величины зависит от концентрации и размера
дефектов.

Чтобы определить влияние анизотропии, вызванной накоплением повреждений, рас-
смотрим поведение Cij на примере деформирования образцов стали Ст. 3, которые под-
вергались одноосному растяжению с записью продольной и поперечной деформации.

Известно, что в пластически деформируемых металлах момент зарождения микро-
несплошностей характеризуется точкой деструкции D, которая может быть установле-
на различными методами [12, 13]. На рис. 1–3 представлены деструкционная диаграмма,
изменение модуля упругости ED при разгрузке и зависимость коэффициента ν от пла-
стической деформации. Как следует из рис. 1, моменту зарождения микронесплошностей
соответствуют остаточная деформация ε11 ≈ 0,07 и значение модуля E11 ≈ 1,5 · 105 МПа.
Тогда для нахождения неизвестных коэффициентов Al и B1 составим систему уравнений,
используя (9) и экспериментальные данные:

C l
11 = C0

11 + (1/π)B1(e− e0)N
l
11 + (1/π)ω0M

l
11,

C1
66 = C0

66 + (1/π)B1(e− e0)N
1
66 + (1/π)ω0M

1
66.

(11)

Материал l0, мкм c0 ω0 k4, МПа k12, МПа k14, МПа

Алюминий 0,14 1,4 · 10−4 0,0650 −199,1 −49,8 −199,1
Медь 0,25 4,1 · 10−3 0,1984 −2060,5 −515,1 −2060,5
Ст. 3 0,10 5,2 · 10−7 0,0100 −9,2 −2,5 −8,4

Титановый сплав ВТ-5 3,00 5,0 · 10−3 0,0295 −23 700 −5900 −24 800
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Рис. 1. Деструкционная диаграмма нагружения образца Ст. 3 (S — истинное

напряжение, ε — остаточная деформация):
точки — эксперимент; сплошные линии — аппроксимация
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость модуля упругости от остаточной деформации образца Ст. 3

Рис. 3. Зависимость коэффициента поперечной деформации образца Ст. 3 от
остаточной деформации

Чтобы определить C l
ij , вновь воспользуемся формулами (4) в предположении, что интен-

сивность деформаций определяется соотношением

e = (2
√

2/3)(1 + ν + ν2)1/2ε11.

Решением системы (11) с использованием (10) для исследуемого образца стали Ст. 3 при
указанных допущениях получены следующие оценки: A1 ≈ −16,6 · 105 МПа, A2 ≈ 24,5 ×
105 МПа, A3 ≈ −26,1 · 105 МПа, A4 ≈ 24,1 · 105 МПа, B1 ≈ 5. Отсюда с учетом (7)
k4 ≈ −9,2 · 105 МПа, k8 ≈ −34,9 · 105 МПа, k12 ≈ 2,9 · 105 МПа, k14 ≈ 50,7 · 105 МПа.

В отличие от случая изотропии теперь матрица жесткостей характеризуется двумя

отрицательными коэффициентами k4 и k8 и двумя положительными коэффициентами k12

и k14, что указывает на противоположное поведение упругих модулей. На рис. 4 представ-
лено распределение значений Cij по системам скольжения, которые определяются углом ϕ.



А. И. Козинкина 159

0,5 1,00

1

2

f, ðàä f1

Ñ11

Ñ12

Ñ22

Ñ66

Cij , 10
5

 ÌÏà

0
360 380 400

1

2
Ñ11

Ñ12
Ñ22

Ñ66

Cij , 10
5

 ÌÏà

s, ÌÏà

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Зависимость компонент матрицы жесткостей от направления скольжения

Рис. 5. Зависимость компонент матрицы жесткостей от приложенного напряжения

В общем, с ростом поврежденности значения C11 уменьшаются, а C12 растут, при этом C22

и C66 снижаются до нуля примерно в два раза быстрее, чем C11. Из полученных результа-
тов следует, что при достижении некоторого напряженного состояния, соответствующего
углу ϕ1, происходит потеря устойчивости пластического деформирования, причем локаль-
ный сдвиг вновь происходит в плоскости λ = 0, а в плоскостях, где λ 6= 0, пластических
сдвигов не будет. В конечном итоге это приводит к ослаблению сопротивления материала
в направлении C11 и разделению его на части. Деформация, при которой C11 обращается

в нуль, соответствует разрушению образца.
Действительно, физическими исследованиями установлено, что пластические дефор-

мации в материалах, подобных стали Cт. 3, протекают путем сдвига по плоскостям сколь-
жения отдельных зерен феррита в направлении большой диагонали. Различное ориенти-
рование зерен, а также границы и включения затрудняют общий сдвиг одной части образ-
ца по другой. Поэтому, чтобы образовались общие плоскости сдвига в образце, сдвиги в
отдельных зернах феррита должны обтекать более прочные зерна перлита или раскалы-
вать их слабые участки с повышением напряжений. На рис. 5 представлены зависимости
модулей упругости от напряжения, полученные расчетным путем, и экспериментальные
данные. Как видно, значения C11, определенные теоретическим и опытным путем, близ-
ки. Небольшое различие обусловлено принятыми допущениями при пересчете измеряемых
значений E11.

Итак, в работе проведена оценка компонент матрицы жесткости в случае развития
анизотропии материала. Показано существенное влияние ориентации трещин на поведение
упругих модулей. Представленная модель деформирования и разрушения упругопластиче-
ских материалов адекватно описывает процесс и может быть основой для мониторинга

состояния поврежденности материала и весьма точной оценки его ресурса.
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