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Получены выражения, описывающие особенности формирования температурного поля в фотоакусти-
ческой камере с учетом температурной зависимости не только теплофизических параметров всех слоев и по-
глощательной способности, но и оптического коэффициента поглощения образца. Выведена система нелиней-
ных алгебраических уравнений для определения зависимости температур освещаемого слоя образца и его 
обратной стороны от интенсивности падающего луча. В результате численного решения этой системы получе-
ны нелинейные зависимости температур обоих сторон образца от интенсивности луча. Обнаружено, что знак 
термического коэффициента температурной зависимости оптического коэффициента поглощения существенно 
влияет на характер зависимостей приращения температур облучаемой поверхности и тыловой стороны образца 
от интенсивности. Также показана существенная роль подложки на формирование поля температур в фотоакус-
тической камере. 
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Введение 

Методы фотоакустической (ФА) спектроскопии [1−4] широко применяются для 
измерения целого ряда физических величин различных одно- и многослойных систем, 
включая наносистемы [5−7]. Это, безусловно, связано с созданием соответствующих 
теорий, включая линейную теорию ФА-эффекта [8]. В указанной работе считалось, что 
в ходе выполнения ФА-эксперимента теплофизические и оптические параметры сред 
остаются постоянными. Между тем известно, что с ростом интенсивности падающего 
луча исследуемая среда существенно нагревается, и тогда вопрос о применимости ре-
зультатов [8] становится проблематичным. В этой связи в исследованиях [9, 10] была 
развита теория формирования нелинейного ФА-отклика твердотельными образцами и 
было установлено, что нелинейный ФА-сигнал состоит из набора гармоник, первые две 
из которых являются основными. При этом считалось, что величина оптического коэффи-
циента поглощения образца β постоянна по всему объему образца. С другой стороны, 
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эта величина представляет собой функцию температуры [11], т.е. β = β (T), и следова-
тельно, коэффициент не должен быть однородным по всему объему образца. 

Целью настоящей работы является теоретическое исследование влияния оптиче-
ского коэффициента поглощения образца β = β (T) на формирование стационарного 
температурного поля в ФА-камере с однослойном образцом. Подобная задача для случая 
постоянства величины β двухслойных образцов была рассмотрена в работе [12]. 

Математическая модель задачи 

Как и в исследованиях [9, 10], будем считать газовый слой и подложку прозрачны-
ми для падающего луча. Тогда исходная система нелинейных уравнений теплопровод-
ности для величины приращения температур всех слоев iT ′  будет иметь вид: 

g
g g( ) 0,

dTd k T
dx dx

′ 
= 

 
   g0 ,x l≤ ≤                                         (1) 

0
( )

S
S 0 S( ) 0,5 ( ) e 0,

x
y dydTd dk T I A T

dx dx dx

β∫′  + =  
   S 0,l x− ≤ ≤                    (2) 

b
b b( ) 0,

dTd k T
dx dx

′  = 
 

   b S S( ) ,l l x l− + ≤ ≤ −                                  (3) 

где ( )i ik T   теплопроводность соответствующих слоев, S( )TΑ   поглощательная спо-
собность образца, 0I   интенсивность падающего луча, g ,l  S ,l  bl   толщины газового 
слоя, образца и подложки соответственно. 

Температурные зависимости величин ( ),ik T  S ( )TΑ  и коэффициента поглощения 
образца ( )Tβ  представим в виде: 

ki = (0)
ik (1 + δ2iT

 ′i ), AS(T) = (0)
3SS (1 ),TΑ δ ′+  β (T) = β(0)(1 + δ4S T ′), где (0)

0( ),ik k T= (0)
0S ( ),A TΑ =  

(0)
0( )Tβ β=   начальные значения, а (0)

2 2(1/ ) ( / ),i iik k Tδ = ∂ ∂  (0)
3S SS(1/ )( / )A A Tδ = ∂ ∂  и 

(0)
4S (1/ )( / )Tδ β β= ∂ ∂   термические коэффициенты этих параметров. 

Для рассматриваемого случая имеем шесть граничных условий: непрерывность 
температур и потоков тепла на границах «газ−образец» ( 0),x =  «образец−подложка» 

S( )x l= −  и отсутствие нагрева на торцах ФА-камеры, которые имеют вид: 

g g( ) 0,T l′ =  b b S[ ( )] 0,T l l′ − + =   g S 0(0) (0) ,T T′ ′= = Θ  S S b S 0( ) ( ) ,T l T l W′ ′− = − =        (4) 

gS
S S g g

0 0

( ) ( ) ,
x x

dTdT
k T k T

dx dx= =

′ ′  =      
  

S S

S b
S S b b( ) ( ) ,

x l x l

dT dT
k T k T

dx dx=− =−

′ ′   =      
         (5) 

где 0 0, WΘ   приращения температуры облучаемой и тыловой поверхностей образца 
соответственно. 

Решение задачи 

Используя обозначения 1
2( ) ( ),i i iT x g xδ −′ =  решения уравнений (1) и (3) можно запи-

сать в виде 
1/ 2

g 2g 0 2g 0 g( ) 1 (2 )(1 ) 1,g х x lδ δ = + Θ + Θ − −                                 (6) 
1/ 2

S b
b 2b 0 2b 0

S b b
( ) 1 (2 ) 1 1.

l lxg x W W
l l l

δ δ
   +

= + + + −  +   
                        (7) 
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Для рассматриваемого случая принципиальную роль играет последнее слагаемое 

в уравнении (2), а именно функция 
0

exp ( ) .
x

y dyβ
 
 
  
∫  Подставляя в него выражение 

(0)
S 4S S( ) [1 ( )]T T xβ β δ ′= +  и принимая во внимание, что второе слагаемое в показателе 

экспоненты значительно меньше первого, разложим данную функцию в ряд Тейлора по 
этому малому параметру и получим 

(0)
4S S (0)

0
[ ( ) ]

(0)
4S S

0

e e 1 ( ) .

x
x T y dy x

x T y dy
β δ

β β δ
′+ ∫  

′≈ + 
  

∫  

Тогда, принимая во внимание малость параметра 2S ,δ  уравнение (2) можно переписать 
в виде 

(0)2
(0) (0) (0)S

0 0 3S 4S SS S2
0

0,5 (1 ) e 1 ( ) ) ,
x

xd dk I A y dy
dxdx

βδ β δ
 Ψ

= − +Θ + Ψ 
  

∫                 (8) 

где S S 2S S( )[1 0,5 ( )].T x T xδ′ ′Ψ = +  Очевидно, что уравнение (8) справедливо в области 

2S S0,5 ( ) 1.T xδ ′ <<  Выполнив оба присутствующих в нем интегрирования, получим сле-
дующее интегральное  уравнение для определения S ( ) :xΨ  

(0) (0)
S 1 4S S 1 2

0

( ) e 1 ( ) ) ,
x

xx B y dy dx C x Cβ β δ
 

Ψ = − + Ψ + + 
  

∫ ∫                        (9) 

здесь 
(0)

0 0 3SS
1 (0)

S

(1 )
,

2
I A

B
k

δ+Θ
=  а 1C  и 2C   константы интегрирования. Учитывая, что ин-

тегральное слагаемое в правой части (9) умножается на малый параметр 3 1
4S 10 ,Kδ − −≈  

для его решения используем метод теории возмущения и искомую функцию представим 
в виде  

(0) (1)
S S S( ) ,xΨ = Ψ +Ψ                                                       (10) 

где (0)
S ( )xΨ   решение уравнения (9) при пренебрежении вторым интегральным сла-

гаемым, а (1)
S ( )xΨ   искомая поправка. Реализуя эту процедуру, найдем выражения для 

(0)
S ( )xΨ  и (1)

S ( ),xΨ  постановка которых в (10) приведет к следующему алгебраическому 
уравнению для температурного поля в образце: 

(0)
(0) (0)

(0)(0)
1

2
22S 1 4S 1

S S (0) 2 (0)

(0) 2 2 (0) (0)1 4S 1 4S
1 2(0) 2 (0)

e
( ) ( ) e (e 2)

2 2( )

e ( ) 2 2 e ( 1) 1 .
2( )

x
x x

xx

B B
T x T x

B B
C x x x C x

β
β β

ββ

δ δ
β β

δ δ
β β β

β β

′ ′+ = − − −

    − − + − − − −         

    (11) 

Условия S 0(0)T ′ = Θ  и 0S S 0( ) WT l′ − =  позволяют получить систему двух алгебраиче-
ских уравнений для определения 1C  и 2 ,C  из решения которых получим выражение 

/ ,i iC = Λ Λ  где 

{ }(0) 2 2 (0) (0)1 4S
0 S S S S(0) 0,5 ( ) 2 2 1 ,

A
E l l l l

δ
β β β

β
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(0)
0 S

1 (0) (0)
S

;
2

I A
A

k β
=  
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Тогда выражение 

( ) [ ]
1/ 22 1

S 1 2S 1 2 2 3 2S( ) 1 2 ( ) 2 ( ) ( ) 1g x R x R x R xδ δ − = Λ + − Λ Λ +Λ Λ −               (12) 

является решением уравнения (11). Здесь использованы обозначения: 

(0) (0) (0)2
21 4S

1 1( ) e 2e e ,
2

x x xA
R x Aβ β βδ  = − − 

 
  

( )
(0)

(0) (0)2 21 4S
2 (0)

e
( ) ( ) 2 2 ,

2

xA
R x x x x

βδ
β β

β
 = − + −     

(0) (0)
3 1 4S( ) e ( 1) 1.xR x A xβδ β= − −  

В выражения (6), (7) и (12) входят величины 0Θ  и 0 ,W  для определения которых 
применяется условие непрерывности потоков тепла на границах «газ-образец» и «обра-
зец-подложка». С учетом последнего получим следующую систему нелинейных алгеб-
раических уравнений для определения 0Θ  и 0 :W  

( ) ( )2 2
0 2S 2g 0 1 0 2S 0 2 32 1 2 ( 1) 0,d d N W W N Nδ δ δΘ + + Θ + + − − + + =                  (13) 

( ) ( )2 2
0 2S 0 4 0 2S 1 2g 0 1 5 62 ( 1) 2 1 0.N W d W d N Nδ δ δΘ + Θ + − + − + + + =                 (14) 

В (13) и (14) использованы обозначения: 

( ) ( )(0) (0) (0) (0)2 20
1 1 4S S S 0 S 1 3 0 S(0) (0)

S S
( ) 2 2 1 1 ,

2
E ddN A d l l E l A E l

l l
δ β β β δ β

β β

   = − + + + + + + − −    
 

2 1 4S,N A δ=  

( ) ( )2(0) (0) (0)2 2
3 1 4S S 0 S 0 0 1 S 03 2 ( 4) 2 1 ,N A l E l E E A l Eδ β β β = − − + − − + −     

(0) (0)
1 S bSb / ,d k l k l=  

(0)(0)
g S gS/ ,d k l k l=  

( ) ( )2(0) (0)(0)
4 1 4S 0 S S 1 3S 0 S2 1 1 1 ,N A E l l A E lδ β β δ β   = + + + − +      

( ) ( )2 20 1 (0) (0) (0)2 21
5 1 4S 1 S S 0 S(0) (0)

S S
2 2 0,5 1 ,

2

E ddN A d l l E l
l l

δ β β β
β β

 
= − + + + − + 

    

( ) ( )2 (0) (0)(0)2
6 1 4S 0 S S 0 1 0 S 14 2 1 2 1 2 .N A E l l E A E l Aδ β β β  = − − − + − − +    

 

Отметим, что в (13), (14) опущены слагаемые, содержащие 2~ iδ  и ~ ,i jδ δ  поскольку 

они как минимум на 2−3 порядка меньше по сравнению с другими вкладами. 
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Результаты расчета  и их обсуждение 

Выражения (6), (7) и (12) совместно с системой нелинейных алгебраических урав-
нений (13), (14) представляют собой решение сформулированной задачи и позволяют 
путем численного решения определить все особенности формирования стационарного 
температурного поля в ФА-камере с учетом температурной зависимости оптического 
коэффициента поглощения образца. Из этих выражений следует, что для нахождения 
температурного поля необходимо, прежде всего, найти зависимости величин 0Θ  и 0W  
от интенсивности падающего луча. С этой целю авторами получено численное реше-
ние системы уравнений (13), (14) для кварцевого стекла, контактирующего с двуокисью 
циркония, результаты которого представлены на рис. 1. Теплофизические и оптические 
параметры имеют следующие значения: T0 = 300 K, (0)

g 0,025 Вт / (м K),k = ⋅  (0)
S 1,36 Вт / (м K),k = ⋅  

(0)
b 1,7 Вт / (м K),k = ⋅  3 1

2g 2,39 10 K ,δ − −= ⋅  δ2S = 0,56⋅10−3 K−1, δ2b = 0,104⋅10−3 K−1 [13], (0)
S 0,26A =  

(спектральное значение на длине волны λ = 9 мкм), 3 1
3S 1,2 10 K ,δ − −= ⋅  β (0) = 325⋅104 м−1 [14] 

при 3 1
4S 3,7 10 Kδ − −= ⋅  (кривая 1), 4S 0δ =  (кривая 2) и 3 1

4S 3,7 10 Kδ − −= − ⋅  (кривая 3). 

Значения толщин: 3
g 5 10 м,l −= ⋅  3

S 10 м,l −=  3
b 10 м.l −=  Видно, что во всех рассмотрен-

ных случаях зависимости 0Θ  и 0W  от интенсивности падающего луча являются степен-
ными, то есть не являются линейными. Уменьшение этих величин при переходе из об-
ласти 4 0δ >  в 4 0δ <  обусловлено уменьшением количества световой энергии, преобра-
зуемой в тепло. 

На рис. 2 показаны результаты модельного расчета для того же кварцевого стекла 
(A(0) = 0,87, β(0) = 50 см−1, δ3S = 1,235⋅10−3 K−1, δ4S = −3,7⋅10−3 K−1), когда подложками 

являются оксид циркония (кривая 1), поликристаллический висмут (0)
bk =  7 Вт/(м⋅K),  

δ2b = 2,38⋅10−3 K−1 [13] (кривая 2) и нержавеющая сталь ( (0)
bk =  14,9 Вт/(м⋅K), δ2b = 

= 0,94⋅10−3 K−1 [13]) (кривая 3). Видно, что с ростом теплопроводности подложки значе-
ния опорных температур 0Θ  и 0W  значительно падают, что связано с соответствующим 
ростом переноса тепла к тыльной стороне образца. 

 
 

Рис. 1. Зависимость приращения температуры облучаемой (а) и тыльной (b) сторон 
кварцевого стекла, контактирующего с двуокисью циркония в ФА-камере, 

от интенсивности падающего луча. 
δ4S = 3,7⋅10−3 (1), 0 (2), −3,7⋅10−3 (3) K−1. 
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Заключение 

Проведенное исследование дает основание утверждать, что наличие температурной 
зависимости оптического коэффициента поглощения существенно влияет на формиро-
вание стационарного поля температуры в фотоакустической камере и для каждого кон-
кретного случая необходимо выполнить соответствующие расчеты согласно получен-
ным выражениям. 
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Рис. 2. Зависимости приращения температуры облучаемой (а) и тыльной (b) сторон 
кварцевого стекла от интенсивности падающего луча для подложек 

из оксида циркония (1), поликристаллического висмута (2) и нержавеющей стали (3). 
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