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Выполнен асимптотический анализ уравнений осесимметричного течения жесткопла-
стического материала, подчиняющегося модели двойного сдвига, в окрестности поверх-
ностей максимального трения. Показано, что в случаях, когда поверхность трения сов-
падает с огибающей семейства характеристик, решение является сингулярным. Опре-
делен возможный характер поведения сингулярных решений вблизи поверхностей мак-
симального трения. В частности, эквивалентная скорость деформации вблизи поверхно-
сти трения стремится к бесконечности обратно пропорционально квадратному корню из
расстояния до этой поверхности. Такое поведение эквивалентной скорости деформации
также имеет место в классической теории пластичности материалов, условие текучести
которых не зависит от среднего напряжения.
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Модель двойного сдвига [1] принадлежит к моделям течения жесткопластического

несжимаемого материала, условие текучести которого зависит от среднего напряжения.
По-видимому, впервые такая модель, включавшая кинематику, была предложена в [2].
Краткий обзор подобных моделей приведен в [3]. Эти модели являются обобщениями клас-
сической теории идеального жесткопластического материала и используются для описа-
ния движения сыпучих материалов [1, 2], а также деформации некоторых металлических
сплавов [4, 5].

В классической теории пластичности могут возникать сингулярные решения вблизи

поверхностей максимального трения и поверхностей разрыва скорости [6–8]. Поверхность
максимального трения, которая является контактной поверхностью между жестким ин-
струментом и деформируемым материалом, определяется равенством удельных сил трения
при скольжении пределу текучести при чистом сдвиге. В случаях, когда система уравне-
ний гиперболическая, поверхность максимального трения совпадает с характеристикой
или огибающей семейства характеристик, а сингулярность в решении возникает, если по-
верхность трения совпадает с огибающей. В этой формулировке закон максимального тре-
ния используется в теориях пластичности с условием текучести, зависящим от среднего
напряжения [9–12]. Решения частных задач при плоскодеформированном состоянии по-
казывают, что в рамках таких теорий пластичности асимптотическое поведение решений
вблизи поверхности максимального трения зависит от модели материала [11]. Характерной
особенностью плоских течений материалов, подчиняющихся модели [1], является возмож-
ность возникновения сингулярных решений [12], причем их асимптотическое поведение
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Рис. 1

вблизи поверхностей максимального трения совпадает с соответствующими решениями,
полученными в рамках классической пластичности [7, 8]. В связи с этим представляет

интерес выяснить возможность возникновения сингулярных решений при осесимметрич-
ных течениях материалов, подчиняющихся модели [1], и, если такие решения существуют,
найти их асимптотическое поведение вблизи поверхности трения.

Статические уравнения модели [1] состоят из уравнений равновесия и условия теку-
чести Кулона — Мора. При исследовании осесимметричных течений естественно исполь-
зовать цилиндрические координаты r, θ, z, в которых проекция скорости uθ = 0, напряже-
ние σθθ является одним из главных напряжений и все производные по θ равны нулю. Без
ограничения общности можно положить, что σ3 = σθθ, а σ1 > σ2, где σ1, σ2, σ3 — главные

напряжения. Так как условие текучести сингулярное, то существует несколько режимов
течения. Сечение поверхности текучести плоскостью σ = const (σ = (σ1 + σ2 + σ3)/3 —
среднее напряжение) показано на рис. 1. Наиболее интересные осесимметричные реше-
ния, которые встречаются в большинстве задач, соответствуют режимам A и B (рис. 1).
Эти режимы будут рассмотрены в данной работе. Условие текучести для них может быть
записано в виде

σ1(1 + sinϕ) = 2c cosϕ+ σ2(1− sinϕ), σ2 = σθθ (1)

в режиме A и

σ1(1 + sinϕ) = 2c cosϕ+ σ2(1− sinϕ), σ1 = σθθ (2)

в режиме B. Здесь ϕ — угол внутреннего трения; c — коэффициент сцепления. В компо-
нентах тензора напряжений в цилиндрических координатах σrr, σzz, σθθ, σrz уравнения (1)
и (2) записываются в виде

(σrr + σzz) sinϕ+ [(σrr − σzz)
2 + 4σ2

rz]
1/2 = 2c cosϕ,

2σθθ = σrr + σzz − ε[(σrr − σzz)
2 + 4σ2

rz]
1/2,

(3)

где ε = 1 в режиме A и ε = −1 в режиме B. Введем угол ψ между осью r и первым глав-
ным напряжением, отсчитываемый от оси r против хода часовой стрелки. Тогда условию
текучести (3) можно удовлетворить, если положить [1]

σrr = −p+ q cos 2ψ, σzz = −p− q cos 2ψ, σrz = q sin 2ψ, σθθ = −p− εq,
p = −(σrr + σzz)/2, q = p sinϕ+ c cosϕ.

(4)



182 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2005. Т. 46, N-◦ 5

s1

x1

x3

w

q

a

M

r

z u

0

Рис. 2

Уравнения равновесия имеют вид

∂σrr

∂r
+
∂σrz

∂z
+
σrr − σθθ

r
= 0,

∂σrz

∂r
+
∂σzz

∂z
+
σrz

r
= 0. (5)

Подставляя (4) в (5), можно получить систему уравнений относительно p и ψ. Эта система
гиперболическая и углы наклона характеристик к оси r определяются формулами (см.,
например, [1])

φ = ψ ± (ϕ/2 + π/4). (6)

Пусть α — угол наклона к оси r касательной к поверхности трения ω в некоторой точкеM
этой поверхности (рис. 2). Тогда из определения закона максимального трения следует,
что при скольжении φ = α. Из (6) получаем, что на поверхности трения

ψ = α− ϕ/2− π/4. (7)

Здесь для определенности выбран верхний знак в (6). Второй случай может быть иссле-
дован аналогично. Введем локальную ортогональную систему координат x1, x3 в точке M
так, чтобы ось x1 была направлена по касательной к поверхности трения, а ось x3 —
внутрь деформируемого материала (рис. 2). Без ограничения общности инструмент мо-
жет считаться неподвижным. Тогда вектор скорости u в точкеM направлен вдоль оси x1.
Из (7) следует, что угол α − ψ зависит только от свойств материала, но не от геометрии
конкретной задачи.

Подставим (4) в (5) и перейдем к дифференцированию по x1 и x3 по формулам

∂

∂r
=

∂

∂x1
cosα− ∂

∂x3
sinα,

∂

∂z
=

∂

∂x1
sinα+

∂

∂x3
cosα. (8)

В результате получим

[cos (α− 2ψ) sinϕ− cosα]
∂p

∂x1
+ [sinα− sin (α− 2ψ) sinϕ]

∂p

∂x3
+

+ 2q sin (α− 2ψ)
∂ψ

∂x1
+ 2q cos (α− 2ψ)

∂ψ

∂x3
+
q(cos 2ψ + ε)

r
= 0, (9)
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[sin(α− 2ψ) sinϕ+ sinα]
∂p

∂x1
+ [cosα+ cos (α− 2ψ) sinϕ]

∂p

∂x3
−

− 2q cos (α− 2ψ)
∂ψ

∂x1
+ 2q sin (α− 2ψ)

∂ψ

∂x3
− q sin 2ψ

r
= 0.

Разрешим систему (9) относительно производных ∂p/∂x3 и ∂ψ/∂x3. Тогда

2q[sinϕ+ cos (2α− 2ψ)]
∂ψ

∂x3
− cos2 ϕ

∂p

∂x1
+ 2q sin (2α− 2ψ)

∂ψ

∂x1
+

+
q

r
[(ε+ sinϕ) cosα+ (1 + ε sinϕ) cos (α− 2ψ)] = 0,

(10)

[sinϕ+ cos (2α− 2ψ)]
∂p

∂x3
+ sin (2α− 2ψ)

∂p

∂x1
− 2q

∂ψ

∂x1
− q

r
[ε sin(α− 2ψ) + sinα] = 0.

Коэффициенты при ∂p/∂x3 и ∂ψ/∂x3 в этом уравнении обращаются в нуль при выпол-
нении условия (7), а сами уравнения в случае, если ∂p/∂x3 и ∂ψ/∂x3 ограниченны, дают
соотношения вдоль характеристик. Предположим, что поверхность трения совпадает с
огибающей семейства характеристик. Тогда характеристические соотношения не должны
выполняться на поверхности трения и, чтобы удовлетворить уравнениям (10), необходимо
положить ∣∣∣ ∂p

∂x3

∣∣∣→∞, ∣∣∣ ∂ψ
∂x3

∣∣∣→∞ (11)

при ψ → α− ϕ/2− π/4 и x3 → 0. Предположим, что в окрестности поверхности трения

ψ = α− ϕ/2− π/4 + Axβ
3 . (12)

Причем для выполнения второго из условий (11) необходимо, чтобы выполнялось неравен-
ство β < 1. В то же время ограниченность ψ требует, чтобы β > 0. Подставляя (12) в пер-

вое из уравнений (10), найдем, что первый член этого уравнения имеет порядок O(x2β−1
3 ).

Так как по предположению этот член не может быть равен нулю (в этом случае получи-
лось бы характеристическое соотношение) и не может стремиться к бесконечности (урав-
нение (10) не содержит других членов, которые могли бы стремиться к бесконечности при
x3 → 0), то отсюда следует, что β = 1/2. Тогда для угла ψ в окрестности поверхности
трения из (12) получаем зависимость от x3 в виде

ψ = α− ϕ/2− π/4 + Ax
1/2
3 + o(x

1/2
3 ). (13)

Подставляя (13) во второе уравнение системы (10) и используя такие же рассуждения,
получаем выражение

p = p0 +Bx
1/2
3 + o(x

1/2
3 ). (14)

Величины A, B и p0, входящие в (13) и (14), могут зависеть от положения точки M на

поверхности трения.
Кинематические уравнения рассматриваемой модели материала имеют вид [1]

∂ur

∂r
+
∂uz

∂z
+
ur

r
= 0,(∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

)
cos 2ψ −

(∂ur

∂r
− ∂uz

∂z

)
sin 2ψ +

(15)

+ sinϕ
(∂ur

∂z
− ∂uz

∂r
+ 2ur

∂ψ

∂r
+ 2uz

∂ψ

∂z
+ 2

∂ψ

∂t

)
= 0.
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Здесь ur, uz — проекции вектора скорости на оси r и z соответственно; t — время. Введем
модуль вектора скорости u и угол γ между осью r и вектором скорости, отсчитываемый
от оси против хода часовой стрелки. Тогда

ur = u cos γ, uz = u sin γ. (16)

На поверхности трения при выбранном направлении вектора скорости (см. рис. 2) имеем
γ = α+ π. Полагаем, что вблизи этой поверхности поведение γ описывается функцией

γ = α+ π + Cxk
3, (17)

где k — постоянная, а величина C может зависеть от положения точки M на поверхности

трения. Подставляя (16) в (15), переходя к дифференцированию по x1 и x3 с помощью (8),
разрешая полученные уравнения относительно ∂γ/∂x3, ∂u/∂x3 и используя (13), (17), по-
лучим

Ax
1/2
3

∂u

∂x3
+

∂u

∂x1
+O(xk

3) +O(x
k−1/2
3 ) +O(1) = 0,

ACukx
k−1/2
3 + (Ax

1/2
3 − Cxk

3)
∂u

∂x1
+O(x

2k−1/2
3 ) +O(xk

3) +O(x
1/2
3 ) = 0.

(18)

В этих уравнениях члены более высокого порядка отброшены. Учитывая, что u имеет
порядок O(1) вблизи поверхности x3 = 0, и сравнивая показатель степени первого члена
второго уравнения (18) с показателями степеней других членов, входящих в это уравнение,
можно заключить, что k = 1. При таком значении k из первого уравнения системы (18)
следует, что последний член этого уравнения можно компенсировать, только если

u = u0 +Dx
1/2
3 + o(x

1/2
3 ), (19)

а уравнение (17) записывается в виде

γ = α+ π + Cx3. (20)

Выражения (19), (20) показывают, что сингулярный характер поля скорости в рассматри-
ваемом случае такой же, как в классической теории пластичности [7, 8] и при плоском те-
чении материалов, подчиняющихся модели двойного сдвига [12]. В частности, эквивалент-
ная скорость деформации стремится к бесконечности вблизи поверхности максимального

трения обратно пропорционально квадратному корню из расстояния до этой поверхности.
Такое поведение эквивалентной скорости деформации позволило ввести концепцию коэф-
фициента интенсивности скорости деформации [8, 12], которая может быть использована
для описания процессов, происходящих в тонком слое вблизи поверхности трения [13, 14].

Аналитическое решение, описывающее течение материала, подчиняющегося модели
двойного сдвига, через бесконечный конический сходящийся канал и соответствующее ре-
жиму A (см. рис. 1), приведено в [1]. На стенках канала предполагался справедливым
закон максимального трения. В сферической системе координат ρ, ϑ, θ, определяемой со-
отношениями ρ2 = r2 + z2 и tg ϑ = r/z, поле скорости было получено в виде uϑ = 0 и

uρ = −V ρ−2h(ϑ), (21)

где V — постоянная, а функция h(ϑ) определяется уравнением

dh

dϑ
= − 3h sin 2χ

cos 2χ+ sinϕ
. (22)

В свою очередь, χ также является функцией ϑ и определяется следующим уравнением:

dχ

dϑ
+ 1 =

n cos2 ϕ sinϑ− (1 + sinϕ) sinϕ[sin (2χ+ ϑ) + sinϑ]

2 sinϑ sinϕ(cos 2χ+ sinϕ)
, (23)
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где n — постоянная. Физический смысл угла χ — наклон первого главного направления

тензора напряжений к оси ρ. На поверхности трения при ϑ = ϑ0 имеем

χ = ϕ/2 + π/4. (24)

Уравнение (23) должно быть решено при краевом условии (24). Из (21), (22) и (24) сле-
дует, что производная радиальной скорости по ϑ стремится к бесконечности при при-
ближении к поверхности трения. Следовательно, поле скорости является сингулярным и
вблизи поверхности трения эквивалентная скорость деформации, определяемая выражени-
ем ξeq =

√
2/3(ξijξij)

1/2 (ξij — компоненты тензора скорости деформации), представляется
в виде

ξeq =
1√
3ρ

∣∣∣duρ

dϑ

∣∣∣ + . . . . (25)

Подставляя (21) в (25) с учетом (22) и разлагая числитель и знаменатель полученного
выражения в ряд по χ вблизи точки χ = ϕ/2 + π/4, получим

ξeq =

√
3V h0

2ρ3(ϕ/2 + π/4− χ)
+ o

[(ϕ
2

+
π

4
− χ

)−1]
, (26)

где h0 — значение h на поверхности трения. Вблизи поверхности трения решение уравне-
ния (23) при краевом условии (24) представимо в виде(

χ− ϕ

2
− π

4

)2
=
n cos2 ϕ sinϑ0 − (1 + sinϕ) sinϕ[cos (ϕ+ ϑ0) + sinϑ0]

sinϑ0 sin 2ϕ
(ϑ0 − ϑ). (27)

Подставляя (27) в (26), можно убедиться, что

ξeq = E(ρ)/[ρ(ϑ0 − ϑ)]1/2 + o[(ϑ0 − ϑ)−1/2]. (28)

Здесь E зависит от ρ и от параметров процесса и материала и является коэффициентом
интенсивности скорости деформации [8, 12]. Соотношение (28) показывает, что поведение
поля скорости в рассмотренной частной задаче соответствует общему представлению поля

скорости (19).
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