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На основе численной схемы типа “крест” построена математическая модель упругопла-
стического изгибного деформирования пространственно-армированных пластин. Упру-
гопластическое поведение материалов компонентов композиции описывается теорией
течения с изотропным упрочнением. Малое сопротивление композитных пластин попе-
речным сдвигам учитывается в рамках теории Редди, а геометрическая нелинейность
задачи — в приближении Кармана. Исследовано динамическое упругопластическое из-
гибное деформирование плоско- и пространственно-армированных металлокомпозитных
и стеклопластиковых прямоугольных пластин под действием воздушной взрывной вол-
ны. Показано, что для относительно толстых пластин замена плоской перекрестной
структуры армирования на пространственную приводит к уменьшению интенсивности
деформаций в связующем (на десятки процентов для металлокомпозитной конструкции
и на сотни процентов для стеклопластиковой), а также к уменьшению податливости
пластины в поперечном направлении (незначительному в случае металлокомпозитной
конструкции и почти в 1,5 раза в случае стеклопластиковой). Установлено, что для отно-
сительно тонких пластин замена плоской структуры армирования на пространственную
приводит к незначительному уменьшению ее податливости.
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вание, теория Редди, динамический изгиб, упругопластическое деформирование, схема
типа “крест”.

DOI: 10.15372/PMTF20180611

Введение. В последнее время широкое применение находят композиционные мате-
риалы (КМ) с пространственными структурами армирования [1–3]. Такое армирование
позволяет, с одной стороны, локализовать распространение трещин в пределах несколь-
ких ячеек композиции, с другой— устранить такой недостаток армированных в плоскости

композитов, как расслоение вследствие малого сопротивления поперечному отрыву и сдви-
гу. Поэтому актуальной является проблема моделирования поведения конструкций из КМ
с такими структурами армирования.

Линейно-упругое поведение пространственно-армированных КМ моделировалось в ра-
ботах [1, 4–6]. Однако современные инженерные конструкции часто подвергаются интен-
сивным внешним воздействиям [1], при которых материал становится упругопластиче-
ским. В [7] разработана математическая модель упругопластического деформирования
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Рис. 1. Схемы элемента пластины из КМ с пространственной структурой:
а — ортогональное армирование в трех направлениях, б — неортогональное армирова-
ние в четырех направлениях

плоскоармированных пластин, адаптированная для решения задач с использованием явной
численной схемы типа “крест”. Однако структурная модель упругопластического (в рам-
ках теории течения) поведения пространственно-армированных КМ не построена. Данная
работа посвящена моделированию пространственно-армированных гибких пластин при
наличии упругопластической деформации в предположении, что численное интегрирова-
ние соответствующей начально-краевой задачи осуществляется на основе метода шагов
по времени с использованием явной схемы типа “крест”.

1. Моделирование упругопластического деформирования гибкой пластины
с пространственной структурой армирования. Рассматривается изгибное деформи-
рование пространственно-армированной пластины толщиной 2h (рис. 1). Используется
декартова прямоугольная система координат: ось Ox3 направлена в поперечном направле-
нии, плоскость Ox1x2 является срединной (|x3| 6 h). Конструкция усилена K семействами

волокон с плотностями армирования ωk, 1 6 k 6 K. (На рис. 1,а показано ортогональное
пространственное армирование в трех направлениях при K = 3 [4], на рис. 1,б — неорто-
гональное армирование в четырех направлениях.) Объемную долю материала связующего
в представительной ячейке композиции обозначим ω0.

Для описания малого сопротивления пластины поперечным сдвигам (например, в слу-
чае структуры армированного материала, показанной на рис. 1,а) используется теория
Редди [7–9], геометрическая нелинейность учитывается в приближении Кармана. Предпо-
лагается, что на лицевых поверхностях x3 = ±h пластина нагружена только нормальными
внешними распределенными нагрузками, тогда осредненные деформации композиции εij
и перемещения точек пластины Ui аппроксимируются следующим образом [7]:

εij(t, r) =
1

2
(∂iuj + ∂jui)− x3∂i∂jw +

x3

3h2
(3h2 − x2

3)(∂iε
0
j3 + ∂jε

0
i3) +

1

2
∂iw∂jw,

εi3(t, r) =
h2 − x2

3

h2
ε0i3(t,x), x = (x1, x2), r = (x1, x2, x3), i, j = 1, 2;

(1)

Ui(t, r) = ui(t,x)− x3 ∂iw +
2x3

3h2
(3h2 − x2

3)ε
0
i3, U3(t, r) = w(t,x),

x ∈ G, |x3| 6 h, t > t0, i = 1, 2.

(2)

Здесь w — прогиб; ui — тангенциальные перемещения точек срединной плоскости (x3 = 0)
в направлениях xi; ε

0
i3 — деформации поперечных сдвигов в точках срединной плоскости;
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t0 — начальный момент времени t; ∂i — оператор частного дифференцирования по пере-
менным xi; G — область, занимаемая пластиной в плане. В равенствах (1), (2) неизвест-
ными являются функции ui, w, ε0i3 (i = 1, 2).

Поскольку определить реальное распределение деформаций, напряжений и их скоро-
стей в КМ, связующее которого содержит многочисленные произвольно ориентированные
жесткие включения, достаточно сложно [9] (особенно при неупругом деформировании ма-
териалов компонентов композиции), для построения применимых на практике определя-
ющих уравнений упругопластического деформирования рассматриваемого КМ пластины

примем допущения, аналогичные принятым в [7, 9].
1. В пределах ячейки периодичности КМ является макроскопически квазиоднородным

анизотропным.
2. Между арматурой и связующим реализуется идеальный механический контакт.
3. В пределах представительной ячейки, выделенной в КМ на мини-уровне, напря-

жения и деформации во всех компонентах и в композиции кусочно-постоянны. Влиянием
полей напряжений и деформаций на микроуровне в малых окрестностях границ контакта

арматуры и связующего пренебрегается.
4. Поля деформаций и напряжений в композиции осредняются по объему представи-

тельного элемента (согласно допущению 3, пропорционально объемной доле ωk каждого

компонента).
5.Материалы компонентов композиции изотропны, а их деформирование определяется

уравнениями теории пластического течения с изотропным упрочнением [10]

σ̇k = Bkε̇k (Bk = Ak − Pk), k = 0, 1, 2, . . . , K, (3)

где

σ̇k = {σ̇(k)
1 , σ̇

(k)
2 , σ̇

(k)
3 , σ̇

(k)
4 , σ̇

(k)
5 , σ̇

(k)
6 }т ≡ {σ̇(k)

11 , σ̇
(k)
22 , σ̇

(k)
33 , σ̇

(k)
23 , σ̇

(k)
31 , σ̇

(k)
12 }

т,

ε̇k = {ε̇(k)
1 , ε̇

(k)
2 , ε̇

(k)
3 , ε̇

(k)
4 , ε̇

(k)
5 , ε̇

(k)
6 }т ≡ {ε̇(k)

11 , ε̇
(k)
22 , ε̇

(k)
33 , 2ε̇

(k)
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(k)
31 , 2ε̇

(k)
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т,
(4)

σ
(k)
ij , ε

(k)
ij — компоненты тензоров напряжений и деформаций в k-й фазе композиции; Bk =

(b
(k)
ij ), Ak = (a

(k)
ij ), Pk = (p

(k)
ij ) — симметричные матрицы размером 6×6, причем ненулевые

компоненты матриц Ak и Pk определяются следующим образом [10]:

a
(k)
ii = 2µ(k) + λ(k), a

(k)
ij = a

(k)
ji = λ(k), a

(k)
mm = µ(k), p

(k)
nl = A(k)s

(k)
n s

(k)
l

(j 6= i, i, j = 1, 3, m = 4, 6, l, n = 1, 6 ),
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(k)
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E(k)
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e
(k)
l = ε

(k)
l , J

(k)
2∗ = max {J (k)

2p , J
(k)
2m}, j = 1, 3, l = 4, 6,

E(k), ν(k) — модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала k-го компонента компо-
зиции; µ̄(k) — касательный модуль на диаграмме чистого сдвига материала k-й фазы
композиции; c(k) — функция переключения, определяющая активное упругопластическое

нагружение или разгрузку k-го компонента композиции; J
(k)
2p — значение второго инва-

рианта девиатора напряжений J
(k)
2 , при котором материал k-й фазы композиции впервые

начинает деформироваться пластически; J
(k)
2m — максимальное значение J

(k)
2 , достигнутое

за все время деформирования элемента среды k-го компонента композиции; точка означает
частное дифференцирование по времени t.

С каждым k-м семейством волокон свяжем локальную ортогональную систему коор-

динат x
(k)
i , так чтобы ось x

(k)
1 совпадала с направлением траектории армирования этого

семейства, а оси x
(k)
2 , x

(k)
3 были перпендикулярны этим траекториям (рис. 2). Направле-

ние армирования волокнами k-го семейства можно однозначно задать с помощью двух

углов сферической системы координат θk и ϕk (см. рис. 2). При этом направляющие ко-

синусы l
(k)
ij между осями x

(k)
i k-й локальной системы координат и осями xj (i, j = 1, 3)

глобальной системы координат вычисляются по формулам

l
(k)
11 = sin θk cosϕk, l

(k)
12 = sin θk sinϕk, l

(k)
13 = cos θk, l

(k)
21 = − sinϕk, l

(k)
22 = cosϕk,

l
(k)
23 = 0, l

(k)
31 = − cos θk cosϕk, l

(k)
32 = − cos θk sinϕk, l

(k)
33 = sin θk, 1 6 k 6 K.

(6)

При переходе от глобальной системы координат xi к локальной системе x
(k)
i (i = 1, 3 )

имеют место преобразования векторов, аналогичных (4):
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)
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Рис. 2. Локальная система координат, связанная с волокном k-го семейства
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Не приведенные в (8) компоненты матриц Gk и Qk представлены в табл. 21.40 и 21.44
в [9]. В равенствах (7) черта сверху соответствует величинам, определенным в локальной

системе координат x
(k)
i (i = 1, 3 ).

В силу второго и третьего допущений и условий сопряжения полей напряжений и

перемещений на границах области контакта волокон со связующим имеем

6∑
j=1

q
(k)
1j ε

(k)
j =

6∑
j=1

q
(k)
1j ε

(0)
j ,

6∑
j=1

g
(k)
ij σ

(k)
j =

6∑
j=1

g
(k)
ij σ

(0)
j ,

i = 2, 6 , 1 6 k 6 K.

(9)

Так как допущения 1–5 аналогичны исходным предположениям, принятым в [7],
то, выполняя преобразования, аналогичные приведенным в [7], с учетом соотношений

(3), (5), (9) получим матричное равенство, описывающее упругопластическое поведение
пространственно-армированного КМ пластины:

σ̇ = Bε̇. (10)

Здесь

B =
(
ω0B0 +

K∑
k=1

ωkBkEk

)
H, H =

(
ω0I +

K∑
k=1

ωkEk

)−1
,

Ek = D−1
k Ck, 1 6 k 6 K,

(11)

σ̇, ε̇ — шестикомпонентные вектор-столбцы скоростей осредненных напряжений σ̇ij и де-
формаций ε̇ij в композиции, имеющие структуру, аналогичную (4); I — единичная мат-

рица размером 6× 6; B, H, Ek, Ck — матрицы размером 6× 6; D−1
k — матрица, обратная

матрице Dk размером 6 × 6. Согласно (3), (9) и с учетом (6), (8) компоненты c
(k)
ij , d

(k)
ij

матриц Ck, Dk определяются следующим образом:

c
(k)
1j = d

(k)
1j = q

(k)
1j , c

(k)
ij =

6∑
l=1

g
(k)
il b

(0)
lj , d

(k)
ij =

6∑
l=1

g
(k)
il b

(k)
lj ,

i = 2, 6, j = 1, 6.

При выводе соотношений (10), (11) получены матричные равенства

ε̇0 = Hε̇; (12)

ε̇k = Ekε̇0, 1 6 k 6 K. (13)

Соотношение (12) позволяет выразить скорости деформаций в связующем ε̇0 через ско-
рости осредненных деформаций композиции ε̇, равенства (13) — скорости деформаций в

арматуре k-го семейства ε̇k через скорости деформаций связующего материала ε̇0.
Так как исследуется механическое поведение конструкции из КМ, представляющей

собой гибкую тонкостенную систему, напряжение σ33(t, r) с приемлемой для приложений
точностью можно линейно аппроксимировать по толщине пластины [11]:

σ33(t, r) ≡ σ3(t, r) =
σ

(+)
33 (t,x)− σ

(−)
33 (t,x)

2h
x3 +

σ
(+)
33 (t,x) + σ

(−)
33 (t,x)

2
. (14)

Здесь σ
(±)
33 (t,x) ≡ σ33(t,x,±h) — известные нормальные напряжения на верхней (знак

“+”) и нижней (знак “−”) лицевых поверхностях, определяемые силовыми граничными
условиями, заданными на этих поверхностях.
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Из третьего равенства системы шести алгебраических уравнений (10) можно опреде-
лить скорость линейной поперечной деформации пластины из КМ

ε̇33 ≡ ε̇3 =
1

b33

(
σ̇3 −

6∑
i=1

(1− δ3i)b3iε̇i

)
, (15)

где δ3i — символ Кронекера; b3i (i = 1, 6) — компоненты матрицы B в (10); величи-
на σ̇3 определена в (14) (после дифференцирования по времени). Скорости деформаций ε̇i,
входящие в правую часть (15), можно получить путем дифференцирования по времени t
соотношений (1), т. е. выразить через функции w, ẇ, u̇l, ε̇

0
l3 (l = 1, 2).

Уравнения движения гибкой пластины с учетом (2), (14) имеют вид [7, 11]

2hρẅ =
2∑
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∂l
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Fl3 +

2∑
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Flj ∂jw
)

+ σ
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33 − σ

(−)
33 ,

2

3
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2hρüi =
2∑

j=1

∂j (Fij − Fj3 ∂iw)− (σ
(+)
33 − σ

(−)
33 ) ∂iw, i = 1, 2, x ∈ G, t > t0,

(16)

где

ρ = ω0ρ0 +
K∑

k=1

ωkρk, Fij =

h∫
−h

σij dx3, Fi3 =

h∫
−h

σi3 dx3, Mij =

h∫
−h

σijx3 dx3,

γi(t,x) ≡ 8

5
ε0i3 − ∂iw, ε0i3(t,x) =

5

8
(γi + ∂iw), i, j = 1, 2, x ∈ G, t > t0,

(17)

ρ0, ρk — объемная плотность материала связующего и арматуры k-го семейства; γi —
функции, введенные для упрощения расчетов; Fij , Fi3, Mij — внутренние силы и моменты.

Для однозначного интегрирования рассматриваемой задачи к системе уравнений (16)
необходимо добавить начальные и граничные условия. Если в момент времени t0 пластина
покоится, то начальные условия имеют вид

ui(t0,x) = w(t0,x) = 0, γi(t0,x) = 0, u̇i(t0,x) = ẇ(t0,x) = 0,

γ̇i(t0,x) = 0, x ∈ G, i = 1, 2.
(18)

В случае жесткого закрепления точек кромки пластины кинематические граничные усло-
вия определяются равенствами

ui(t,x) = w(t,x) = 0, γi(t,x) = 0, x ∈ Γ, t > t0, i = 1, 2, (19)

где Γ — контур, ограничивающий область G, занимаемую пластиной в плане. Возможны
также другие граничные условия [9, 11].

2. Метод расчета. Сформулированная начально-краевая задача решается на основе
явной численной схемы типа “крест”. Так как равенства (1), (2), (16) с учетом (17) совпа-
дают с кинематическими соотношениями и уравнениями движения в [7], а определяющие
уравнения (10) при исключении из них в силу (14), (15) величины ε̇33 формально совпада-
ют с определяющими соотношениями, полученными в [7], то численная схема типа “крест”
в рассматриваемом случае пространственного армирования при начальных условиях (18)
реализуется так же, как в [7].

3. Обсуждение результатов расчетов. Рассмотрим изгиб прямоугольных пластин
толщиной 2h = 2 см с размерами в плане a = 60 см, b = 20 см (G: |x1| 6 a/2, |x2| 6
b/2). Кромки пластин жестко закреплены (см. (19)). Пластины, покоящиеся в начальный
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Физико-механические характеристики материалов
компонентов композиций пластин [13, 14]

Материал ρ, кг/м3 ν σs, МПа E, ГПа Es, ГПа

Эпоксидная смола 1210 0,33 20 2,8 1,114
Стекловолокно S-994 2520 0,25 4500 86,8 6,230
Алюминиевый сплав АДМ 2710 0,30 30 71,0 0,143
Стальная проволока У8А 7800 0,31 3968 210,0 6,973

момент времени t = t0 = 0 (см. (18)), нагружаются избыточным давлением, возникающим
вследствие воздействия воздушной взрывной волны [12]:

σ
(+)
33 − σ

(−)
33 ≡ p(t) =

{
pmaxt/tmax, 0 6 t 6 tmax,

pmax exp [−α(t− tmax)], t > tmax.
(20)

Здесь

α = − ln (0,01)/(tmin − tmax) > 0, tmin � tmax, (21)

tmin — момент времени, после достижения которого нагрузку |p(t)| можно считать прене-
брежимо малой по сравнению с |pmax| (согласно (21) предполагается p(tmin) = 0,01pmax).
На основе экспериментальных данных [12] в расчетах принято tmax = 0,1 мс, tmin = 2 мс.

Пластины изготавливались из алюминиевого сплава марки АДМ и армировались

стальной проволокой марки У8А (металлокомпозит) [13] либо изготавливались из эпоксид-
ной смолы, отвержденной ароматическим амином, и усиливались стеклянными волокнами
марки S-994 (стеклопластик) [13, 14]. Упругопластическое поведение материалов компо-
нентов композиции на стадии активного нагружения описывается билинейной диаграммой

растяжения-сжатия, определяемой уравнением

σ =

{
E(k)ε, |ε| 6 ε

(k)
s ≡ σ

(k)
s /E(k),

sign (ε)σ
(k)
s + E

(k)
s (ε− sign (ε)ε

(k)
s ), |ε| > ε

(k)
s ,

0 6 k 6 K

(E
(k)
s , σ

(k)
s — модуль линейного упрочнения и предел текучести материала k-й фазы компо-

зиции). Физико-механические характеристики материалов компонентов рассматриваемых
композиций приведены в таблице.

Структуры армирования полагаются прямолинейными и однородными: θk = const,
ϕk = const, ωk = const, 1 6 k 6 K (см. (6)). Рассматриваются структуры армирования
трех типов: 1) плоское ортогональное армирование в двух направлениях: два (K = 2)
семейства волокон укладываются в плоскости пластины по направлениям Ox1 и Ox2 с

плотностями армирования ω1 = 0,266 и ω2 = 0,324 соответственно; 2) пространственное
ортогональное армирование в трех направлениях (см. рис. 1,а): три (K = 3) семейства
волокон укладываются по направлениям Ox1, Ox2 и Ox3 с плотностями армирования

ω1 = 0,235, ω2 = 0,324 и ω3 = 0,031 [15]; 3) пространственное армирование в четырех
направлениях (см. рис. 1,б): первые два семейства волокон укладываются по направлени-
ям Ox1 и Ox2, третье и четвертое — по направлениям, определяемым углами θ3 = π/4,
θ4 = 3π/4, ϕ3 = ϕ4 = π/2 (т. е. ψ = π/4). В последнем случае плотности армирования в
металлокомпозиции имеют значения ω1 = 0,235, ω2 = 0,324, ω3 = ω4 = 0,0155, в стекло-
пластиковой композиции — ω1 = 0,126, ω2 = 0,324, ω3 = ω4 = 0,07. Во всех структурах
армирования суммарный расход арматуры является фиксированным.

На рис. 3 приведена зависимость прогибов в центральных точках рассматриваемых
пластин из КМ от времени (w0(t) ≡ w(t, 0, 0)), на рис. 4 — зависимость максимальных

значений интенсивности деформаций в связующем ε
(0)
∗ соответствующей композиции от
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Рис. 3. Зависимость прогибов в центральных точках прямоугольных пластин
от времени при различных структурах армирования:
а — металлокомпозитные конструкции, б — стеклопластиковые пластины; 1 — плос-
кое ортогональное армирование пластин в двух направлениях, 2 — пространственное

ортогональное армирование в трех направлениях, 3 — пространственное армирование

в четырех направлениях

времени (ε
(0)
m (t) = max

r
ε
(0)
∗ (t, r), |x1| 6 a/2, |x2| 6 b/2, |x3| 6 h). На рис. 3,а, 4,а представ-

лены зависимости, полученные для металлокомпозитных пластин при pmax = 40 МПа,
на рис. 3,б, 4,б — для стеклопластиковых пластин при pmax = 6 МПа. (Рассматри-
ваемые металлокомпозиции обладают слабовыраженной анизотропией, так как для них
E(k)/E(0) ≈ 3 (см. таблицу), стеклопластиковые композиции — сильно выраженной анизо-

тропией, так как для них E(k)/E(0) = 31, 1 6 k 6 K.) Кривые 1–3 на рис. 3,а и кривые 1, 2
на рис. 3,б, 4,б практически совпадают.

Поведение кривых на рис. 3,а, 4,а свидетельствует о том, что замена плоской структу-
ры армирования (кривые 1) на пространственные структуры (кривые 2, 3) в случае метал-
локомпозитных пластин практически не оказывает влияния на их податливость (кривые
1–3 на рис. 3,а), но приводит к уменьшению максимальных значений интенсивности де-
формаций в связующем приблизительно на 10–11 % (ср. кривые 1–3 на рис. 4,а), причем
более эффективной является структура с пространственным ортогональным армировани-
ем в трех направлениях (кривая 2 на рис. 4,а).
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Рис. 4. Зависимость максимальной интенсивности деформаций связующего ма-
териала от времени для прямоугольных пластин при различных структурах

армирования:
а — металлокомпозитные конструкции, б — стеклопластиковые пластины; остальные
обозначения те же, что на рис. 3

Анализ кривых на рис. 3,б, 4,б показывает, что в случае стеклопластиковой ком-
позиции замена плоской структуры армирования на пространственную ортогональную

структуру практически не влияет на податливость такой пластины и деформированное

состояние связующего материала (кривые 1, 2 на рис. 3,б, 4,б). Однако использование
пространственной структуры армирования в четырех направлениях в этом случае позво-
ляет уменьшить максимальный прогиб пластины практически в 1,5 раза, а интенсивность
деформаций связующего материала — в 3 раза по сравнению со случаем плоского ортого-
нального армирования (кривые 1, 3 на рис. 3,б, 4,б).

Выше рассматривались относительно толстые пластины (2h/min (a, b) = 1/10).
Дополнительные расчеты показали, что в случае относительно тонких пластин

(2h/min (a, b) 6 1/20) замена плоской перекрестной структуры армирования на простран-
ственную (с сохранением общего расхода арматуры), как правило, не приводит к умень-
шению податливости конструкции из КМ и интенсивности деформаций компонентов ее

композиции. Известны случаи, когда замена плоской структуры армирования тонкой пла-
стины на пространственную структуру приводит к увеличению ее податливости в попе-
речном направлении.
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Заключение. Проведенный анализ динамического упругопластического изгибного
поведения пластин из КМ с плоскими и пространственными структурами армирования

показал, что в случае относительно толстых пластин (с относительной толщиной поряд-
ка 1/10), структура которых имеет слабовыраженную анизотропию (металлокомпозиции),
замена плоской перекрестной структуры армирования на пространственную структуру (с
сохранением общего расхода арматуры) приводит к незначительному уменьшению подат-
ливости конструкции в поперечном направлении и к существенному уменьшению дефор-
мации связующего материала композиции (более чем на 10 %). В случае использования
композиций с сильно выраженной анизотропией (например, стеклопластиковых) замена
плоской структуры армирования в относительно толстой пластине на пространственную

структуру позволяет уменьшить податливость конструкции в поперечном направлении

на десятки процентов (даже в 1,5 раза), а интенсивность деформаций в связующем ма-
териале — на сотни процентов. При замене плоских структур армирования на простран-
ственные в относительно тонких пластинах (с относительной толщиной не более 1/20)
уменьшения их податливости практически не наблюдается. В ряде случаев при такой

замене структуры армирования обнаруживается увеличение прогибов пластин из КМ.
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