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Предложен метод исследования термоэлектромагнитоупругого состояния многосвязной
кусочно-однородной пьезопластины при воздействии линейного теплового потока. Ре-
шение задачи с использованием комплексных потенциалов и обобщенного метода наи-
меньших квадратов сведено к решению системы линейных алгебраических уравнений
относительно неизвестных коэффициентов разложений функций в ряды Лорана и по по-
линомам Фабера. Для случая пластины с одним включением получено точное аналити-
ческое решение задачи. Приведены результаты численных исследований, позволивших
установить влияние электрических и магнитных свойств материалов пластины и вклю-
чений и их расположения на основные характеристики термоэлектромагнитоупругого
состояния.
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В современной промышленности в качестве элементов конструкций широко исполь-
зуются пластины из пьезоматериалов [1]. Под действием механических сил, электромаг-
нитных и тепловых полей в таких элементах возникают высокие концентрации напря-
жений, которые необходимо учитывать при проектировании и эксплуатации конструк-
ций. Поэтому актуальной задачей является разработка методов определения напряженно-
деформированного и предельно-равновесного состояний упругих тел из пьезоматериалов.
В настоящее время решены задачи о телах, на которые действуют механические силы,
электромагнитные поля, а также разность температур на границе тела [2–5]. При реше-
нии задач о пластинах применялись различные методы. В случае использования комплекс-
ных потенциалов исходные уравнения удовлетворяются тождественно, поэтому при реше-
нии задач необходимо обеспечить выполнение лишь граничных условий. Если пластина
занимает односвязную область, ограниченную эллиптическим (круговым) контуром, то
граничные условия выполняются при использовании метода рядов, что позволяет полу-
чить точное аналитическое решение. В случае многосвязных областей применение метода
рядов приводит к большому объему вычислений и не обеспечивает удовлетворительную

точность выполнения граничных условий, а в случае пересекающихся контуров этот ме-
тод неприменим. При решении таких задач с помощью комплексных потенциалов сначала
использовался дискретный метод наименьших квадратов [6–8]: составлялся функционал
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Рис. 1. Схема задачи для многосвязной области

невязок и находился его минимум, что приводило к системе линейных алгебраических
уравнений с отличным от нуля определителем Вронского для определения неизвестных

коэффициентов рядов Лорана и коэффициентов в разложении по полиномам Фабера. В ра-
боте [9] для упрощения вычислений был применен обобщенный метод наименьших квад-
ратов [10, 11], в котором граничные условия удовлетворяются для достаточно большого
набора точек коллокации (значительно большего, чем при использовании обычного метода
коллокации). При этом для определения неизвестных коэффициентов рядов используется
переопределенная система линейных алгебраических уравнений, которая решается мето-
дом сингулярных разложений матриц [11–13].

Существуют также другие методы решения краевых задач, в частности численные
методы, в которых приближенно удовлетворяются и уравнения, и граничные условия (ме-
тоды конечных разностей, конечных элементов, развиваемый в последние годы метод кол-
локаций и наименьших квадратов [14, 15] и др.).

В данной работе предложен метод решения задачи термоэлектромагнитоупругости

в случае кусочно-однородной пьезопластины с включениями при воздействии линейного
потока тепла. Для пластины с одним включением методом рядов получено точное анали-
тическое решение, для пластины с множеством включений с использованием обобщенного
метода наименьших квадратов задача сведена к решению системы линейных алгебраиче-
ских уравнений. Описаны результаты численных исследований.

1. Постановка задачи. Рассмотрим расположенную в плоскости (x, y) бесконечную
пластину из пьезоматериала, занимающую многосвязную область S, ограниченную кон-
турами произвольно расположенных эллиптических отверстий Ll (l = 1, L) (рис. 1), в

которые вставлены включения из других материалов, занимающие области S(l) и находя-
щиеся в условиях идеального теплового и электромагнитоупругого контактов с пластиной.
При этом в локальных системах координат Olxlyl с началами в центрах отверстий Ll и

осями, направленными вдоль осей эллипсов, параметрические уравнения эллипсов имеют
вид

xl = al cos θ, yl = bl sin θ,

в основной системе Oxy — вид

x = x0l + xl cosϕl − yl sinϕl, y = y0l + xl sinϕl + yl cosϕl,

где ϕl — угол между осями Ox и Olxl, отсчитываемый от оси Ox против часовой стрелки;
x0l, y0l — координаты начал локальных систем координат Olxlyl в основной системе Oxy;
θ — параметр, изменяющийся в диапазоне от 0 до 2π. Пластина находится под действием
теплового потока с плотностью q, направленного под углом α к оси Ox таким образом,
что в сплошной пластине потоки тепла на основных площадках равны

q∗x = −q cosα, q∗y = −q sinα,
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а на произвольной площадке с нормалью n —

q∗n = q∗x cosnx+ q∗y cosny,

на бесконечности напряжения, компоненты векторов индукции электрического и магнит-
ного полей равны нулю (σ∞x = σ∞y = τ∞xy = D∞

x = D∞
y = B∞

x = B∞
y = 0).

При использовании метода суперпозиции и комплексных потенциалов решение несвя-
занной задачи о термоэлектромагнитоупругом состоянии (ТЭМУС) пластины сводится

к определению комплексного потенциала теплопроводности F5(z5) и комплексных потен-
циалов термоэлектромагнитоупругости Φk(zk) (k = 1, 4 ) для пластины и потенциалов

F
(l)
5 (z

(l)
5 ) и Φ

(l)
k (z

(l)
k ) (k = 1, 4 ) для каждого включения из соответствующих граничных

условий. Если эти функции определены, то основные характеристики ТЭМУС (темпера-
тура T , плотности потоков тепла, напряжения σ, τ , индукции D, B и напряженности E, H
поля, перемещения u, v и потенциалы ϕ, ψ поля) в пластине вычисляются по формулам [8,
16, 17]

T (x, y) = T ∗(x, y) + 2 ReF5(z5); (1)

(σx;σy; τxy) = 2 Re
5∑

k=1

(λ1k;λ2k;λ6k)Φ
′
k(zk),

(Dx;Dy;Bx;By) = 2 Re
5∑

k=1

(λ7k;λ8k;λ9k;λ10k)Φ
′
k(zk);

(Ex;Ey;Hx;Hy) = (E∗
x;E∗

y ;H∗
x;H∗

y )− 2 Re
5∑

k=1

(r0k;µkr
0
k;h

0
k;µkh

0
k)Φ

′
k(zk); (2)

(u; v;ϕ;ψ) = (u∗; v∗;ϕ∗;ψ∗) + 2 Re
5∑

k=1

(pk; qk; r
0
k;h

0
k)Φk(zk),

где µ5, µk (k = 1, 4 ) — корни характеристических уравнений теплопроводности и элек-
тромагнитоупругости соответственно,

k22µ
2 + 2k12µ+ k11 = 0;

∆(µ) = 0; (3)

∆(µ) = l4s(µ)[l2β(µ)l2χ(µ)− l22ν(µ)]− l3g(µ)[l3g(µ)l2χ(µ)− l3p(µ)l2ν(µ)]−
− l3p(µ)[l3p(µ)l2β(µ)− l3g(µ)l2ν(µ)],

l4s(µ) = s11µ
4 − 2s16µ

3 + (2s12 + s66)µ
2 − 2s26µ+ s22,

l3g(µ) = g11µ
3 − (g21 + g16)µ

2 + (g12 + g26)µ− g22,

l3p(µ) = p11µ
3 − (p21 + p16)µ

2 + (p12 + p26)µ− p22,

l2β(µ) = −β11µ
2 + 2β12µ− β22, l2ν(µ) = −ν11µ

2 + 2ν12µ− ν22,

l2χ(µ) = −χ11µ
2 + 2χ12µ− χ22, T ∗(x, y) = (txx+ tyy)q,

tx =
k22 cosα− k12 sinα

κ2
T

, ty =
k11 sinα− k12 cosα

κ2
T

,

κT =
√
k11k22 − k2

12 , λ1k = µ2
k, λ2k = 1, λ6k = −µk, λ7k = νkµk,
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λ8k = −νk, λ9k = ρkµk, λ10 k = −ρk,

νk =
l3p(µk) l2ν(µk)− l3g(µk) l2χ(µk)

l2β(µk) l2χ(µk)− l22ν(µk)
(k = 1, 4 ), ν5 =

rχ
r5
,

ρk =
l3g(µk) l2ν(µk)− l2β(µk) l3p(µk)

l2β(µk) l2χ(µk)− l22ν(µk)
(k = 1, 4 ), ρ5 =

rω
r5
,

r5 =
l5(µ5)

∆(µ5)
, rχ =

lχ(µ5)

∆(µ5)
, rω =

lω(µ5)

∆(µ5)
,

l5(µ5) =

∣∣∣∣∣∣
l2α(µ5) l3g(µ5) l3p(µ5)
l1t(µ5) l2β(µ5) l2ν(µ5)
l1m(µ5) l2ν(µ5) l2χ(µ5)

∣∣∣∣∣∣ , lχ(µ5) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(µ5) l2α(µ5) l3p(µ5)
l3g(µ5) l1t(µ5) l2ν(µ5)
l3p(µ5) l1m(µ5) l2χ(µ5)

∣∣∣∣∣∣ ,
lω(µ5) =

∣∣∣∣∣∣
l4s(µ5) l3g(µ5) l2α(µ5)
l3g(µ5) l2β(µ5) l1t(µ5)
l3p(µ5) l2ν(µ5) l1m(µ5)

∣∣∣∣∣∣ ,
l2 α(µ5) = −α1µ

2
5 + α6µ5 − α2, l1t(µ5) = tσ1µ5 − tσ2 , l1m(µ5) = mσ

1µ5 −mσ
2 ,

r0k = g11µ
2
k − g16µk + g12 − (β11µk − β12)νk − (ν11µk − ν12)ρk + δ5kt

σ
1/r5,

h0
k = p11µ

2
k − p16µk + p12 − (ν11µk − ν12)νk − (χ11µk − χ12)ρk + δ5km

σ
1/r5,

pk = s11µ
2
k − s16µk + s12 + (g11µk − g21)νk + (p11µk − p21)ρk + δ5kα1/r5,

qk = s12µk − s26 +
s22

µk
+

(
g12 −

g22

µk

)
νk +

(
p12 −

p22

µk

)
ρk +

δ5kα2

r5µ5
,

(E∗
x;E∗

y ;H∗
x;H∗

y ) = (tσ1 ; tσ2 ;mσ
1 ;mσ

2 )T ∗(x, y),

u∗(x, y) =
α1qtx

2
x2 −

(α2tx − α6ty)q

2
y2 + α1qty xy − ω3y + u0,

v∗(x, y) =
α2qty

2
y2 −

(α1ty − α6tx)q

2
x2 + α2qtxxy + ω3x+ v0,

ϕ∗(x, y) = −t
σ
1qtx
2

x2 −
tσ2qty

2
y2 − tσ1qtxxy + ϕ0,

ψ∗(x, y) = −m
σ
1qtx
2

x2 −
mσ

2qty
2

y2 −mσ
1qtxxy + ψ0;

Φ5(z5) = r5

∫
F5(z5) dz5, (4)

kij — коэффициенты теплопроводности материала пластины; sij — коэффициенты дефор-
мации материала, измеренные при постоянных индукциях электрического и магнитного
полей и температуре; gij , pij — пьезоэлектрические и пьезомагнитные коэффициенты де-
формаций и напряженностей, измеренные при постоянных напряжениях, индукциях и тем-
пературе; βij , χij , νij — коэффициенты диэлектрической, магнитной и электромагнитной
восприимчивости, измеренные при постоянных напряжениях и температуре; αi — коэффи-
циенты теплового расширения, измеренные при постоянной индукции электромагнитного
поля; tσi , mσ

i — пироэлектрические и пиромагнитные модули, измеренные при постоян-
ных напряжениях; δij — символ Кронекера; −ω3y + u0, ω3x+ v0 — жесткие перемещения,
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возникающие в сплошной пластине под действием потока тепла; ω3 — угол поворота плос-
кости Oxy против часовой стрелки; u0, v0 — компоненты поступательного перемещения

(эти величины можно принять равными нулю); ϕ0, ψ0 — потенциалы электрического и

магнитного полей на нулевом уровне.
Аналогичные формулы могут быть получены для каждого включения S(l) (l = 1, L ),

если в приведенных выше формулах соответствующие величины заменить на величины

с индексами “(l)”.
На контурах контактов пластины и включений граничные условия для задач тепло-

проводности и термоэлектромагнитоупругости в векторном виде записываются следую-
щим образом [8, 16, 17]:

2 Re [(1; iκT )F5(t5)− (1; iκ(l)
T )F

(l)
5 (t

(l)
5 )] =

(
− T ∗(t);

s∫
0

q∗n(t) ds+ c
)
; (5)

2 Re
5∑

k=1

[(λ6k;λ2k;λ8k;λ10k; pk; qk; r
0
k;h

0
k)Φk(zk)−

− (λ
(l)
6k ;λ

(l)
2k ;λ

(l)
8k ;λ

(l)
10k; p

(l)
k ; q

(l)
k ; r

0(l)
k ;h

0(l)
k )Φ

(l)
k (z

(l)
k )] =

= (cl1; cl2; cl3; cl4;−u∗;−v∗;−ϕ∗;−ψ∗). (6)

Комплексные потенциалы для пластины F5(z5) и Φk(zk) определены в многосвязных
областях S5 и Sk, получаемых из заданной области S аффинными преобразованиями [8]

zk = x+ µky (k = 1, 5 ) (7)

и ограниченных контурами L5l и Lkl, соответствующими контурам Ll при этих преобра-
зованиях.

В случае многосвязной области комплексный потенциал F5(z5) для задачи теплопро-
водности имеет вид [7]

F5(z5) = c5 +
L∑

l=1

Dl ln (z5 − z5l) + F50(z5), (8)

где c5 — вещественная константа, определяемая из условий на контурах отверстий;
Dl = −ql/(4πκT ); ql — суммарный поток тепла через контур Ll в область S; z5l — точ-
ки, соответствующие при аффинном преобразовании (7) произвольным точкам внутри

контуров Ll; F50(z5) — функция, голоморфная в многосвязной области S5, ограниченной
контурами L5l. При этом из условий ограниченности функции F5(z5) на бесконечности
следует

L∑
l=1

Dl = 0.

Комплексные потенциалы Φk(zk) (k = 1, 5 ) для задачи термоэлектромагнитоупруго-
сти имеют вид [8]

Φk(zk) = Γkzk +
L∑

l=1

(Aklzk +Bkl) ln (zk − zkl) + Φk0(zk),

где Γk, Akl, Bkl (k = 1, 4 ) — постоянные, определяемые из систем уравнений

2 Re
5∑

k=1

(1;µk;µ
2
k; qk − µkpk; νk;µkνk; ρk;µkρk)Γk = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0),
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2 Re
5∑

k=1

(1;µk; pk; qk; νk; ρk; r
0
k;h

0
k)iAkl = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0);

2 Re
5∑

k=1

(1;µk; pk; qk; νk; ρk; r
0
k;h

0
k)iBkl = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0); (9)

Γ5 = r5c5, A5l = r5Dl, B5l = r5(b5l − z5lDl),

b5l — вычет функции F50(z5) в точке z5l; Φk0(zk) — функции, голоморфные в многосвязных
областях Sk. Для построения этих функций, а также функции F50(z5) используем методы
конформных отображений.

Отобразим конформно внешность единичного круга |ζkl| > 1 на внешности эллипсов
Lkl [6, 8]:

zk = zkl +Rkl(ζkl +mkl/ζkl).

Здесь

zkl = x0l + µky0l, Rkl = (al(cosϕl + µk sinϕl) + ibl(sinϕl − µk cosϕl))/2,

mkl = (al(cosϕl + µk sinϕl)− ibl(sinϕl − µk cosϕl))/(2Rkl).

Функции F50(z5) и Φk0(zk), голоморфные вне контуров отверстий Lkl областей Sk в

областях переменных ζkl, являются голоморфными вне единичных кругов |ζkl| > 1, в том
числе в бесконечно удаленной точке, поскольку их можно разложить в ряды Лорана ви-
да [8]

F50(z5) =
L∑

l=1

∞∑
n=1

c5ln

ζn
5l

, Φk0(zk) =
L∑

l=1

∞∑
n=1

akln

ζn
kl

, (10)

где c5ln, akln — постоянные. Таким образом, комплексные потенциалы для пластины при-
нимают вид

F5(z5) = c5 +
L∑

l=1

Dl ln (z5 − z5l) +
L∑

l=1

∞∑
n=1

c5ln

ζn
5l

; (11)

Φk(zk) = Γkzk +
L∑

l=1

(Aklzk +Bkl) ln (zk − zkl) +
L∑

l=1

∞∑
n=1

akln

ζn
kl

. (12)

Для каждого включения комплексные потенциалы F
(l)
5 (z

(l)
5 ) и Φ

(l)
k (z

(l)
k ) определены в

многосвязных областях S
(l)
k , получаемых из Ll аффинными преобразованиями

z
(l)
k = x+ µ

(l)
k y, (13)

где µ
(l)
k — корни характеристического уравнения, получаемого из уравнения (3) путем за-

мены в нем постоянных материала пластины на постоянные материала соответствующего

включения.
Учитывая, что включения являются конечными односвязными областями, и представ-

ляя голоморфные в этих областях функции в виде рядов по полиномам Фабера, комплекс-
ные потенциалы для включений находим в виде

F
(l)
5 (z

(l)
5 ) =

∞∑
n=0

a
(l)
5nP

(l)
5n (z

(l)
5 ); (14)
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Рис. 2. Схема задачи для пластины с одним включением

Φ
(l)
k (z

(l)
k ) =

∞∑
n=0

a
(l)
knP

(l)
kn (z

(l)
k ), (15)

где P
(l)
kn (z

(l)
k ) — полиномы Фабера для эллипсов L

(l)
k , получаемых из эллипса L

(l)
k аффин-

ными преобразованиями (13); a
(l)
kn — постоянные, определяемые из граничных условий.

2. Точное решение задачи для пластины с одним включением. Пусть в пла-
стине имеется одно эллиптическое включение с контуром L1 и полуосями a1, b1 (рис. 2),
на бесконечности под углом α к оси Ox действует линейный поток тепла с плотностью q.

В данном случае L = 1, ϕ1 = x01 = y01 = 0, поэтому для получения точного анали-
тического решения задачи, удовлетворяющего граничным условиям, будем использовать

метод рядов. C этой целью полиномы Фабера для эллипса L
(1)
k представим в виде [9, 18]

P
(1)
kn (z

(1)
k ) = (ζ

(1)
k )n + (m

(1)
k )n/(ζ

(1)
k )n,

где ζ
(1)
k — переменные, вычисляемые из конформных отображений

z
(1)
k = R

(1)
k (ζ

(1)
k +m

(1)
k /ζ

(1)
k )

внешности единичного круга |ζ(1)
k | > 1 на внешности эллипсов L

(1)
k ,

R
(1)
k = (al − iµ

(1)
k bl)/2, mkl = (al + iµ

(1)
k bl)/(2R

(1)
k ).

Тогда комплексные потенциалы для задачи теплопроводности (11), (14) принимают вид

F5(z5) = c5 +
∞∑

n=1

c51n

ζn
51

, F
(1)
5 (z

(1)
5 ) = c

(1)
50 +

∞∑
n=1

c
(1)
5n

(
(ζ

(1)
5 )n +

(m
(1)
5 )n

(ζ
(1)
5 )n

)
. (16)

На контуре включения x = a cos θ, y = b sin θ, cos θ + i sin θ = eiθ = σ, т. е.

x =
a

2

(
σ +

1

σ

)
, y = −ib

2

(
σ − 1

σ

)
, ζk1 = ζ

(1)
k = σ. (17)

Поэтому, подставляя функцию (16) в граничные условия (5) и применяя метод рядов,

находим c5 = c
(1)
50 = c51n = c

(1)
5n = 0 (n > 2), а для c511 и c

(1)
51 получаем систему двух

линейных алгебраических уравнений вида

c511 − c
(1)
51 m

(1)
5 − c̄

(1)
51 = −s1, κT c511 − κ(1)

T c
(1)
51 m

(1)
5 + κ(1)

T c̄
(1)
51 = is̄2,

где

s1 = q(txa1 + ityb1)/2, s2 = q(a1 sinα+ ib1 cosα)/2.

Зная постоянные c511 и c
(1)
51 , для функций F5(z5), F

(1)
5 (z

(1)
5 ) получаем выражения

F5(z5) = c511/ζ51, F
(1)
5 (z

(1)
5 ) = c

(1)
51 z

(1)
5 /R

(1)
5 . (18)
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Тогда на основе (4) находим

Φ5(z5) = B51 ln ζ51 + a512/ζ
2
51, Φ

(1)
5 (z

(1)
5 ) = a

(1)
50 + a

(1)
52 (z

(1)
5 /R

(1)
5 )2,

(19)
B51 = r5R51c511, a512 = r5R51m51c511/2, a

(1)
52 = r

(1)
5 R

(1)
5 c

(1)
51 /2.

С использованием выражений (19) комплексные потенциалы термоэлектромагнито-
упругости представим в виде

Φk(zk) = Bk1 ln ζk1 +
∞∑

n=1

ak1n

ζn
k1

,

Φ
(1)
k (z

(1)
k ) = a

(1)
k0 +

∞∑
n=1

a
(1)
kn

[
(ζ

(1)
k )n +

(m
(1)
k )n

(ζ
(1)
k )n

]
,

(20)

где Bk1 — постоянные, вычисляемые из решения системы уравнений (9).
Подставляя функции (20) в граничные условия (6) с учетом выражений (17) и при-

меняя метод рядов, находим a
(1)
k0 = ak1n = a

(1)
kn = 0 (n 6= 2), а для определения ak12 и a

(1)
k2

получаем систему восьми линейных алгебраических уравнений вида

4∑
k=1

[(λ6k;λ2k;λ8k;λ10k; pk; qk; r
0
k;h

0
k)ak12 −

− (λ
(1)
6k ;λ

(1)
2k ;λ

(1)
8k ;λ

(1)
10k; p

(1)
k ; q

(1)
k ; r

0(1)
k ;h

0(1)
k )a

(1)
k2 (m

(1)
k )2 −

− (λ̄
(1)
6k ; λ̄

(1)
2k ; λ̄

(1)
8k ; λ̄

(1)
10k; p̄

(1)
k ; q̄

(1)
k ; r̄

0(1)
k ; h̄

0(1)
k )ā

(1)
k2 ] =

= −(λ65;λ25;λ85;λ105; p5; q5; r
0
5;h

0
5)a512 +

+ (λ
(1)
65 ;λ

(1)
25 ;λ

(1)
85 ;λ

(1)
105; p

(1)
5 ; q

(1)
5 ; r

0(1)
5 ;h

0(1)
5 )a

(1)
52 (m

(1)
5 )2 +

+ (λ̄
(1)
65 ; λ̄

(1)
25 ; λ̄

(1)
85 ; λ̄

(1)
105; p̄

(1)
5 ; q̄

(1)
5 ; r̄

0(1)
5 ; h̄

0(1)
5 )ā

(1)
52 −
− (0; 0; 0; 0; e1; e2; e3; e4),

где

e1 = q(α1a
2
1tx + α2b

2
1tx − α6b

2
1ty + 2α1a1b1tyi)/8,

e2 = q(−α1a
2
1ty + α6a

2
1tx − α2b

2
1ty + 2α2a1b1txi)/8,

e3 = q(tσ1a
2
1tx − tσ2b

2
1ty + 2tσ1a1b1txi)/8,

e4 = q(mσ
1a

2
1tx −mσ

2b
2
1ty + 2mσ

1a1b1txi)/8.

Тогда функции (20) принимают вид

Φk(zk) = Bk1 ln ζk1 + ak12/ζ
2
k1, Φ

(1)
k (z

(1)
k ) = a

(1)
k2 (z

(1)
k /R

(1)
k )2. (21)

Зная функции (18), (21), по формулам (1), (2) находим значения основных характе-
ристик ТЭМУС в любых точках пластины и ядра. Из (2), (21) следует, что все эти ха-

рактеристики в ядре являются линейными функциями комплексных переменных z
(1)
k , а

следовательно, и x, y.
3. Решение задачи для многосвязной пластины. Пусть в пластине имеется L

разнородных произвольно расположенных эллиптических включений. Тогда комплексные
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потенциалы для пластины имеют вид (11), (12), а для каждого ядра эти функции, раз-
ложенные в ряды по полиномам Фабера (14), (15), можно представить в виде степенных
рядов [9, 18]

F
(l)
5 (z

(l)
5 ) =

∞∑
n=0

c
(l)
5n(z

(l)
5 − z

(l)
5l )n; (22)

Φ
(l)
k (z

(l)
k ) =

∞∑
n=0

a
(l)
kn(z

(l)
k − z

(l)
kl )n, (23)

где z
(l)
kl = x0l + µ

(l)
k y0l; c

(l)
5n, a

(l)
kn (l = 1, L ) — неизвестные коэффициенты.

Неизвестные постоянные c5, Dl, c5ln, c
(l)
5n, akln, a

(l)
kn, входящие в функции (11), (14), (22),

(23), определим из граничных условий (5), (6) на контурах контактов пластины с каждым

включением S(l), причем условия (6) в данном случае целесообразно использовать в диф-
ференциальной форме. Дифференцируя их по дуге контура, находим

2 Re
5∑

k=1

[qkiδk,sΦ
′
k(zk) + q

(l)
ki δ

(l)
k,sΦ

′(l)
k (z

(l)
k )] =

= −2 Re[q5iδ5,sΦ
′
5(z5) + q

(l)
5i δ

(l)
5,sΦ

′(l)
5 (z

(l)
5 )] +

dfji(tjm)

ds
(i = 1, 8 ). (24)

Здесь δk,s = dzk/ds; qk1 = 1; qk2 = µk; qk3 = pk; qk4 = qk; qk5 = νk; qk6 = ρk; qk7 = r0k;

qk8 = h0
k; q

(l)
ki — величины, вычисляемые по формулам для qki, в которых соответствующие

величины заменены на величины с индексом “(l)”,

Φ′
k(zk) = N ′

k(zk) +
L∑

l=1

∞∑
n=1

aklnϕ
′
kln(zk), Φ

′(l)
k (z

(l)
k ) =

∞∑
n=1

a
(l)
knϕ

′(l)
kn (z

(l)
k ); (25)

N ′
k(zk) = Γk +

L∑
l=1

(
Akl ln (zk − zkl) +

Aklzk +Bkl

zk − zkl

)
,

ϕ′kln(zk) = − n

Rklζ
n−1
kl (ζ2

kl −mkl)
, ϕ

′(l)
kn (z

(l)
k ) = n(z

(l)
k − z

(l)
kl )n−1 (l = 1, L ),

dfji(tjm)

ds
= 0 (i = 1, 2, 3, 4),

dfj5(tjm)

ds
= −du

∗

ds
,

dfj6(tjm)

ds
= −dv

∗

ds
,

dfj7(tjm)

ds
= −dϕ

∗

ds
,

dfj8(tjm)

ds
= −dψ

∗

ds
.

Для того чтобы обеспечить выполнение граничных условий (5), (24), используем обоб-
щенный метод наименьших квадратов. Для этого выберем на каждом контуре области Lj

набор точекMjm(xjm, yjm) (j = 1, L, m = 1,Mj ) и подставим функции (8), (22), (25) в гра-

ничные условия. Тогда для определения неизвестных постоянных c5, Dl, c5ln, c
(l)
5n, akln, a

(l)
kn

получаем следующие две системы линейных алгебраических уравнений:

(2; 0)c5 + 2 Re
L∑

l=1

(1; iκT )w5l(t5jm)Dl +
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Таб ли ц а 1
Постоянные материалов

Величина
Материал

Величина
Материал

М1 М2 М3 М1 М2 М3

s11/s0 7,165 22,260 10,745 β22/β0 0,137 10,612 0,090
s22/s0 6,797 14,984 7,398 ν11/ν0 −0,190 213,404 −14,931
s66/s0 19,912 47,481 7,637 ν22/ν0 −0,185 −5,534 −3,740
s12/s0 −2,337 −6,437 −2,542 χ11/χ0 0,336 0,590 0,805
g16/g0 2,028 109,220 2,054 χ22/χ0 0,119 0,575 0,704
g21/g0 −0,496 −4,333 −1,159 α1/α0 8,530 −3,031 −1,578
g22/g0 1,157 8,016 2,458 α2/α0 1,990 −0,608 −0,326
p16/p0 1,850 268,318 98,843 tσ2/t0 133,000 −40,853 2,405
p21/p0 0,576 17,778 12,102 mσ

2/m0 133,000 0,394 0,207
p22/p0 1,186 31,206 22,268 k11/k0 2,500 9,000 1,200
β11/β0 0,156 19,612 0,106 k22/k0 2,500 9,000 1,500

+ 2 Re
L∑

l=1

∞∑
n=1

(1; iκT )ϕ5ln(t5jm)c5ln − 2 Re
∞∑

n=1

(1; iκ(j)
T )ϕ

(j)
5n (t

(j)
5jm)c

(j)
5n =

=
(
− T ∗(t);

s∫
0

q∗n(t) ds+ c
)

(j = 1, L; m = 1,Mj ); (26)

2 Re
4∑

k=1

L∑
l=1

∞∑
n=1

qkiδk,sϕ
′
kln(tkjm)akln + 2 Re

4∑
k=1

∞∑
n=1

q
(j)
ki δ

(j)
k,sϕ

′(j)
kjn(t

(j)
kjm)a

(j)
kn =

=
dfji(tjm)

ds
− 2 Re(q5iδ5,sr5F5(t5jm) + q

(j)
5i δ

(j)
5,sr

(j)
5 F

(j)
5 (t

(j)
5jm))−

− 2 Re
4∑

k=1

qkiδk,sN
′
k(tkjm) (j = 1, L; m = 1,Mj ; i = 1, 8 ). (27)

Здесь w5l(z5) = ln (z5 − z5l); ϕ5ln(z5) = ζ−n
5l ; ϕ

(l)
5n(z

(l)
5 ) = (z

(l)
5 − z

(l)
5l )n.

Системы (26), (27) будем решать с использованием сингулярных разложений [10–13].

После нахождения псевдорешений этих систем постоянные c5, Dl, c5ln, c
(l)
5n, akln, a

(l)
kn, а

следовательно, и функции F5(z5), F
(l)
5 (z

(l)
5 ), Φk(zk), Φ

(l)
k (z

(l)
k ) будут известны, и по ним

можно вычислить основные характеристики ТЭМУС в любой точке пластины.
4. Результаты численных исследований. Проведены численные исследования для

пластин, изготовленных из следующих материалов: 1) композит на основе титаната ба-
рия — феррита (II) кобальта BaTiO3–CoFe2O4 (материал М1) [19]; 2) композит, упру-
гие, пьезоэлектрические и электрические постоянные которого соответствуют селениду
кадмия CdSe, а пьезомагнитные и магнитные — BaTiO3 (материал М2) [20]; 3) ком-
позит, упругие, пьезоэлектрические и электрические постоянные которого соответству-
ют материалу PZT-4, а пьезомагнитные и магнитные — CoFe2O4 (материал М3) [20].
Физико-механические постоянные этих материалов приведены в табл. 1. При этом норми-
рующие множители имеют следующие значения: s0 = 10−6 МПа−1, g0 = 10−2 м2/МКл,
p0 = 10−5 МТл−1, β0 = 103 МH ·м2/МКл2, ν0 = 10−1 МКл ·м/МА, χ0 = 10−1 МПа/МТл2,
α0 = 10−6 К−1, t0 = 10−3 МH/(MКл ·К), m0 = 10−3 МА/(м ·МКл), k0 = 1 Вт/(м ·К).
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Главные направления материальной симметрии рассматриваемых материалов совпада-
ют с направлениями осей координат. При этом, для того чтобы было выполнено условие
потенциальности создаваемого потоком тепла электромагнитного поля [16]

tσ2
tσ1

=
mσ

2

mσ
1

=
k11 tgα− k12

k22 − k12 tgα
,

поток направлялся под углом α = π/2 к оси Ox. Считалось, что включения изготовлены
из тех же пьезоматериалов, что и пластины, с постоянными, связанными с постоянными
пластины соотношениями

k
(l)
ij = λ

(l)
T kij , s

(l)
ij = λ

(l)
s sij , p

(l)
ij = λ

(l)
p pij , α

(l)
ij = λ

(l)
α αij

(λ
(l)
T , λ

(l)
s , λ

(l)
p , λ

(l)
α — величины, которые будем называть параметрами относительной

теплопроводности, деформируемости, пьезомагнетизма и тепловой расширяемости). Как
показали расчеты, значения остальных параметров, зависящих от постоянных gij , βij ,
χij , νij , t

σ
i , mσ

i материалов включений, оказывают несущественное влияние на значения
основных характеристик ТЭМУС, поэтому их можно принять равными единице. Ниже
приведены результаты расчетов для пластин, изготовленных из материалов М1 и М3.

При проведении расчетов количество членов в рядах Лорана (10) и в разложениях по
полиномам Фабера (22), (23) для каждого включения, а также количество точек коллока-
ции Mjm на контурах отверстий Lj , для которых составлялись линейные алгебраические
уравнения (26), (27), увеличивались до тех пор, пока граничные условия на контурах не вы-
полнялись с необходимой степенью точности. Из результатов расчетов следует, что для
этого в рядах для каждой пластины и каждого включения необходимо сохранять от 30
до 40 членов и на каждом контуре выбирать от 100 до 400 точек коллокации.

В табл. 2 для пластины с одним круговым включением радиусом a1 (b1 = a1) для

различных значений параметров λ
(1)
T , λ

(1)
s , λ

(1)
p , λ

(1)
α приведены значения отношения напря-

жений σx к плотности потока тепла q в точке B (см. рис. 2) на линии контакта пластины

с включением. Параметр λтек соответствует одному из параметров λ
(1)
T , λ

(1)
s , λ

(1)
p , λ

(1)
α и

меняется в диапазоне от нуля до бесконечности. При этом значения трех остальных пара-
метров фиксированы и равны 0,5, 2,0 либо 1,0. В скобках указаны значения напряжений для
случая, когда не учитываются электромагнитные свойства материалов пластины и вклю-
чения, т. е. когда решается задача термоупругости для пластины с круговым включением.
На рис. 3 приведены зависимости отношения нормальных напряжений σs к q в пластине
вблизи контура включения на площадках, перпендикулярных контуру, от центрального
угла θ, отсчитываемого от положительного направления оси Ox.

Из табл. 2, рис. 3 и других полученных результатов следует, что значения напряжений
в пластине при учете свойств пьезоматериала значительно отличаются от соответству-
ющих значений без учета этих свойств (в задаче термоупругости). При этом при учете
свойств пьезоматериала значения напряжений (по модулю) в случае материала М1 су-
щественно уменьшаются, в случае материала М3 незначительно увеличиваются. Следует
отметить, что эти различия значительны и ими нельзя пренебрегать. Подкрепление отвер-
стия упругим включением приводит к значительному уменьшению концентрации напря-

жений. При этом большое влияние оказывают параметры включения λ
(1)
T , λ

(1)
s , λ

(1)
p , λ

(1)
α .

При увеличении значений этих параметров, особенно параметра относительной расширя-

емости λ
(1)
α и параметра относительного пьезомагнетизма λ

(1)
p , происходит существенное

изменение ТЭМУС.
В табл. 3 для пластины с двумя одинаковыми круговыми включениями радиусом a1

(b1 = a2 = b2 = a1) (рис. 4) в зависимости от отношения расстояния c между контурами
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Та бли ц а 2
Значения σx/q в точке B на контуре включения

λтек
Остальные

(λ(1)
i )тек

Значения λтек при постоянных значениях остальных (λ(1)
i )тек

0 10−2 10−1 0,5 1 2 10 102 ∞
Материал М1

λ
(1)
T

0,5 −0,188 −0,187 −0,176 −0,143 −0,120 −0,098 −0,065 −0,054 −0,052
2,0 0,243 0,240 0,220 0,158 0,116 0,074 0,013 −0,007 −0,010

λ
(1)
s

0,5 −0,233 −0,229 −0,203 −0,143 −0,114 −0,093 −0,077 −0,076 −0,076
(−0,290) (−0,288) (−0,272) (−0,235) (−0,215) (−0,196) (−0,169) (−0,160) (−0,159)

2,0 0,269 0,263 0,224 0,137 0,098 0,074 0,068 0,075 0,076
(0,290) (0,288) (0,272) (0,235) (0,215) (0,196) (0,169) (0,160) (0,159)

λ
(1)
p

0,5 −0,145 −0,145 −0,145 −0,143 −0,141 −0,137 −0,117 −0,199 −0,240
2,0 0,100 0,100 0,098 0,093 0,087 0,074 −0,016 −0,013 0,159

0,5 −0,303 −0,300 −0,271 −0,143 0,017 0,338 2,903 31,757 —
λ

(1)
α 1,0 −0,175 −0,174 −0,158 −0,088 0,000 0,175 1,579 17,364 —

2,0 −0,081 −0,080 −0,073 −0,042 −0,003 0,074 0,695 7,675 —

Материал М3

λ
(1)
T

0,5 0,131 0,129 0,111 0,059 0,025 −0,008 −0,054 −0,068 −0,070
2,0 0,055 0,053 0,039 −0,000 −0,026 −0,051 −0,086 −0,097 −0,098

λ
(1)
s

0,5 0,068 0,067 0,065 0,059 0,055 0,051 0,043 0,038 0,037
(0,058) (0,057) (0,052) (0,043) (0,040) (0,037) (0,035) (0,034) (0,034)

2,0 −0,063 −0,063 −0,062 −0,058 −0,055 −0,051 −0,043 −0,037 −0,036
(−0,056) (−0,055) (−0,050) (−0,042) (−0,039) (−0,036) (−0,033) (−0,033) (−0,032)

λ
(1)
p

0,5 0,058 0,058 0,058 0,059 0,060 0,060 0,057 0,054 0,054
2,0 −0,048 −0,048 −0,049 −0,050 −0,050 −0,051 −0,048 −0,044 −0,043

0,5 0,093 0,092 0,086 0,059 0,025 −0,043 −0,585 −6,689 —
λ

(1)
α 1,0 0,037 0,037 0,033 0,018 0,000 −0,037 −0,332 −3,651 —

2,0 −0,017 −0,017 −0,019 −0,025 −0,034 −0,051 −0,188 −1,731 —

à áss/q

p/12 p/6 p/4 p/3 p/2 o5p/120
_0,2

_0,1

0

0,1

0,2

0,3

ss/q

p/12 p/6 p/4 p/3 p/2 o5p/120
_0,3

_0,2

_0,1

0

0,1

0,2

4

1

2

3

4

1
2

3

Рис. 3. Зависимости величины σs/q в пластине вблизи контура включения от

угла θ при λ
(1)
T = λ

(1)
p = λ

(1)
α = 0,5 (а), λ

(1)
T = λ

(1)
p = λ

(1)
α = 2,0 (б) и различных

значениях параметра λ
(1)
s :

1 — λ
(1)
s = 0, 2 — λ

(1)
s = 0,5, 3 — λ

(1)
s = 2,0, 4 — λ

(1)
s = ∞
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Та бли ц а 3
Значения σs/q в точках кругового включения

θ, рад λтек
c/a1

0,01 0,1 1 10 100 ∞
λтек = λ

(1)
s

0 0,128 0,130 0,132 0,103 0,088 0,086
10−1 0,114 0,112 0,111 0,080 0,067 0,065

π/6 1 0,004 0,004 0,004 −0,010 −0,018 −0,019
101 −0,153 −0,153 −0,146 −0,124 −0,120 −0,120
∞ −0,205 −0,204 −0,194 −0,160 −0,151 −0,150

0 0,249 0,247 0,267 0,268 0,269 0,269
10−1 0,206 0,204 0,233 0,225 0,224 0,224

π/2 1 0,104 0,106 0,118 0,103 0,098 0,098
101 0,110 0,109 0,112 0,077 0,068 0,068
∞ 0,128 0,128 0,127 0,086 0,076 0,076

λтек = λ
(1)
p

0 −0,164 −0,163 −0,159 −0,136 −0,127 −0,125
10−1 −0,158 −0,158 −0,153 −0,132 −0,123 −0,122

π/6 1 −0,107 −0,106 −0,103 −0,094 −0,091 −0,091
101 0,377 0,377 0,365 0,267 0,211 0,203
∞ −0,121 −0,160 −0,106 −0,114 −0,118 −0,119

0 0,130 0,131 0,133 0,106 0,100 0,100
10−1 0,130 0,130 0,132 0,105 0,098 0,098

π/2 1 0,112 0,113 0,118 0,093 0,087 0,087
101 −0,044 −0,038 −0,003 −0,008 −0,016 −0,016
∞ 0,176 0,180 0,174 0,161 0,159 0,159

q

O x

c

y

Рис. 4. Схема задачи для пластины с двумя включениями

включений к радиусу включений a1 и текущего относительного параметра λтек приведе-
ны значения σs/q в двух точках пластины на контуре левого отверстия, соответствую-
щих значениям центрального угла θ (θ = π/6, π/2), отсчитываемого от положительного
направления оси Ox против часовой стрелки. При этом в качестве изменяемого парамет-

ра λтек принимался параметр λ
(1)
s или λ

(1)
p , остальные параметры принимались равны-

ми двум. Значения напряжений при c/a1 = ∞ соответствуют случаю пластины с одним

включением. Из табл. 3 и других полученных результатов следует, что с уменьшением
расстояния между контурами значения напряжений вблизи включений и в области между

ними уменьшаются. При c/a1 > 2 влияние одного включения на ТЭМУС вблизи другого
включения незначительно и им можно пренебречь.
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