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Рассмотрена математическая модель течения в круглой затопленной турбулентной
струе, включающая дифференциальные уравнения переноса нормальных компонент
тензора рейнольдсовых напряжений и алгебраические аппроксимации Роди для каса-
тельных напряжений. Выполнен теоретико-групповой анализ исследуемой модели, по-
лучена редуцированная автомодельная система обыкновенных дифференциальных урав-
нений, которая решена численно. Показано, что результаты расчетов согласуются с
имеющимися экспериментальными данными.

Ключевые слова: круглая затопленная турбулентная струя, (k–ε)-модель, теоретико-
групповой анализ, асимптотическое разложение, метод стрельбы.

Введение. Исследование течения в круглой турбулентной струе, имеющее приклад-
ное значение, является одной из классических задач гидродинамики. Об этом свидетель-
ствует большое количество публикаций, посвященных численному моделированию, а так-
же теоретическому и экспериментальному исследованию данного класса свободных тур-
булентных течений (см., например, работы [1–10] и библиографию к ним).

В [11–14] с применением теоретико-группового анализа построены решения ряда полу-
эмпирических моделей дальнего турбулентного следа, согласующиеся с эксперименталь-
ными данными. В настоящей работе с использованием данного подхода рассмотрена мате-
матическая модель, предложенная в [15, 16] для описания течения в круглой затопленной
турбулентной струе. Модель включает дифференциальные уравнения переноса нормаль-
ных компонент тензора рейнольдсовых напряжений и алгебраические аппроксимации Роди

[5, 6] для касательных напряжений.

Как известно, имеется некоторое несоответствие результатов численного моделирова-
ния дальней области круглой турбулентной струи на основе стандартной (k–ε)-модели [4] и
экспериментальных данных (см., например, [7]). Для устранения данного несоответствия
предложен ряд модификаций эмпирических постоянных Cε1, Cε2 в уравнении для ско-
рости диссипации кинетической энергии турбулентности стандартной (k–ε)-модели (см.,
например, [9]). Однако согласно работе [10] для получения наиболее близких к экспери-
ментальным данным результатов численных расчетов достаточно положить Cε1 = 1,6
(модифицированная (k–ε)-модель), что сделано в настоящей работе.
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Рассматриваемая математическая модель на основе теоретико-группового анализа ре-
дуцируется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Краевая задача для
этой системы решается численно с использованием модифицированного метода стрельбы

и асимптотического разложения решения в окрестности особой точки. Проводится сравне-
ние полученного автомодельного решения с имеющимися экспериментальными данными

[2, 3] для дальней области (x/D > 30, D — диаметр среза сопла) круглой затопленной
турбулентной струи.

1. Постановка задачи. Для расчета характеристик течения в круглой турбулентной
струе в работах [15, 16] предложена модель, включающая систему осредненных уравнений
(приближение пограничного слоя)
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Здесь (x, r, ϕ) — цилиндрическая система координат с началом на срезе сопла; U , V , u′,
v′ — компоненты скорости осредненного и пульсационного движения; 〈u′v′〉 — касатель-
ное рейнольдсово напряжение (угловые скобки означают осреднение). В силу того что

рассматриваемое течение является осесимметричным, искомые функции не зависят от
угла ϕ и справедливо тождественное равенство нормальных компонент тензора рейнольд-
совых напряжений 〈v′2〉 ≡ 〈w′2〉. В [15, 16] для определения касательного турбулентного
напряжения использовалось алгебраическое соотношение Роди [5, 6]

〈u′v′〉 =
(C2 − 1)(〈u′2〉/2 + 〈v′2〉)〈v′2〉
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где ε — скорость диссипации кинетической энергии турбулентности. Выражение для ве-
личины P производства энергии турбулентности имеет вид

P = −〈u′v′〉 ∂U

∂r
.

В [15, 16] для определения нормальных компонент тензора рейнольдсовых напряжений
〈u′2〉, 〈v′2〉 и скорости диссипации кинетической энергии турбулентности ε использовались
следующие уравнения переноса:
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Кинетическая энергия турбулентности e и нормальные компоненты тензора рейнольдсо-
вых напряжений связаны соотношением

e = 〈u′2〉/2 + 〈v′2〉. (7)

В дальнейших расчетах используются следующие значения эмпирических постоянных

модели [4, 6, 10]: Cs = 0,22, Cε = 0,17, α = 0,6, C1 = 2, C2 = 0,6, Cε1 = 1,6, Cε2 = 1,92.
2. Теоретико-групповой анализ модели. С использованием стандартных мето-

дов [17] находим базис алгебры Ли системы уравнений (1)–(6):
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Поскольку экспериментальные данные [2, 3] свидетельствуют о наличии автомодель-
ных режимов в дальних областях круглой турбулентной струи, находим автомодельные
решения системы уравнений (1)–(6). Рассмотрим следующую линейную комбинацию опе-
раторов X2, X3:
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где β — произвольная постоянная. Решение системы уравнений (1)–(6), инвариантное
относительно преобразования, порожденного оператором Z, имеет вид

U = x−1U1(t), V = x−1V1(t), 〈u′v′〉 = x−2W (t),

〈u′2〉 = x−2U2(t), 〈v′2〉 = x−2V2(t), ε = x−4E(t), t = r/x
(8)

(в силу уравнений модели справедливо β = −1). Степенные законы вырождения (8) для
дальних областей круглой турбулентной струи подтверждаются многочисленными экспе-
риментальными данными и результатами моделирования (см., например, работы [1–3, 8]
и библиографию к ним). Подставляя представление (8) в уравнения (1)–(6), получаем ре-
дуцированную систему. Однако, используя первый интеграл полученной редуцированной
системы

−t2U2
1 + tU1V1 + tW = b1, b1 ∈ R, (9)

целесообразно исключить одну из искомых функций из уравнений этой системы. Кроме
того, решения редуцированной системы должны удовлетворять следующим условиям:

t = 0: U ′
1 = V1 = W = U ′

2 = V ′
2 = E′ = 0; (10)

t = 0,26: U1 = W = U2 = V2 = E = 0. (11)

В условиях (10) учитывается симметрия течения относительно оси Ox. Условия (11) сле-
дуют из требования, согласно которому искомые функции должны принимать нулевые

значения вне области турбулентной струи. Значение t = 0,26 выбрано как соответствую-
щее экспериментальным данным [3].
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Используя условия (10), (11), нетрудно показать, что в интеграле (9) b1 = 0. Следова-
тельно,

V1 = tU1 −
W

U1
. (12)

С использованием (12) получаем редуцированную систему в виде
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γ = U2 + 2V2.

Система обыкновенных дифференциальных уравнений (13), удовлетворяющая услови-
ям (10), (11), решалась численно.

3. Результаты расчетов. Дополнительные трудности при решении системы урав-
нений (13) обусловлены тем, что коэффициенты системы имеют особенности. Для решения
задачи использовались модифицированный метод стрельбы и асимптотическое разложение

решения в окрестности особой точки вида

U1 = d1(t− a)α1 + o(|t− a|α1), W = d2(t− a)α2 + o(|t− a|α2),

U2 = d3(t− a)α3 + o(|t− a|α3), V2 = d4(t− a)α4 + o(|t− a|α4), (14)

E = d5(t− a)α5 + o(|t− a|α5).

Подставляя (14) в систему уравнений (13) и используя условие U1 = W = U2 = V2 =
E = 0 при t /∈ (−a, a), находим

α1 = α2 = α3 = α4 =
Cε

2Cε − Cs
, α5 = 2α1 − 1,

d3 =
2[d2

4(Cs(1− C1) + 1− C2)− d2
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d1α1[2d
2
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.

В процессе вычислений определяем значения функций U1, U2, V2, E в точке t = 0:

U1(0) = 1, U2(0) = 0,0569, V2(0) = 0,0412, E(0) = 0,1840.
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Рис. 1. Профили нормированных осредненной продольной компоненты скоро-
сти U (а), касательного рейнольдсова напряжения 〈u′v′〉 (б) и интенсивностей σu,
σv турбулентных флуктуаций продольной (в) и поперечной (г) компонент скорости:
1, 2 — данные экспериментов [2, 3] (1 — x/D = 100, 2 — x/D = 160), 3, 4 — численное моде-
лирование [15, 16] (3 — x/D = 100, 4 — x/D = 160), 5 — расчет, выполненный в настоящей
работе

Профили продольной компоненты скорости осредненного движения U (Uc — ее осевое

значение; в расчетах полагалось Uc = 1), касательного рейнольдсова напряжения 〈u′v′〉 и
интенсивностей турбулентных флуктуаций продольной (σu =

√
〈u′2〉) и поперечной (σv =√

〈v′2〉) компонент скорости представлены на рис. 1.

Профили кинетической энергии турбулентности e и поперечной компоненты скорости
осредненного движения V , представленные на рис. 2, получены с использованием выраже-
ний (7), (12). Видно, что результаты расчетов удовлетворительно согласуются с экспери-
ментальными данными [2, 3] и результатами численного моделирования [15, 16] на основе
полных уравнений модели (1)–(6) (см. рис. 1).

Заключение. Рассмотрена модель, включающая дифференциальные уравнения пе-
реноса нормальных компонент тензора рейнольдсовых напряжений и используемая для

описания динамики круглой турбулентной струи. Построенное автомодельное решение
удовлетворительно согласуется с имеющимися экспериментальными данными.
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Рис. 2. Профили нормированных скорости диссипации кинетической энергии

турбулентности ε (а), кинетической энергии турбулентности e (б) и осредненной
поперечной компоненты скорости V (в)
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