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Рассматривается изменение скорости, плотности и давления невязкой сжимаемой жид-
кости при ускорении или замедлении течения после изменения проходного сечения кла-
пана, установленного на трубопроводе с жесткими стенками. Приведены выражения для
амплитуды первичной волны давления или разрежения, возникающей при изменении
проходного сечения клапана.
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Изучению первичной волны давления при возникновении или прекращении течения

жидкости (гидроудару) посвящено много работ, в частности [1–3]. В отличие от них в на-
стоящей работе используются полученные авторами аналитические решения соответству-
ющей системы нелинейных уравнений в частных производных для различных граничных

условий.
1. Постановка задач. При срабатывании клапана, установленного на трубопроводе,

заполненном покоящейся или движущейся сжимаемой жидкостью, возникает первичная
волна пониженного или повышенного давления (ПВД). Рассмотрим неустановившееся из-
энтропическое течение невязкой сжимаемой жидкости в наклонном трубопроводе посто-
янного сечения с жесткими непроницаемыми стенками при не мгновенном срабатывании

клапана. Предполагается, что жидкость движется со скоростью u, зависящей только от
продольной координаты z и времени t. В этом случае уравнения неразрывности и дина-
мики сплошной среды [4] принимают следующий вид:
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Здесь ρ и P — плотность и давление жидкости; R — радиус трубопровода; r и z —
радиальная и продольная координаты, деленные на R; ϕ — угловая координата; ρFz, ρFr

и ρFϕ — проекции на оси z, r и ϕ градиента массовых сил.
Если пренебрегать массовыми силами или рассматривать вертикальный трубопровод,

то правые части уравнений (1.3), (1.4) оказываются равными нулю и скорость невязкой
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сжимаемой жидкости, плотность и давление не будут зависеть от r и ϕ. В этом случае
систему уравнений (1.1), (1.2) необходимо дополнять либо уравнением состояния P = f(ρ),
либо уравнением ∂P/∂z = A2 ∂ρ/∂z при A = const.

Покажем, что в случае действия только силы тяжести, т. е.

ρFz = ρg sin θ, ρFr = ρg cos θ cos ϕ, ρFϕ = −ρg cos θ sin ϕ, (1.5)

где θ — угол наклона трубопровода к горизонту, а g — ускорение силы тяжести, искомые
величины ρ, P , u однозначно определяются системой уравнений (1.1)–(1.4), несмотря на
ее кажущуюся переопределенность.

Отсчет ϕ будем вести по часовой стрелке от направления на наивысшую точку про-
ходного сечения трубопровода, а координату z отсчитывать от клапана в направлении
распространения волны давления.

В дальнейшем используем безразмерные величины

τ =
at

R
, M =

u

a
, z∗ =

L

R
, B =

Rg sin θ

a2
, (1.6)

где L — длина трубопровода; a — скорость звука в жидкости при τ = 0, z = 0 и r = 0.
1.1. Задача об ускорении течения невязкой сжимаемой жидкости после начала откры-

тия клапана наряду с уравнениями (1.1)–(1.4) и равенствами (1.5) включает:
— начальные условия

ρ(0, z) = ρ0(z), M(0, z) = M0(z) (1.7)

(в частном случае M0(z) = 0);
— граничное условие

z = 0: M(τ, 0) = f1(τ), f1(τk) ≡ Mk,0, f1(0) ≡ f1,0, (1.8)

где τ = 0 и τk соответствуют моментам начала и окончания процесса открытия клапана;
— условия для координаты начала фронта ПВД zp(τ) при zp 6 z∗, которые совпадают

с начальными условиями для соответствующих сечений:

M(τ, zp) = M0(zp), ρ(τ, zp) = ρ0(zp). (1.9)

Координата zp(τ) при τ 6 τ2 определяется из уравнения

τ =

zp∫
0

dz

1 + M0(z)
, (1.10)

а время пробега начала ПВД по трубопроводу равно

τ2 =

z∗∫
0

dz

1 + M0(z)
. (1.11)

В частном случае

zp =

{
τ, M0(zp) = 0,

z∗ = const, τ > τ2.
(1.12)

1.2. Задача о замедлении течения невязкой сжимаемой жидкости после начала закры-
тия клапана наряду с уравнениями (1.1)–(1.5) включает:

— начальные условия (1.7) при M0(z) 6= 0;
— граничное условие

z = 0: M(τ, 0) = f2(τ), f2(0) ≡ M0,0, f2(τk) ≡ Mk,0, (1.13)
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где M0,0 6= 0; τk соответствует моменту окончания уменьшения проходного сечения кла-
пана от начального до конечного; в частном случае (при полном закрытии проходного
сечения клапана) Mk,0 = 0;

— условия для координаты начала фронта ПВД zp, которые совпадают с начальными
условиями для соответствующих сечений и формально — с условиями (1.9)–(1.12).

Характер функций f1(τ) и f2(τ) в условиях (1.8) и (1.13) зависит от давления за
клапаном и особенностей самого клапана (его конструкции и быстродействия приводного
механизма).

Укажем аналитические решения уравнений (1.1)–(1.5) с учетом условий (1.7)–(1.12)
для τ 6 z∗ и с условиями (1.9)–(1.13) и (1.7) при M0(z) 6= 0, 0 6 τ < z∗/(1 + M0,0),
0 < |M | 6 1 для одного вида функций f1(τ) и f2(τ), содержащих несколько произвольных
постоянных.

2. Аналитические решения. Дифференцируя (1.3) по ϕ, а (1.4) — по r и исклю-
чая P , получим с учетом (1.5) уравнение

Rg cos θ
(
r

∂ρ

∂r
sin ϕ +

∂ρ

∂ϕ
cos ϕ

)
= 0.

Отсюда находим

ρ = ρ0,0f3(τ, z)F (x), x ≡ (Rg/a2)r cos θ cos ϕ, (2.1)

где F (x) — произвольная функция x; ρ0,0 — плотность невязкой сжимаемой жидкости при

τ = 0, z = 0 и r = 0. Наряду с (2.1) системе (1.3)–(1.5) соответствует выражение

P = ρ0,0a
2
[
f4(τ, z) + f3(τ, z)

∫
F (x) dx

]
, (2.2)

где f3 и f4 — произвольные функции τ , z.
Выражение (2.1), которое полностью соответствует системе (1.3)–(1.5), не противоре-

чит уравнению (1.1) только при u 6= f(r, ϕ). Это согласно (1.2) при (1.5) влечет условие
ρ−1 ∂P/∂z 6= f(r, ϕ). Следовательно, всей системе (1.1)–(1.5) выражения (2.1) и (2.2) соот-

ветствуют только при ∂f4/∂z = 0 и
1

F (x)

∫
F (x) dx 6= f(x). Используем F (x) = exp (x/β2)

при β = const. Тогда система (1.1)–(1.6) приводится к следующей:

∂Φ

∂τ
+

∂M

∂z
+ M

∂Φ

∂z
= 0, Φ = ln f3(τ, z),

∂M

∂τ
+ M

∂M

∂z
= B − β2 ∂Φ

∂z
, M 6= f(r, ϕ);

(2.3)

P = a2[f4(τ)ρ0,0 + β2ρ], β = const; (2.4)

ρ = ρ0,0f3(τ, z) exp (x/β2). (2.5)

Заметим, что из выражений (2.4), (2.5) следует ∂P/∂z = a2β2 ∂ρ/∂z.
Условиям поставленных задач удовлетворяет частное решение системы (2.3)

f3(τ, z) = C exp [(M −Bτ)/b], C = const; (2.6)

∂M

∂τ
+ (M + b)

∂M

∂z
= B, b = ±β, (2.7)

в котором согласно (1.6) 0 6 B � 1 (для горизонтального трубопровода B = 0), а уравне-
нию (2.7) удовлетворяют следующие два выражения для M :

M(τ, z) = [k2 + (k3 + z)y + c0

√
h ]/T − b + By/2, (2.8)
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где h = k4(k3 + z)2 + 2k2(k3 + z)y + k5T + k2
2 + k4B

2T 2/4 − BT (k4z + k2y), T = y2 − k4,
y = k1 + τ , ki = const, c0 = ±1;

M(τ, z) = c2 + (c3 + z)/y − b + 3By/8 + c0

√
H, (2.9)

где H = [(c3 + z)/y − c2 −By/8]2 + c4/y, y = c1 + 2τ , ci = const, c0 = ±1.
Подстановка выражений (2.8), (2.9) обращает уравнение (2.7) в тождество. Соглас-

но (2.5) и (2.6) после нахождения постоянной C получим

ρ = ρ0,0 exp [x/b2 + (M −M0,0 −Bτ)/b]. (2.10)

Эти решения дополняют известные для задач о неустановившемся движении жидко-
сти в трубопроводе [5, 6].

3. Первичная волна давления при ускорении течения невязкой сжимаемой
жидкости после открытия клапана. В этом случае, если направления ПВД и течения
невязкой сжимаемой жидкости совпадают, то M > 0, b > 0, что соответствует начальной
стадии заполнения трубопровода. А если направления ПВД и течения невязкой сжимаемой
жидкости противоположны, то M < 0, b > 0 (начало опорожнения трубопровода).

Выражения (2.4), (2.8), (2.10) являются решением задачи (1.1)–(1.5) при условиях
(1.7)–(1.10), z < z∗ , τ < τ∗,

f1(τ) = By/2− b + (k2 + k3y + c0

√
h0 )/T, (3.1)

где h0 = 2k2k3y + k2
3k4 + k5T + k2

2 + BT (Bk4T/4 − k2y), и если начальные условия ρ0(z)
и M0(z) в (1.7) удовлетворяют соотношению

ρ0(z) = ρ0,0 exp [(M0(z)−M0,0)/b]. (3.2)

Часть постоянных в выражениях (2.8) и (3.1) находится по условию (1.9) с уче-
том (1.10). Например, при M0(z) = 0 согласно (3.2) ρ0(z) = ρ0,0, что по физическим
представлениям при наличии гравитационных сил возможно лишь при B = 0. В этом

случае

b = 1, k5 = (k3 − k1)
2 − k4 − 2k2. (3.3)

Эти соотношения удовлетворяют также условию (1.7) и получены после подстановки

в (2.8) z = zp, zp = τ и M = 0.
При τ 6 τk координата конца фронта ПВД z1 равна нулю, а при τk < τ 6 z∗

z1 =

τ∫
τk

(1 + M) dτ ≈ (1 + Mk,0)(τ − τk). (3.4)

Согласно (2.4), (2.10) амплитуда ПВД в невязкой сжимаемой жидкости равна

AD = E exp
( x

b2
− Bτ

b

)[
exp

(M(τ, z1)

b

)
− exp

(M0(zp)

b

)]
,

где AD = P (τ, z1) − P (τ, zp), E = ρ0,0a
2b2. Амплитуда зависит от z, τk, Mk,0, а также от

постоянных, входящих в выражения (2.8) и (3.1).
Как видно, выражение (3.1) содержит несколько постоянных интегрирования. Варьи-

руя ими, можно записать решение задачи для достаточно широкого набора граничных
условий f1(τ) в (1.8), хотя и непроизвольных.

Например, постоянные k1, . . . , k4 можно однозначно связать со значениями M(τk, 0),
M(τk/2, 0) и производными M по τ в точках z = 0, τ = 0 и z = 0, τ = τk, т. е. со
свойствами и режимом срабатывания клапана, а также с давлением за клапаном. На рис. 1
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Рис. 1. Возможные варианты распределения скорости у клапана при его открытии

представлены примеры функций f1(τ)/|f1(τk)|, рассчитанных при b = 1, c0 = 1, B = 0,
M0(z) = 0 и равенстве нулю производной M по τ при z = 0 и τ = τk (т. е. при допущении
плавного изменения функции f1(τ) на стадии завершения открытия клапана и условия
f1(τ > τk) = const при τ < z∗). В частности, кривая 1 построена при k1 = 3,95; k2 = 3,96;
k3 = 0,178; k4 = −0,198; k5 = −0,159; кривая 2 — при k1 = 213,05; k2 = −3,626 · 104;
k3 = 170,86; k4 = 4,523 · 104; k5 = 2,91 · 104.

Поскольку приM < 0 начальный участок фронта ПВД при условиях (1.7) распростра-
няется против потока, движущегося со скоростью M0(z), а конечный — против потока с

большей по модулю скоростью Mk,0, время его пробега до некоторого сечения z будет
бо́льшим, чем у начального участка фронта ПВД.

В общем случае длина фронта ПВД определяется при τk 6 τ 6 z∗ как

zp − z1 ≈ τ(1 + M0,0)− (τ − τk)(1 + Mk,0), (3.5)

а при τk > z∗/(1 + M0,0) она равна z∗.
Согласно (3.5) при τ 6 z∗ распространение ПВД по трубопроводу при открытии кла-

пана будет сопровождаться растяжением фронта ПВД, если M < 0, и сжатием, если
M > 0.

4. Первичная волна давления при торможении течения закрытием клапана.
В случае, если ПВД распространяется по потоку невязкой сжимаемой жидкости, M > 0,
b > 0 (начало прекращения заполнения трубопровода). А если направления распростране-
ния ПВД и течения противоположны, то M < 0, b > 0 (имеет место гидроудар вследствие
прекращения истечения невязкой сжимаемой жидкости из трубопровода).

Выражения (2.4), (2.9), (2.10) являются решением задачи (1.1)–(1.6) при условиях
(1.7), (1.9)–(1.13), (3.2), z 6 z∗, τ 6 z∗/(1 + M0,0) и

f2(τ) = c2 + c3/y + 3By/8− b + c0

√
(c3/y − c2 −By/8)2 + c4/y.

Постоянная c4 находится из условия (1.12) при τ = τk:

c4 = (Mk,0 + b)[(Mk,0 + b− 2c2)yk − 3By2
k/4− 2c3] + (4c2 + Byk)(c3 + By2

k/8),

где yk = 2τk + c1.
Постоянные c1 и c3 определяются из условия (1.9) с учетом (3.3). Например, при

ρ0(z) = ρ0(0) и M0(z) = M0,0 (что возможно только в горизонтальном трубопроводе)
имеет место B = 0 и согласно (1.10) zp = τ(1 + M0,0). Подставляя в равенство (2.9) z = zp

иM = M0,0, получаем уравнение для τ , которое при различных τ обращается в тождество,
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Рис. 2. Возможные варианты распределения скорости у клапана при его закрытии

если в нем приравнять к нулю суммы слагаемых, пропорциональных τ , и слагаемых, не
зависящих от τ , т. е. при выполнении следующих условий:

(1− b)(2c2 − b−M0,0) = 0, c4 = (2c3 − c1 − c1M0,0)(2c2 − b−M0,0).

На рис. 2 представлены примеры функций f2(τ)/|f2(0)|, рассчитанных при b = 1,
c0 = 1 и значений постоянных c1 = 0,562; c2 = 0,577; c3 = −0,188; c4 = −0,236 — кри-
вая 1 и c1 = −13,103; c2 = −5,562; c3 = −61,841; c4 = 676,962 — кривая 2, при которых
выражения (2.4) и (3.1) являются решением задачи (1.1)–(1.5), (1.7), (1.9)–(1.13).

Согласно (2.4), (2.9) и (2.10) для каждого значения z 6 z∗ амплитуда первичной волны
повышенного давления равна

AD = E exp
(f2(τ)−M0,0

b
+

x

b2
− B

b
τ
)
[1− exp (DM)], (4.1)

где AD = P (τ, 0)− P (τ, z), DM = (M − f2(τ))/b, E = ρ0,0a
2b2.

При B = 0

DM =
1

b

[z

y
±

√(c3 + z

y
− c2

)2
+

c4

y
∓

√(c3

y
− c2

)2
+

c4

y

]
. (4.2)

В случае M < 0, b > 0 (гидроудар) координата начала фронта ПВД zp определяется

согласно (1.10), (1.11). В частности, если M0(z) = M0,0, то

zp = τ(1 + M0,0), τ2 = z∗/(1 + M0,0).

При τ 6 τk координата конца фронта ПВД z1 равна нулю, а для τk < τ 6 τ2 опреде-
ляется согласно (3.4).

Следовательно, при τ2 6 τk протяженность фронта ПВД равна zp − z2 = z∗. А при

f2(τk) = 0 (полное закрытие клапана) и τk < τ2 протяженность фронта ПВД равна zp−z2 ≈
τM0,0 + τk.

Амплитуда первичной волны давления будет максимальной при τk 6 τ2 и f2(τk) = 0,
достигая в момент τ = τk значения

ADmax = E exp
( x

b2
− B

b
τk

)[
exp

(
−

M0,0

b

)
− 1

]
. (4.3)

При τk > τ2 AD будет максимальной в момент τ = τ2, достигая значения

ADmax = E exp
( x

b2
− B

b
τ2

)[
exp

(f2(τ2)−M0,0

b

)
− 1

]
. (4.4)
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Из (4.3) следует, что в первом приближении при B = 0, |M0,0| � 1, x = 0 и M0,0 < 0
(ПВД при закрытии клапана)

ADmax = exp
(
−

M0,0

b

)
ρ0,0a|u0,0|b

[
1 +

1

2b
M0,0 +

1

6b2
(M0,0)

2 + . . .
]
. (4.5)

Это значение близко́ к результату ADmax = ρ0,0a|u0,0|, полученному Н. Е. Жуковским [1]
при b = 1 для условий справедливости формулы (4.5) иным способом (с учетом податливо-
сти стенок трубопровода, при допущении линейности уменьшения скорости u(0, t) или при
мгновенном запирании трубопровода), без использования уравнений (1.1), (1.3) и (1.4).

Анализируя выражения (4.1)–(4.4), замечаем, что амплитуда ПВД при закрытии за-
твора или клапана, установленного на трубопроводе с жесткими стенками:

— пропорциональна ρ0,0a;
— увеличивается с увеличением разности конечной (в момент завершения срабаты-

вания клапана τk) и начальной скоростей у клапана;
— имеет максимум в момент, когда Mk,0 = 0;
— не зависит от времени срабатывания τk и z, если τk 6 τ2 и θ = 0;
— существенно уменьшается с увеличением f2(τ2), если τk > τ2, т. е. зависит от

продолжительности и характера закрытия клапана, а также от давления за клапаном.
Поскольку эти выводы не противоречат известным экспериментальным данным [1],

можно констатировать несущественное влияние использованных допущений при постанов-
ке задачи.
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