
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2000. Т. 41, N-◦ 3 187

УДК 539.3

ОСРЕДНЕННЫЕ ПОВОРОТЫ

ПРИ КОНЕЧНОЙ ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

В. Д. Бондарь

Новосибирский государственный университет, 630090 Новосибирск

Исследованы осредненные повороты и другие механические величины при конечных
плоских деформациях упругого материала с линейной зависимостью напряжений Коши
от деформаций Альманси. Определен вид упругого потенциала. Задача в перемещениях
сведена к краевой задаче для комплексных потенциалов, решение которой при задан-
ных перемещениях на границе представлено через интегралы типа Коши. Результаты
сравниваются с результатами, полученными по линейной теории.

1. В линейной теории упругости деформация и поворот элемента материала, опреде-
ляемые как симметричная и антисимметричная части градиента перемещения, являются
малыми величинами. В нелинейной теории упругости деформации и повороты конечны. В
переменных актуального состояния первые из них характеризуются тензором Альманси,
а вторые (согласно В. В. Новожилову) — осредненными по элементарному объему поворо-
тами. Рассмотрим поведение осредненных поворотов и других механических величин при
плоской деформации упругого тела в рамках нелинейной теории упругости.

Статическая деформация описывается уравнениями равновесия и неразрывности, за-
коном Мурнагана, представлениями деформаций через перемещения и краевыми усло-
виями

divP + ρf = 0, ν = ρ/ρ0 =
√

1− 2ε1 + 4ε2 − 8ε3,

ε1 = tr ε, 2ε2 = (tr ε)2 − tr ε2, ε3 = det ε, (1)

P = ν(G− 2ε) · dΦ

dε
, 2ε = ∇u+ u∇− (∇u) · (u∇), u

∣∣∣
Σu

= h, P · n
∣∣∣
Σp

= p.

Здесь u, f , h, p, n — векторы перемещений, массовых сил, граничных перемещений, на-
пряжений, внешней нормали; G, P , ε — симметричные тензоры: метрический, напряжений
(Коши) и деформаций (Альманси); ∇u, u∇ — градиент и транспонированный градиент

перемещений; ε1, ε2, ε3, ρ0, ρ, ν, Φ — базисные инварианты деформаций, исходная, ак-
туальная и относительная плотности материала и упругий потенциал; Σu, Σp — части

поверхности тела, на которых заданы перемещения и напряжения соответственно [1].
При плоском деформировании однородного изотропного тела реализуются условия

ε3 = 0, Φ = Φ(ε1, ε2). Закон Мурнагана с учетом выражений тензорных градиентов инва-
риантов деформации и тождества Гамильтона — Кели для деформаций [1]

dε1

dε
= G,

dε2

dε
= ε1G− ε, ε2 − ε1ε+ ε2G = 0

принимает форму квазилинейной зависимости напряжений от деформаций, которую мож-
но записать в виде закона Гука с переменными коэффициентами упругости, выражаемыми
через упругий потенциал:

P = ε1Λ(ε1, ε2)G+ 2M(ε1, ε2)ε; (2)
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ε1Λ = ν
( ∂Φ

∂ε1
+ (ε1 − 2ε2)

∂Φ

∂ε2

)
, 2M = −ν

(
2
∂Φ

∂ε1
+
∂Φ

∂ε2

)
, ν =

√
1− 2ε1 + 4ε2. (3)

Обращение формул (3) определяет градиенты потенциала

ν3 ∂Φ

∂ε1
= ε1Λ + (2ε1 − 4ε2)M = ν3Φ1, ν3 ∂Φ

∂ε2
= −2(ε1Λ +M) = ν3Φ2, (4)

а условие их совместности ∂Φ1/∂ε2 = ∂Φ2/∂ε1 накладывает ограничение на коэффициенты

упругости:

2
∂(ε1Λ +M)

∂ε1
+
∂(ε1Λ + (2ε1 − 4ε2)M)

∂ε2
+ 6M = 0. (5)

В свою очередь, по коэффициентам упругости, согласованным с условием (5), находятся
градиенты потенциала (4), которые упругий потенциал определяют квадратурой [2]

Φ(ε1, ε2) =

ε1∫
0

Φ1(ε1, ε2) dε1 +

ε2∫
0

Φ2(0, ε2) dε2 + const. (6)

При плоской деформации основной является плоская задача, для которой соотноше-
ния (1) в комплексных переменных актуального состояния z = x + iy, z̄ = x − iy (x, y —
декартовы координаты) при отсутствии массовых сил принимают вид

∂P 11

∂z
+
∂P 12

∂z̄
= 0, ν =

√
1− 2ε1 + 4ε2, ε1 = ε12, 4ε2 = (ε12)2 − ε11ε22,

P 11 = P̄ 22 = 2M(ε1, ε2)ε11, P 12 = 2N(ε1, ε2)ε12 (N = Λ +M),
(7)

ε11 = ε̄22 = 2
∂u

∂z̄

(
1− ∂ū

∂z̄

)
, 1− ε12 =

(
1− ∂u

∂z

)(
1− ∂ū

∂z̄

)
+
∂u

∂z̄

∂ū

∂z
,

u
∣∣
Lu

= h(s), P 12 dz

ds
− P 11 dz̄

ds

∣∣∣
Lp

= 2ip(s),

где Lu, Lp — части контура L (z = z(s), z̄ = z̄(s) — границы сечения D тела плоскостью

деформирования), на которых заданы соответственно перемещения и напряжения; s — ду-
га контура; верхними числовыми индексами отмечены комплексные компоненты векторов
и тензоров; последние связаны с декартовыми компонентами тех же величин (обозначен-
ными нижними буквенными индексами) формулами преобразования компонент, которые
для перемещений и напряжений имеют вид [3]

u1 = u = ux + iuy, u2 = ū = ux − iuy,

P 11 = Pxx − Pyy + 2iPxy, P 22 = Pxx − Pyy − 2iPxy, P 12 = P 21 = Pxx + Pyy.

При задании на границе области только перемещений можно рассматривать задачу в

перемещениях, которая следует из (7):

∂

∂z

[
2M

∂u

∂z̄

(
1− ∂ū

∂z̄

)]
+

∂

∂z̄

[
N
(

1−
(

1− ∂u

∂z

)(
1− ∂ū

∂z̄

)
− ∂u

∂z̄

∂ū

∂z

)]
= 0, u

∣∣
L

= h(s). (8)

Найденные из (8) перемещения определяют плотность и напряжения:

u = u(z, z̄), ν =
(

1− ∂u

∂z

)(
1− ∂ū

∂z̄

)
− ∂u

∂z̄

∂ū

∂z
,

(9)
P 11 = P̄ 22 = 4M

∂u

∂z̄

(
1− ∂ū

∂z̄

)
, P 12 = 2N

[
1−

(
1− ∂u

∂z

)(
1− ∂ū

∂z̄

)
− ∂u

∂z̄

∂ū

∂z

]
.
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При конечных деформациях вращение элементарного объема, согласно В. В. Ново-
жилову [4], можно описывать осредненными по этому объему поворотами Ωαβ, которые
выражаются через линейные повороты ωαβ и деформации eαβ. В плоском случае линей-
ные величины, их инварианты и представления через них осредненных поворотов имеют
вид

ω11 = ω̄22 = 0, ω21 = ω̄12 =
∂u

∂z
− ∂ū

∂z̄
, ω1 = 0, 4ω2 = ω12ω21,

e11 = ē22 = 2
∂u

∂z̄
, e12 = e21 =

∂u

∂z
+
∂ū

∂z̄
, e1 = e12, 4e2 = e12e21 − e11e22,

(10)
4(1− e1 + e2) = (2− e12)2 − e11e22 = 4ν +

(∂u
∂z

+
∂ū

∂z̄

)2
− 4

∂u

∂z

∂ū

∂z̄
= 4ν + (ω21)2,

Ω11 = Ω̄22 = 0, Ω21 =
ω21

√
1− e1 + e2

=
2ω21√

4ν + (ω21)2
(Ω21 = 2iΩxy, ω21 = 2iωxy).

2. Рассмотрим плоскую деформацию материалов, характеризуемых линейной зави-
симостью между тензорами Коши и Альманси. Из закона Мурнагана (2) и условия (5)
следует, что коэффициенты упругости при этом должны быть постоянны и связаны усло-
вием

Λ = const, M = const, N = Λ +M = 0. (11)

В этом случае закон (2) и потенциал (6) содержат только одну постоянную:

P = M(2ε− ε1G), P 11 = P̄ 22 = 2Mε11, P 12 = 0, Φ(ε1, ε2) =
M(1− ε1)√
1− 2ε1 + 4ε2

−M,

а уравнение (8) принимает вид(
1− ∂ū

∂z̄

)
4
∂2u

∂z ∂z̄
− ∂u

∂z̄
4
∂2ū

∂z ∂z̄
= 0.

Присоединяя к нему комплексно-сопряженное равенство и используя представление опе-
ратора Лапласа в комплексных переменных ∆ = ∂xx + ∂yy = 4∂zz̄, получим однородную
алгебраическую систему уравнений для величин ∆u, ∆ū(

1− ∂ū

∂z̄

)
∆u− ∂u

∂z̄
∆ū = 0, −∂ū

∂z
∆u+

(
1− ∂u

∂z

)
∆ū = 0.

Определитель системы равен относительной плотности (9) и, следовательно, должен быть
отличен от нуля, поэтому система имеет только нулевое решение ∆u = 0, ∆ū = 0. Тем
самым в данном случае задача (8) принимает вид задачи Дирихле для гармонического
уравнения

∂2u

∂z ∂z̄
= 0, u

∣∣
L

= h(s). (12)

Из (9)–(12) следуют представления рассматриваемых величин через два комплексных
потенциала ϕ(z), ψ(z) и краевая задача для потенциалов

u(z, z̄) = ϕ(z)− ψ̄(z̄), ν(z, z̄) = (1− ϕ′(z))(1− ϕ̄′(z̄))− ψ′(z)ψ̄′(z̄),

P 11(z̄) = −4Mψ̄′(z̄)(1− ϕ̄′(z̄)), P 22(z) = −4Mψ′(z)(1− ϕ′(z)), P 12 = 0, (13)

Ω11 = Ω̄22 = 0, Ω21(z, z̄) =
2(ϕ′(z)− ϕ̄′(z̄))√

4ν + (ϕ′(z)− ϕ̄′(z̄))2
;
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ϕ(z)− ψ̄(z̄) = h(s). (14)

При задании на границе только напряжений потенциалы определяются из второго крае-
вого условия в (7):

ψ̄(z̄)−
∫
ψ̄′(z̄)ϕ̄′(z̄) dz̄

∣∣
L

= g(s), g(s) =
1

2M

(
i

s∫
0

p(s) ds+ C

)
, C = const. (15)

Таким образом, для рассматриваемых материалов представления через потенциалы
линейны для перемещений и нелинейны для остальных величин. Соответственно краевая
задача для потенциалов линейна в перемещениях и нелинейна в напряжениях.

3. Для сравнения полученных результатов с результатами, полученными по линейной
теории, перейдем к потенциалам ϕ1 = 4M2ϕ, ψ1 = 2Mψ. Тогда формулы (13)–(15) примут
вид

2Mu =
ϕ1

2M
− ψ̄1, ν =

(
1− ϕ′1

4M2

)(
1− ϕ̄′1

4M2

)
− ψ′1ψ̄

′
1

4M2
, P 11 = P̄ 22 = −2ψ̄′1

(
1− ϕ̄′1

4M2

)
,

P 12 = 0, Ω11 = Ω̄22 = 0, Ω21 =
2(ϕ′1 − ϕ̄′1)√

64νM4 − (ϕ′1 − ϕ̄′1)2
, (16)

ϕ1

2M
− ψ̄1

∣∣
Lu

= 2Mh, ψ̄1 −
1

4M2

∫
ψ̄′1ϕ̄

′
1 dz̄

∣∣
Lp

= i

s∫
0

p ds+ C.

Пусть P0, L0 — характерные напряжение и размер, а σ = P0/M — безразмерный

параметр. Представляя рассматриваемые величины через безразмерные величины (отме-
чаемые звездочкой)

P 11 = P0P
11
∗ , P 12 = P0P

12
∗ , p = P0p∗, M = P0M∗, u = L0u∗,

z = L0z∗, s = L0s∗, h = L0h∗, σ = 1/M∗, ϕ1 = P 2
0L0ϕ1∗,

ψ1 = P0L0ψ1∗, C = P0L0C∗, ν = ν∗, Ω21 = Ω21
∗ ,

преобразуем соотношения (16) к безразмерному виду

2M∗u∗ =
σ

2
ϕ1∗ − ψ̄1∗, ν∗ =

(
1− σ2

4
ϕ′1∗

)(
1− σ2

4
ϕ̄′1∗

)
− σ2

4
ψ′1∗ψ̄

′
1∗,

P 11
∗ = P̄ 22

∗ = −2ψ̄′1∗

(
1− σ2

4
ϕ̄′1∗

)
, P 12

∗ = 0,

(17)

Ω11
∗ = Ω̄22

∗ = 0, Ω12
∗ =

2σ2(ϕ′1∗ − ϕ̄′1∗)√
64ν∗ + σ4(ϕ′1∗ − ϕ̄′1∗)2

,

σ

2
ϕ1∗ − ψ̄1∗

∣∣∣
Lu

= 2M∗h∗, ψ̄1∗ −
σ2

4

∫
ψ̄′1∗ϕ̄

′
1∗ dz̄∗

∣∣∣
Lp

= i

s∗∫
0

p∗ ds∗ + C∗.

Полагая, что безразмерные величины в замкнутой области имеют конечные модули, а
безразмерный параметр мал по сравнению с единицей, в (17) можем пренебречь малыми
(содержащими параметр) членами. В результате (после возвращения к размерным вели-
чинам) получим формулы

2Mu = −ψ̄1, P 11 = P̄ 22 = −2ψ̄′1, P 12 = 0, Ω11 = Ω̄22 = 0, Ω21 = 0,
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ν = 1, −ψ̄1

∣∣
Lu

= 2Mh, ψ̄1

∣∣
Lp

= i

s∫
0

p ds+ C,

совпадающие с формулами линейной упругости [5, 6]

2µu = (3− 4ν)ϕ1 − zϕ̄′1 − ψ̄1, µω11 = µω̄22 = 0, µω21 = 2(1− ν)(ϕ′1 − ϕ̄′1),

P 11 = P̄ 22 = −2(zϕ̄′′1 + ψ̄′1), P 12 = 2(ϕ′1 + ϕ̄′1), ν = 1− 1− 2ν

µ
(ϕ′1 + ϕ̄′1),

(3− 4ν)ϕ1 − zϕ̄′1 − ψ̄1

∣∣
Lu

= 2µh, ϕ1 + zϕ̄′1 + ψ̄1

∣∣
Lp

= i

s∫
0

p ds+ C

(µ, ν — модуль сдвига и коэффициент Пуассона), когда потенциал ϕ1 равен нулю.
4. Пусть l — замкнутый контур, принадлежащий области D̄, уравнения которого

имеют вид z = z(s), z̄ = z̄(s). Если в каждой точке контура задан вектор напряжений,
то компоненты главного вектора и главного момента контурных сил F , M определяются

формулами

F = Fx + iFy =

∮
p ds =

1

2i

∮ (
P 12 dz

ds
− P 11 dz̄

ds

)
ds,

M = Re
{
− i
∮
z̄p ds

}
= Re

{
− 1

2

∮
z̄
(
P 12 dz

ds
− P 11 dz̄

ds

)
ds
}
.

Использование представлений (13) позволяет записать их в форме

F̄ = 2Mi[ψ(z)− χ(z)]l, M = −2MRe [z(ψ(z)− χ(z))]l, χ =

∫
ψ′ϕ′ dz, (18)

где через [A]l обозначено приращение A при положительном обходе контура l.
Из формул (13) следует, что напряжения, повороты и плотность сохраняют свои зна-

чения при замене ϕ, ψ на потенциалы ϕ+α, ψ+β (α, β = const). Этот произвол позволяет
фиксировать значения потенциалов в одной из точек области. Если наряду с указанны-
ми величинами должны сохраняться и перемещения, постоянные должны быть связаны
условием α − β̄ = 0. В этом случае в некоторой точке можно фиксировать только один
потенциал.

В бесконечной односвязной области D с границей L комплексные потенциалы много-
значны. Пусть в D однозначно определены рассматриваемые величины. Тогда для любого
замкнутого контура l ∈ D̄, охватывающего L, в соответствии с (13) будем иметь

[ϕ− ψ̄]l = 0, [(1− ϕ′)(1− ϕ̄′)− ψ′ψ̄′ ]l = 0, [ψ′(1− ϕ′)]l = 0,
[ ϕ′ − ϕ̄′√

4ν + (ϕ′ − ϕ̄′)2

]
l

= 0.

Отсюда с учетом свойств приращений функции W (z, z̄) [7]

∂

∂z
[W (z, z̄)]l =

[∂W (z, z̄)

∂z

]
l
,

∂

∂z̄
[W (z, z̄)]l =

[∂W (z, z̄)

∂z̄

]
l

следует, что градиенты потенциалов должны быть однозначны: [ϕ′]l = 0, [ψ′]l = 0. Сами
потенциалы представимы через однозначные функции ϕ0, ψ0, а их приращения связаны
условием

[ϕ]l = 2πia, [ψ]l = 2πib, a+ b̄ = 0, ϕ(z) = a ln z + ϕ0(z), ψ(z) = b ln z + ψ0(z). (19)
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Разложив ϕ0, ψ0 в ряды Лорана и вычислив величины (13), найдем, что для ограни-
ченности напряжений, поворотов и плотности в бесконечной области потенциалы должны
иметь вид

ϕ(z) = a ln z + a1z + ϕ0(z), ψ(z) = b ln z + b1z + ψ0(z),
(20)

ϕ0(z) =
∞∑
n=0

a−nz
−n, ψ0(z) =

∞∑
n=0

b−nz
−n.

При задании на бесконечности величин P 11
∞ , P 12

∞ , ν∞, Ω21
∞ в соответствии с (13) и (20)

получим соотношения

P 11
∞ = −4Mb̄1(1− ā1), P 12

∞ = 0, ν∞ = |1−a1|2−|b1|2, Ω21
∞

√
4ν∞ + (a1 − ā1)2 = 2(a1− ā1).

Полагая a1 = a1x + ia1y, b1 = b1x + ib1y и используя связи комплексных и декарто-
вых компонент напряжений и поворотов, для вторых коэффициентов в разложениях (20)
установим уравнения

−P∞xx = 2M(b1x(1− a1x) + b1ya1y), P∞xy = 2M(−b1xa1y + b1y(1− a1x)),
(21)

(Ω∞xy)
2(ν∞ − a2

1y) = a2
1y, 4M2|1− a1|4 − 4M2ν∞|1− a1|2 − |P∞xx − iP∞xy |2 = 0,

определяющие их в виде

(1− a1x)2 =
ν∞
2

1− (Ω∞xy)
2

1 + (Ω∞xy)
2

+
1

2M

√
M2ν2

∞ + (P∞xx)2 + (P∞xy )2, a2
1y =

ν∞(Ω∞xy)
2

1 + (Ω∞xy)
2
,

2Mb1x = −
(1− a1x)P∞xx + a1yP

∞
xy

(1− a1x)2 + a2
1y

, 2Mb1y =
(1− a1x)P∞xy − a1yP

∞
xx

(1− a1x)2 + a2
1y

.

Условия P 12
∞ = 0 и (1− a1x)2 > 0 ограничивают значения задаваемых величин:

P∞xx + P∞yy = 0, Mν∞(1− (Ω∞xy)
2) + (1 + (Ω∞xy)

2)
√
M2ν2

∞ + (P∞xx)2 + (P∞xy )2 > 0.

Вычисляя с учетом (20) главный вектор контурных сил (18) и используя (19), получим
равенства

F̄ = 4πM(b1a− (1− a1)b), a+ b̄ = 0, (22)

которые определяют коэффициенты a и b:

a =
(1− a1)F − b̄1F̄

4πMν∞
, b =

b1F − (1− ā1)F̄

4πMν∞
.

Таким образом, в разложениях потенциалов (20) первые пары коэффициентов опреде-
ляются упругими свойствами материала, контурной и периферийной нагрузками и значе-
ниями плотности и поворота на периферии.

Перемещение (13), отвечающее потенциалам (20):

u = a1z − b̄1z̄ − b̄ ln(zz̄) +
∞∑
n=0

(a−nz
−n − b̄−nz̄−n),

при принятых условиях неограниченно возрастает на бесконечности. Для его ограничен-
ности надо дополнительно принять a = −b̄ = 0, a1 = b1 = 0, что в силу (21) и (22)
ограничивает величины на контуре и периферии:

Fx = Fy = 0, P∞xx = P∞xy = 0, Ω∞xy = 0, ν∞ = 1.
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При ограниченности в бесконечной области всех механических величин потенциа-
лы (20) становятся однозначными функциями:

ϕ(z) =
∞∑
n=0

a−nz
−n, ψ(z) =

∞∑
n=0

b−nz
−n.

Если в этой области потенциалы имеют вид (20), то можно рассматривать краевую задачу
для однозначных потенциалов ϕ0, ψ0, которая следует из (14):

ϕ0(z)− ψ̄0(z̄)
∣∣
L

= h0(s), h0(s) = h(s) + b̄1z̄(s)− a1z(s) + b̄ ln |z(s)|2, z ∈ L. (23)

Задача (14) аналогична (23), поэтому далее рассматривается первая из них.
5. Отобразим конформно односвязную (конечную или бесконечную) область D на вну-

тренность K единичного круга с окружностью γ:

z = w(ζ), w′(ζ) 6= 0, ζ = r exp (iθ) ∈ K.

Тогда комплексные потенциалы принимают вид

ϕ(z) = ϕ(ζ), ϕ′(z) =
ϕ′(ζ)

w′(ζ)
, ψ(z) = ψ(ζ), ψ′(z) =

ψ′(ζ)

w′(ζ)
,

механические величины (13) представляются в виде

u = ϕ(ζ)− ψ̄(ζ̄), Ω11 = Ω̄22 = 0, Ω21 =
2(ϕ′(ζ)w̄′(ζ̄)− ϕ̄′(ζ̄)w′(ζ))√

4ν|w′(ζ)|4 + (ϕ′(ζ)w̄′(ζ̄)− ϕ̄′(ζ̄)w′(ζ))2
,

(24)

P 11 = P̄ 22 = −4M
ψ̄′(ζ̄)(w̄′(ζ̄)− ϕ̄′(ζ̄))

(w̄′(ζ̄))2
, P 12 = 0, ν =

|w′(ζ)− ϕ′(ζ)|2 − |ψ′(ζ)|2

|w′(ζ)|2
,

а условие (14) становится краевым условием для потенциалов в единичном круге:

ϕ(τ)− ψ̄(τ̄) = h(τ), τ = exp (iθ) ∈ γ. (25)

Пусть функция, выражающая перемещение на границе, принадлежит классу гельде-
ровых функций и один из потенциалов в центре круга равен нулю:

h(τ) ∈ H, τ ∈ γ, ψ(0) = 0. (26)

Умножая (25) на 1/(2πi(τ − ζ)), интегрируя вдоль окружности и учитывая известные
свойства интегралов [6]

1

2πi

∫
γ

ϕ(τ) dτ

τ − ζ
= ϕ(ζ),

1

2πi

∫
γ

ψ̄(τ̄) dτ

τ − ζ
= ψ̄(0) = 0 (ζ ∈ K),

для первого потенциала получим

ϕ(ζ) =
1

2πi

∫
γ

h(τ) dτ

τ − ζ
(ζ ∈ K). (27)

Из условия (25) после перехода к сопряженным величинам для второго потенциала
следует выражение

ψ(ζ) = ϕ̄(0)− 1

2πi

∫
γ

h̄(τ̄) dτ

τ − ζ
(ζ ∈ K).
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Определяя постоянную ϕ̄(0) из условия ψ(0) = 0, получим второй потенциал в виде

ψ(ζ) =
1

2πi

∫
γ

h̄(τ̄)
dτ

τ
− 1

2πi

∫
γ

h̄(τ̄) dτ

τ − ζ
. (28)

Формулы (27) и (28) дают решение задачи (25). Действительно, в силу (26) при стрем-
лении ζ из круга к некоторой граничной точке τ0 = exp (iθ0) потенциалы принимают

определенные предельные значения, которые согласно формулам Сохоцкого — Племеля [6]
соответственно равны

ϕ+(τ0) ≡ ϕ(τ0) =
h(τ0)

2
+

1

2πi

∫
γ

h(τ) dτ

τ − τ0
=
h(τ0)

2
+

1

2π

2π∫
0

h(θ) dθ

1− exp (i(θ0 − θ))
,

ψ+(τ0) ≡ ψ(τ0) =
1

2πi

∫
γ

h̄(τ̄)
dτ

τ
− h̄(τ̄0)

2
− 1

2πi

∫
γ

h̄(τ̄) dτ

τ − τ0
= − h̄(τ̄0)

2
− 1

2π

2π∫
0

h̄(θ) dθ

exp (i(θ − θ0))− 1
.

Отсюда следует, что разность ϕ(τ0) − ψ̄(τ̄0) равна h(τ0). Это означает, что потенциалы
удовлетворяют краевому условию (25).

6. Пусть неограниченная пластина имеет в актуальном состоянии эллиптическое от-
верстие с полуосями a, b (a > b). Рассмотрим ее деформирование при заданном смещении
границы отверстия и отсутствии смещения на бесконечности. Примем, что декартовы оси
совпадают с осями эллипса. Конформное отображение внешности эллипса D на внутрен-
ность единичного круга K (при соответствии точек z =∞, ζ = 0) дается функцией [6]

z = w(ζ) = n
(
mζ +

1

ζ

)
, n =

a+ b

2
, m =

a− b
a+ b

, ζ = r exp (iθ) ∈ K. (29)

Параметр 0 6 m < 1 характеризует форму эллипса, а 0 < n < ∞ — его размеры (при
m = 1, когда эллипс вырождается в разрез, конформность отображения нарушается, так
как w′(±1) = 0). Отсюда следуют формулы

x = n
(
mr +

1

r

)
cos θ, y = n

(
mr − 1

r

)
sin θ,

определяющие эллиптические координаты r, θ в плоскости круга, в которых уравнения
граничного эллипса L имеют вид

xL = n(m+ 1) cos θ, yL = n(m− 1) sin θ. (30)

Пусть перемещения на границе зависят от размеров и формы отверстия и положи-
тельного параметра α:

hx = n(m cos θ + α sin θ), hy = n(m sin θ + α cos θ), r = 1
(31)

(h = hx + ihy = n(mτ − īατ̄), τ = exp (iθ) ∈ γ).

В данном случае h(τ) ∈ H, поэтому интегралы (27), (28) определяют комплексные потен-
циалы в виде

ϕ(z) = nmζ, ψ(ζ) = inαζ.

Для этих потенциалов и отображения (29) из (24) получим

u = n(mζ + iαζ̄), Ω11 = Ω̄22 = 0,
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Ω21 =
−2m(ζ2 − ζ̄2)√

4(1− α2ζ2ζ̄2)(mζ2 − 1)(mζ̄2 − 1) +m2(ζ2 − ζ̄2)2

, (32)

P 11 = P̄ 22 = − 4iαMζ̄2

(mζ̄2 − 1)2
, P 12 = 0, ν =

1− α2ζ2ζ̄2

(mζ2 − 1)(mζ̄2 − 1)
.

В силу (30), (31) координаты x0, y0 точек контура L0 отверстия в исходном состоянии

пластины определяются формулами

x0 = xL − hx = n(cos θ − α sin θ), y0 = yL − hy = −n(sin θ + α cos θ).

Исключение параметра θ дает явное уравнение контура x2
0 +y2

0 = R2
0, R0 = n

√
1 + α2, т. е.

до деформации пластины отверстие было круговым.
Плотность и компоненты перемещения, напряжения и осредненного поворота в пла-

стине в эллиптических координатах r, θ, определяемые через величины (32) и отображе-
ние (29) выражениями [7]

ν(ζ, ζ̄) = ν(r, θ), ur + iuθ =
ζ̄w̄′(ζ̄)

|ζ| |w′(ζ)|
u,

Prr − Pθθ + 2iPrθ =
ζ̄w̄′(ζ̄)

ζw′(ζ)
P 11, Prr + Pθθ = P 12,

Ωrr − Ωθθ + i(Ωrθ + Ωθr) =
ζ̄w̄′(ζ̄)

ζw′(ζ)
Ω11, Ωrr + Ωθθ + i(Ωrθ − Ωθr) = Ω21,

имеют значения

ur = mnr
mr2 + αr2 sin 2θ − cos 2θ√

1 +m2r4 − 2mr2 cos 2θ
, uθ = −nr α− αmr

2 cos 2θ +m sin 2θ√
1 +m2r4 − 2mr2 cos 2θ

,

ν =
1− α2r4

1 +m2r4 − 2mr2 cos 2θ
, Prr = Pθθ = 0, Prθ = − 2αMr2

1 +m2r4 − 2mr2 cos 2θ
,

Ωrr = Ωθθ = 0, Ωrθ = − mr2 sin 2θ√
a cos2 2θ + 2b cos 2θ + c

,

(33)

a = m2r4, b = −mr2(1− α2r4), c = 1− α2r4(1 +m2r4).

В силу условия

1 +m2r4 − 2mr2 cos 2θ > (1−mr2)2 > 0 (34)

перемещения вещественны. В поле напряжений на площадках, ортогональных координат-
ным линиям, действуют только сдвиговые усилия. Согласно (33) при удалении на беско-
нечность (r = 0) перемещения, напряжения и повороты неограниченно убывают, а отно-
сительная плотность стремится к единице:

u∞r = u∞θ = 0, P∞rr = P∞θθ = P∞rθ = 0, Ω∞rr = Ω∞θθ = Ω∞rθ = 0, ν∞ = 1.

При приближении к граничному эллипсу L(r = 1) они принимают значения

uLr = mn
m+ α sin 2θ − cos 2θ√

1 +m2 − 2m cos 2θ
, uLθ = −n α(1−m cos 2θ) +m sin 2θ√

1 +m2 − 2m cos 2θ
,

νL =
1− α2

1 +m2 − 2m cos 2θ
, PLrr = PLθθ = 0, PLrθ = − 2αM

1 +m2 − 2m cos 2θ
,
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ΩL
rr = ΩL

θθ = 0, ΩL
rθ = − m sin 2θ√

1− α2(1 +m2)− 2m(1− α2) cos 2θ +m2 cos2 2θ
.

Граничные перемещения имеют нормальные и тангенциальные составлящие

un = −uLr , ut = −uLθ . Экстремумы модуля этого перемещения, достигаемые в точках эл-
липса, лежащих на биссектрисах координатных углов, имеют значения∣∣uL∣∣

max
= n(m+ α) при 2θ =

π

2
;
5π

2
,

∣∣uL∣∣
min

= n|m− α| при 2θ =
3π

2
;
7π

2
.

Экстремальные значения граничных относительной плотности и напряжений реали-
зуются в точках, принадлежащих осям симметрии эллипса, и соответственно равны

νLmax =
1− α2

(1−m)2
, PLrθmin = − 2αM

(1−m)2
при 2θ = 0; 2π,

νLmin =
1− α2

(1 +m)2
, PLrθmax = − 2αM

(1 +m)2
при 2θ = π; 3π.

Граничные осредненные повороты в четных и нечетных четвертях эллипса имеют

противоположные направления, а их экстремумы достигаются между точками на осях

симметрии:

ΩL
rθmin = − m√

1−m2 − α2
при 2θ = arccosm; 2π + arccosm,

ΩL
rθmax =

m√
1−m2 − α2

при 2θ = 2π − arccosm; 4π − arccosm.

Условия положительности плотности и вещественности поворота в пластине (33) с
учетом соотношения (34) и выражения

a cos2 2θ + 2b cos 2θ + c = (mr2 cos 2θ + α2r4 − 1)2 + α2r4(1−m2r4 − α2r4) (0 < r 6 1)

ограничивают значения параметра α и перемещений на границе (31)

α2 < 1, α2 < 1−m2.

Оба неравенства удовлетворяются, если удовлетворяется второе из них. Таким обра-
зом, осредненный поворот в большей мере ограничивает перемещения на границе, чем
относительная плотность.
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