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Введение

Односкоростные модели многокомпонентных сред [1–5] используются при моделиро-
вании волновых процессов во вспененных жидкостях и полимерах [6, 7], в пузырьковых
средах [8], для расчетов течений жидкостей при наличии кавитации, кипящих и испаряю-
щихся жидкостей [9], детонационных явлений [10], для локализации контактных поверх-
ностей в многожидкостной гидродинамике [11]. В данной работе рассматривается модель
парогазокапельной смеси с калорическими уравнениями состояния газа εg = εg

(
ρ0g, p

)
и пара εst = εst

(
ρ0st, p

)
. Капельная фракция считается несжимаемой. В отличие от упо-

мянутых выше работ, смесь полагается теплопроводной, при этом для обеспечения ги-
перболичности уравнений модели вместо закона Фурье, как и в [12], использован закон
Максвелла–Каттанео [13], учитывающий релаксацию теплового потока. Кроме того, в
используемой модели учтен межфракционный теплообмен.
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Для интегрирования уравнений модели смеси применялся модифицированный коне-
чно-объемный метод Годунова [14], первоначально предложенный для численного ре-
шения задач газовой динамики. Этот метод может быть эффективно использован при
интегрировании многомерных уравнений модели смеси на криволинейных сетках.

1. Гиперболическая модель смеси

Уравнения, описывающие одномерное течение парогазокапельной смеси при наличии
межфракционного теплообмена, но без учета теплопроводности среды, в дивергентной
форме имеют вид:
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где fg и fs — плотности сил межфракционного взаимодействия [5], которые заранее
неизвестны и определяются в процессе интегрирования системы (1); ρ = αgρ

0
g + αstρ

0
st +

αsρ
0
s — плотность смеси; αg, αst и αs — объемные доли газа, пара и дисперсной фрак-

ции (αg + αst + αs = 1); Qk — интенсивность межкомпонентного теплообмена на едини-
цу объема смеси между k-й фракцией (газа, пара и дисперсной фракции) и остальными
(Qg +Qst+Qs = 0); ε =

1

ρ

(
αgρ

0
gεg +αstρ

0
stεst+αsρ

0
sεs
)
и εs = cv, sθs — удельные внутренние

энергии смеси в целом и несжимаемой фракции; θk — температура k-й фракции. Законы
сохранения массы, импульса и энергии для смеси в целом в квазилинейной форме имеют
вид:

1
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где D

Dt
=

∂
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+ u

∂

∂x
. Соответствующие законы сохранения для газа и пара примут вид:
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где ρk = αkρ
0
k — приведенная плотность k-й фракции. Учитывая равенства

Dεg
Dt

=
∂εg
∂p

Dp

Dt
+
∂εg
∂ρ0g

Dρ0g
Dt

,
Dεst
Dt

=
∂εst
∂p

Dp

Dt
+
∂εst
∂ρ0st

Dρ0st
Dt

,



В.С. Суров 203
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1
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,

закон сохранения энергии для смеси в целом может быть переписан как
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Здесь ca — адиабатическая скорость звука. Таким образом, система уравнений модели
смеси (1) в квазилинейной форме принимает вид:
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(3)

где
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p
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p

cv, sρ0s
.

Систему (3) перепишем в векторной форме:

∂U

∂t
+A

∂U

∂x
= Z, (4)

где
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.

Матрица, составленная из правых собственных столбцов матрицы A, соответствующих
собственным значениям

λ1 = u− ca, λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = λ7 = u, λ8 = u+ ca,

имеет вид

Ω =
1

Ys



ρ 0 0 0 0 0 Ys ρ
−ca 0 0 0 0 0 0 ca

ρc2a 0 0 0 0 0 0 ρc2a
Gg 0 0 0 0 Ys 0 Gg

Ig 0 0 0 Ys 0 0 Ig

Gst 0 0 Ys 0 0 0 Gst

αs 0 Ys 0 0 0 0 αs

Ys Ys 0 0 0 0 0 Ys


. (5)

Поскольку собственные значения системы (4) — действительные числа, а собственные
векторы — линейно независимые, поэтому уравнения модели относятся к гиперболиче-
скому типу [15]. Ниже описан использующий эти собственные векторы линеаризованный
римановский решатель [16], который применяется в численных схемах метода Годунова.

При дополнительном учете распространения тепла уравнение энергии для смеси в
целом принимает вид

∂

∂t

[
ρ
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1

2
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)]

+
∂
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([
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(
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1

2
u2
)
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]
u+ w

)
= 0,

где w — плотность теплового потока. При этом полагалось, что единственной фракцией
в смеси, заполняющей пространство связным образом, является паровая компонента.
Все остальные фракции “вкраплены” в несущую, поэтому в энергетических уравнениях
для капельной и газовой фракций опущены члены вида div(αk, wk), ответственные за
контактный перенос тепла в этих компонентах [12]. Для получения гиперболической
системы уравнений вместо закона Фурье применялся закон Максвелла–Каттанео [13]:

τ

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x

)
+ w = −χ∂θ

∂x
, (6)

учитывающий релаксацию теплового потока и обеспечивающий конечность скорости пе-
ремещения тепловых волн. Здесь τ — время релаксации. Принимая во внимание формулу
для средней температуры смеси θ = αgθg+αsθs+αstθst, где температура каждой из фрак-
ций определяются из термических уравнений состояния компонентов смеси θg = θg(ρ0g, p)

и θst = θst(ρ
0
st, p), выражение (6), учитывая равенство ρ0st =

ρ− αgρ
0
g − αsρ

0
s
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.

После преобразований, аналогичных проделанным для адиабатического варианта сме-
си, система уравнений модели при наличии теплопроводности в квазилинейной форме
принимает вид:

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x
= 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0,

∂p

∂t
+ u

∂p

∂x
+ ρc2a

∂u

∂x
+ η

∂w

∂x
= Π,

∂ρ0g
∂t

+ u
∂ρ0g
∂x

+Gg
∂u

∂x
= Hg,

∂αg

∂t
+ u

∂αg

∂x
+ Ig

∂u

∂x
= Jg,

∂ρ0st
∂t

+ u
∂ρ0st
∂x

+Gg
∂u

∂x
= Hst,

∂αs

∂t
+ u

∂αs

∂x
+ αs

∂u

∂x
= 0,

∂θs
∂t

+ u
∂θs
∂x

+ Ys
∂u

∂x
=

Qs

αsρ0scv,s
,

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ kp

∂p

∂x
+ kρ

∂ρ

∂x
+ kρ0g

∂ρ0g
∂x

+ kαg

∂αg

∂x
+ kαs

∂αs

∂x
+ kθs

∂θs
∂x

+
w

τ
= 0,

(7)

где η =
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0
g
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+ αstρ
0
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)−1
. Соответствующие векторы U, Z и матрица A в урав-

нении (4) имеют вид:

U=



ρ
u
p

ρ0g

αg

ρ0st
αs

θs
w


, A=



u ρ 0 0 0 0 0 0 0

0 u
1

ρ
0 0 0 0 0 0
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
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
.

Матрица, составленная из правых собственных столбцов матрицы A, соответствующих
собственным значениям

λ1 = u− c1, λ2 = u− c2, λ3 = λ4 = λ5 = λ6 = λ7 = u, λ8 = u+ c2, λ9 = u+ c1,

имеет вид
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Ω =
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−ρ
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kρ0gGg + kαgIg + kαsαs + kθsYs

ρ

),
(9)

с2 =

√√√√√1

2

c2a + kpη −

√√√√(c2a + kpη)2 + 4η

(
kρ +

kρ0gGg + kαgIg + kαsαs + kθsYs

ρ

)
суть газодинамическая и тепловая скорости перемещения возмущений в смеси соответ-
ственно.

В качестве калорических и термических уравнений состояния, составляющих смесь
компонентов, использовались следующие: для газа

εg =
p

(γg − 1)ρ0g
, θg =

p

Rgρ0g
, (10)

где Rg — газовая постоянная; для водяного пара

εst =
(p+ γstpst)(1 − bstρ

0
st)

(γst − 1)ρ0st
+ qst, θst =

(p+ pst)(1 − bstρ
0
st)

(γst − 1)ρ0stcv, st
, (11)

где γst= 1.47; pst=0; qst= 2.077616 Дж/кг; cv, st = 0.955 · 103 Дж/(кг ·К); bst=0 [10].
На рис. 1а представлена зависимость ca(αg) для парогазокапельной смеси с объ-

емной долей несжимаемой фракции (воды) αs=0.005 (ρ0s = 1000 кг/м3, cv, s = 3.61 ×
103 м2/(c2 · K), Ts = 293 ◦K, γg= 1.4, Rg = 8314/29 Дж/(кг ·К)) при нормальных услови-
ях, а также кривая cw(αg), рассчитанная по формуле Вуда [17]

1

ρc2w
=

αg

ρ0gc
2
g

+
αst

ρ0stc
2
st

,

где cg =
√

γgp

ρ0g
, cst =

√
γst(p+ pst)

ρ0st(1 − bstρ0st)
. Отметим, что с уменьшением объемной доли несжи-

маемой фракции в смеси кривая ca(αg) приближается к cw(αg) и совпадает с последней
при αs=0, что естественно, поскольку в формуле Вуда отсутствует учет теплофизических
свойств дисперсной фракции. На рис. 1б приведены зависимости c1(αg), c2(αg), получен-
ные при тех же условиях, что на предыдущем графике. Заметим, что газодинамическая
скорость звука оказывается близкой к адиабатической, а тепловая — достаточно мала.
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Рис. 1. Зависимости скоростей звука в смеси при αs =0.05: cw и ca — сплошная и штриховая
кривые соответственно (а); c1 и c2 — сплошная и штриховая соответственно, ca — кружочки (б)

2. Методика численных расчетов

При интегрировании уравнений модели смеси использовался метод Годунова [14], ко-
торый опишем для задач с двумя пространственными переменными. Ранее этот метод
применялся для расчета адиабатических течений односкоростных многокомпонентных
смесей [18]. Система двумерных уравнений модели с межфракционным теплообменом в
декартовой координатной системе может быть переписана так:

∂U

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
= H, (12)

где

U =



ρ
ρu
ρv
ρe

αgρ
0
g

αgρ
0
gu

αgρ
0
gv

αgρ
0
geg

αstρst
αs

αsρ
0
su

αsρ
0
sv

αsρ
0
ses



, F =



ρu
p+ ρu2

ρuv
ρu(e+ p/ρ)

αgρ
0
gu

αg(p+ ρ0gu
2)

αgρ
0
guv

αgρ
0
gu(eg + p/ρ0g)
αstρ

0
stu

αsu
αs(p+ ρ0su

2)

αsρ
0
suv

αsρ
0
su(es + p/ρ0s )



, G =



ρv
ρvu

p+ ρv2

ρv(e+ p/ρ)

αgρ
0
gv

αgρ
0
gvu

αg(p+ ρ0gv
2)

αgρ
0
gv(eg + p/ρ0g)
αstρstv
αsv

αsρ
0
svu

αs(p+ ρ0sv
2)

αsρ
0
sv(es + p/ρ0s )



,

H = (0, 0, 0, 0, 0, fgx, fgy, fgxu+ fgyv +Qg, 0, 0, fsx, fsy, fsxu+ fsyv +Qs)
′.

Штрихом отмечен оператор транспонирования, e = ε+ (u2 + v2)/2, ek = εk + (u2 + v2)/2,
k соответствует газу и дисперсной фракции. Для модели с дополнительным учетом теп-
лопроводности смеси векторы F, G в уравнении (12) имеют вид:
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F =



ρu
p+ ρu2

ρuv
ρu(e+ p/ρ) + wx

αgρ
0
gu

αg(p+ ρ0gu
2)

αgρ
0
guv

αgρ
0
gu(eg + p/ρ0g)
αstρstu
αsu

αs(p+ ρ0su
2)

αsρ
0
suv

αsρ
0
su(es + p/ρ0s )



, G =



ρv
ρvu

p+ ρv2

ρv(e+ p/ρ) + wy

αgρ
0
gv

αgρ
0
gvu

αg(p+ ρ0gv
2)

αgρ
0
gv(eg + p/ρ0g)
αstρstv
αsv

αsρ
0
svu

αs(p+ ρ0sv
2)

αsρ
0
sv(es + p/ρ0s )



.

Векторы U и H — те же, что и в модели без учета теплопроводности. В этой модели
наряду с (12) используются уравнения недивергентного вида:

∂wx
∂t

+ u
∂wx
∂x

+ v
∂wx
∂y

+ kp
∂p

∂x
+ kρ

∂ρ

∂x
+ kρ0g

∂ρ0g
∂x

+ kαg

∂αg

∂x
+ kαs

∂αs

∂x
+ kθs

∂θs
∂x

+
wx
τ

= 0,

(13)
∂wy
∂t

+ u
∂wy
∂x

+ v
∂wy
∂y

+ kp
∂p

∂x
+ kρ

∂ρ

∂x
+ kρ0g

∂ρ0g
∂x

+ kαg

∂αg

∂x
+ kαs

∂αs

∂x
+ kθs

∂θs
∂x

+
wy
τ

= 0.

Применяя к имеющему дивергентную форму уравнению (12) методику перехода от
дифференциальных соотношений к конечно-объемным [14], получим следующие выра-
жения для (i, j) ячейки, связывающие искомые параметры на новом временном слое
t + ∆t (с индексами вверху) с соответствующими значениями на предыдущем слое t (с
индексами внизу):

U i,j = Ui,j − (ΦA + ΦB + ΦC + ΦD)i,j
∆t

Si,j
+ H i,j∆t, (14)

где для модели без учета теплопроводности смеси

Φ =



LNR
L(σP +NRU)
L(ωP +NRV )
LN(P + ER)

AgR
0
gLN

AgL(σP +NR0
gU)

AgL(ωP +NR0
gV

AgLN(P + EgR
0
g)

AstR
0
stLN

AsR
0
sLN

AsL(σP +NR0
sU)

AsL(ωP +NR0
sV )

AsLN(P + EsR
0
s )



.
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При наличии теплопроводности потоковые выражения на гранях расчетной ячейки те
же, что и без ее учета, за исключением энергетического соотношения для смеси в целом,
которое имеет вид Φ4 = LN(P + ER) +W .

Здесь: LA =
((
xi− 1

2
,j− 1

2
− xi− 1

2
,j+ 1

2

)2
+
(
yi− 1

2
,j− 1

2
− yi− 1

2
,j+ 1

2

)2)1/2
, . . . — длины гра-

ней ячейки; Si,j =
1

2

[(
xi+ 1

2
,j+ 1

2
−xi− 1

2
,j− 1

2

)(
yi− 1

2
,j+ 1

2
−yi+ 1

2
,j− 1

2

)
−
(
xi− 1

2
,j+ 1

2
−xi− 1

2
,j− 1

2

)
×(

yi+ 1
2
,j+ 1

2
− yi− 1

2
,j− 1

2

)]
— ее площадь; σA =

(
yi− 1

2
,j− 1

2
− yi− 1

2
,j+ 1

2

)/
LA, ωA =

(
xi− 1

2
,j− 1

2
−

xi− 1
2
,j+ 1

2

)/
LA, . . . — компоненты единичных векторов n к ее соответствующим граням;

UA = σANA + ωAKA, VA = ωANA − σAKA, . . . — проекции скоростей на координатные
оси x и y на сторонах ячейки; NA и KA, . . . — нормальные и касательные составляющие
скоростей на сторонах ячейки; WA = σA(Wx)A+ωA(Wy)A, . . . — нормальные составляю-
щие плотности теплового потока на сторонах ячейки. Используемые в (14) обозначения
соответствуют принятым в [14]: узлы конечно-объемной сетки имеют целые индексы, а
середины сторон ячейки — полуцелые (рис. 2).

Рис. 2. Фрагмент криволинейной сетки

“Большие” величины, которые входят в выражения (14) (P — давление; U , V — ско-
рости, R — плотность смеси; A — объемная доля), относящиеся к граням смежных ячеек,
определяются из решения соответствующих задач Римана. Для модели теплопроводной
смеси при вычислении оставшихся неизвестными переменных wx и wy на новом времен-
ном слое запишем в конечно-разностном виде уравнения (13) как

(wx)i,j − (wx)i,j
∆t

+ ui,j
(Wx)i+ 1

2
,j − (Wx)i− 1

2
,j

∆xi,j
+ (kp)i,j

Pi+ 1
2
,j − Pi− 1

2
,j

∆xi,j
+

(kρ)i,j
Ri+ 1

2
,j −Ri− 1

2
,j

∆xi,j
+ (kρ0g)i,j

(R0
g)i+ 1

2
,j − (R0

g)i− 1
2
,j

∆xi,j
+ (kαg)i,j

(Ag)i+ 1
2
,j − (Ag)i− 1

2
,j

∆xi,j
+

(kαs)i,j
(As)i+ 1

2
,j − (As)i− 1

2
,j

∆xi,j
+ (kθs)i,j

(Θs)i+ 1
2
,j − (Θs)i− 1

2
,j

∆xi,j

= −
(wx
τ

)
i,j

− vi,j
(wx)i,j+ 1

2
− (wx)i,j− 1

2

∆yi,j
,
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(wy)
i,j − (wy)i,j

∆t
+ vi,j

(Wy)i,j+ 1
2
− (Wy)i,j− 1

2

∆yi,j
+ (kp)i,j

Pi,j+ 1
2
− Pi,j− 1

2

∆yi,j
+

(kρ)i,j
Ri,j+ 1

2
−Ri,j− 1

2

∆yi,j
+ (kρ0g)i,j

(R0
g)i,j+ 1

2
− (R0

g)i,j− 1
2

∆yi,j
+ (kαg)i,j

(Ag)i,j+ 1
2
− (Ag)i,j− 1

2

∆yi,j
+

(kαs)i,j
(As)i,j+ 1

2
− (As)i,j− 1

2

∆yi,j
+ (kθs)i,j

(Θs)i,j+ 1
2
− (Θs)i,j− 1

2

∆yi,j

= −
(wy
τ

)
i,j

− ui,j
(wy)i+ 1

2
,j − (wx)i− 1

2
,j

∆xi,j
,

из которых рассчитываются (wx)i,j , (wy)
i,j , что завершает вычислительный цикл.

3. Алгоритм приближенного решения задачи Римана

Для вычисления потоков массы, импульса, энергии и тепла, перетекающих через
грани смежных ячеек, решаются одномерные задачи распада произвольного разрыва,
параметры которых соответствуют значениям в этих смежных ячейках. Точный реша-
тель задачи Римана для модели смеси в адиабатическом приближении, требующий зна-
чительных временных затрат, рассмотрен в [19]. Римановский решатель, основанный
на характеристических соотношениях, приведен в [20]. Отметим работу [21], в которой
при интегрировании уравнений для смеси идеальных газов (без учета межфракционно-
го теплообмена) использовался римановский решатель Хартена–Лакса–ван-Лира (ХЛЛ).
Здесь же опишем линеаризованный римановский решатель (ЛРР) для расчета одномер-
ной задачи распада произвольного разрыва [16] для системы уравнений, записанной в
квазилинейной форме. Соотношение для ЛРР, с использованием которого вычисляются
параметры смеси на контактной границе (U(L+R)/2) по известным значениям “слева” от
контактной границы (UL) и “справа” от нее (UR), имеет вид

U∗(L+R)/2 =
1

2
(UL + UR) − 1

2

∑
k

ak sign(λk) Xk, (15)

где Xk — правые собственные столбцы матрицы A, которые определяются в соответствии
с данными выражений из (5) и (8). Значения входящих в (15) констант ai рассчитывались
из системы линейных уравнений: ∑

i

aiXi = ∆U,

где ∆U = UR − UL.
Для смеси без учета теплопроводности выражения для ai имеют вид:

a1 =
Ys
2ca

(
∆p

ρca
− ∆u

)
, a2 = ∆θs −

Ys∆p

ρc2a
, a3 = ∆αs −

αs∆p

ρc2a
, a4 = ∆ρ0st −

Gst∆p

ρc2a
,

a5 = ∆αg −
Is∆p

ρc2a
, a6 = ∆ρ0g −

Gg∆p

ρc2a
, a7 = ∆ρ− ∆p

c2a
, a8 =

Ys
2ca

(
∆p

ρca
+ ∆u

)
.

В случае дополнительного учета теплопроводности смеси формулы для расчета ai при-
нимают вид:
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a1 =

[
c1∆p− ρ(c2a − c22)∆u− η∆w

]
N − ρc1c

2
2M

2c1(c21 − c22)N
,

a2 = −
[
c2∆p− ρ(c2a − c21)∆u− η∆w

]
N − ρc2c

2
1M

2c2(c21 − c22)N
, a3 = ∆ρ0g −

GgM

N
,

a4 = ∆αg −
JgM

N
, a5 = ∆ρ0st −

JstM

N
, a6 = ∆αs −

αsM

N
, a7 = ∆θs −

YsM

N
,

a8 = −
[
c2∆p+ ρ(c2a − c21)∆u+ η∆w

]
N − ρc2c

2
1M

2c2(c21 − c22)N
,

a9 =

[
c1∆p+ ρ(c2a − c22)∆u+ η∆w

]
N − ρc1c

2
2M

2c1(c21 − c22)N
,

M = ∆ρ+
1

kρ

(
kρ0g∆ρ0g + kαg∆αg + kαs∆αs + kθs∆θs

)
,

N = ρ+
1

ρ0g

(
kρ0gGg + kαgJg + kαsαs + kθsYs

)
.

Для модели только с межфракционным теплообменом “большие” величины на общей
грани между ячейками (i, j) и (i+ 1, j) рассчитываются из соотношений:

(R, U, P, R0
g, Ag, R

0
st, As, Θs)i+ 1

2
,j

=


(ρ, u, p, ρ0g, αg, ρst, θs)i,j , если (u− ca)i+ 1

2
,j > 0,

(ρ, u, p, ρ0g, αg, ρst, θs)i+1,j , если (u+ ca)i+ 1
2
,j < 0,

(ρ, u, p, ρ0g, αg, ρst, θs)i+ 1
2
,j , если (u− ca)i+ 1

2
,j ≤ 0, (u+ ca)i+ 1

2
,j ≥ 0.

При дополнительном учете теплопроводности смеси соответствующие выражения для
“больших” величин имеют вид:

(R, U, P, R0
g, Ag, R

0
st, As, Θs, W )i+ 1

2
,j

=


(ρ, u, p, ρ0g, αg, ρst, θs, w)i,j , если (u− c1)i+ 1

2
,j > 0,

(ρ, u, p, ρ0g, αg, ρst, θs, w)i+1,j , если (u+ c1)i+ 1
2
,j < 0,

(ρ, u, p, ρ0g, αg, ρst, θs, w)i+ 1
2
,j , если (u− c1)i+ 1

2
,j ≤ 0, (u+ c1)i+ 1

2
,j ≥ 0.

На остальных гранях рассматриваемой ячейки потоковые переменные определяются по
аналогичным формулам.

4. Результаты численного моделирования

С использованием описанного выше метода Годунова рассчитана одномерная задача
распада произвольного разрыва в парогазокапельной смеси, параметры которой до рас-
пада следующие: слева от диафрагмы (x < 100) – p0L = 0.5МПа, u0L = 0, (αg0)L= 0.987,
(αs0)L = 0.01, θ0L = 293◦К; справа от нее (x> 100) – p0R= 0.1МПа, u0R=0, (αg0)R =(αg0)L,
(αs0)R = (αs0)L, θ0R = θ0L. Остальные параметры следующие: ρ0s = 1000 кг/м3, cv, s =
3.6 · 103 м2/(с2 ·К), χs = 0.602 кг · м/(с3 ·К), τs = 10−2 с, χg = 2.58 · 103 кг · м/(с3 ·К),
τg = 10−2 с, τst = 10−2 с, χst = 2.48 · 103 кг · м/(с3 ·К). Межфракционный теплообмен не
учитывался, т. е. полагалось, что Qs = Qg = Qst = 0. В момент времени t = 0 диафраг-
ма мгновенно удаляется, при этом реализуется режим течения с ударной волной (УВ),
движущейся вправо, и волной разрежения, перемещающейся влево.
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На рис. 3а–3e приведены распределения p(x), u(x), ρ(x), θ(x), αg(x), αst(x), w(x),
полученные к моменту времени t = 0.2 c на сетке из 1000 узловых точек. Отметим,
что объемные доли газа и пара в смеси находятся в “противофазе”, в частности, если
за фронтом УВ αg уменьшается, то αst, напротив, увеличивается (рис. 3д). Из рис. 3е
видно, что действие теплопроводности смеси проявляется на ударных скачках, в волнах
разрежения, а также в окрестности контактного разрыва.

Рис. 3. Зависимости параметров при распаде произвольного разрыва в парогазокапельной сме-
си к моменту времени t = 0.2 с: p(x) (а); u(x) (б); ρ(x) (в); θ(x) (г); αg(x) — сплошная кривая,
αst(x) — кружочки (д); w(x) (е)

В качестве иллюстрации расчета двумерного течения рассмотрено взаимодействие
плоской воздушной УВ, распространяющейся по невозмущенному воздуху (γg = 1.4,
p0 = 0.1МПА, θ = 293◦К), с неподвижным приповерхностным парогазокапельным сло-
ем, начальное положение которого приведено на рис. 4a. Как показано в [22], использо-
вание для этой задачи односкоростного приближения оправдано. Модели, учитывающие
скоростную неравновесность компонентов смеси [23], необходимо применять в условиях
резкого изменения геометрии течения [24]. Давление, скорость и плотность воздуха за
фронтом ударной волны рассчитывались из соотношений:
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psh =
p0

γg + 1

[
1 + γg(2M2 − 1)

]
, ush =

2c0
γg + 1

(
M − 1

M

)
,
(
ρ0g
)
sh

=
ρ0g0(γg + 1)

γg − 1 +
2

M2

,

где c0 и M = D/c0 соответственно скорость звука в невозмущенном газе и число Маха
(D — скорость перемещения фронта УВ). Для визуализации парогазокапельного слоя
использовался метод маркеров [25], для чего в область, занятой дисперсной средой, по-
мещались невесомые маркеры, перемещающиеся с локальной скоростью смеси, которые
в процессе вычислений не участвуют, а используются лишь для целей визуализации де-
формации парогазокапельного слоя.

На рис. 4б, 4в представлены форма деформированного слоя (αs = 0.01, αst = 0.98), а
также распределения давления и температуры для УВ с числом Маха 1.15, полученные к
моменту времени t = 0.12 с описанным выше методом Годунова. Параметры составляю-
щих смесь фракций те же, что и в предыдущем примере. Межфракционный теплообмен
не учитывался. Вычисления проводились на сетке из 1000 × 100 ячеек. Как видно из
рис. 4, по мере продвижения УВ вдоль слоя на его боковой поверхности наблюдается
образование волн, что связано с реверберацией преломленной в слое УВ.

а)

б)

в)

Рис. 4. Распределение параметров при взаимодействии воздушной УВ с приповерхностным
парогазокапельным слоем: p/p0 при t = 0 (а); p/p0 (б) и T ◦K (в) при t = 0.12 с

Заключение

С использованием релаксационного закона теплопроводности Максвелла–Каттанео
получены недивергентного вида гиперболические уравнения односкоростной теплопро-
водной парогазокапельной смеси, в которых отсутствуют нефизичные эффекты, связан-
ные с наличием волн, распространяющихся с бесконечно большими скоростями.

Предложен модифицированный метод Годунова, предназначенный для интегрирова-
ния недивергентных систем уравнений. При расчете потоковых переменных на гранях
расчетных ячеек использован линеаризованный римановский решатель.
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