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Рассматривается задача об упругой изотропной среде с системой инородных (попереч-
ных относительно линий расположения трещин) прямолинейных включений. Считает-
ся, что среда ослаблена периодической системой прямолинейных трещин при наличии
в них областей, в которых берега трещин взаимодействуют. Полагается, что эти обла-
сти примыкают к вершинам трещин, а их размеры могут быть сравнимы с размером
трещины. Взаимодействие берегов трещины в концевой области моделируется путем
введения между ними связей (сил сцепления) с заданной диаграммой деформирования.
Краевая задача о равновесии периодической системы трещин со связями между бере-
гами при действии внешних растягивающих нагрузок и усилий в связях сводится к
нелинейному сингулярному интегродифференциальному уравнению с ядром типа ядра
Коши. Условие предельного равновесия трещин с концевыми зонами формулируется с
учетом критерия предельной вытяжки связей. Рассмотрен случай напряженного состо-
яния среды при наличии зон, в которых берега трещин взаимодействуют.

Ключевые слова: периодическая система трещин, стрингеры, изотропная среда, силы
сцепления, контактные напряжения.

Исследованию деформирования пластины, усиленной регулярной системой ребер, по-
перечные сечения которых представляют собой узкие прямоугольники, посвящено большое
количество работ (см., например, [1–4]). Значительное внимание уделялось изучению раз-
рушения пластины, усиленной регулярной системой стрингеров [5–9]. Во всех отмеченных
работах рассматривалась изолированная трещина Гриффитса.

1. Постановка задачи. Рассматривается упругая изотропная среда с системой ино-
родных поперечных прямолинейных включений. Такая среда может быть интерпретиро-
вана как неограниченная пластина, усиленная регулярной системой ребер, поперечные
сечения которых представляют собой узкие прямоугольники. На бесконечности усиленная
пластина подвергнута однородному растяжению вдоль стрингеров напряжением σ∞y = σ0

(рис. 1). Для стрингера принимается гипотеза, согласно которой при деформации толщи-
на стрингера не меняется, а напряженное состояние является одноосным. Стрингеры не
подвергаются изгибу и работают лишь на растяжение.

Считается, что точки крепления стрингеров размещены в дискретных точках z =
±(2m+ 1)L± iky0 (m = 0, 1, 2, . . ., k = 1, 2, . . .) с постоянным шагом по всей длине стрин-
гера, расположенного симметрично относительно поверхности пластины. Выбранная си-
стема декартовых координат и используемые обозначения приведены на рис. 1.

Полагается, что усиленная среда ослаблена периодической системой прямолинейных
трещин. Рассматривается модель трещины при наличии областей, в которых ее берега
взаимодействуют. Считается, что эти области примыкают к вершинам трещины, а их
размеры могут быть сравнимы с размером трещины. Силы сцепления, непрерывно рас-
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Рис. 1. Расчетная схема задачи

пределенные в концевой зоне, заранее неизвестны и должны быть определены в процессе
решения задачи. Действие стрингеров в расчетной схеме моделируется неизвестными эк-
вивалентными сосредоточенными силами, приложенными в точках соединения ребер со
средой. Значения сосредоточенных сил подлежат определению в процессе решения задачи.
Взаимодействие берегов трещин в концевых зонах моделируется путем введения между бе-
регами трещин связей (сил сцепления) с заданной диаграммой деформирования. При дей-
ствии внешних растягивающих нагрузок σ0 и сосредоточенных сил Pmn (m = ±1,±2, . . .,
n = ±1,±2, . . .) в связях между берегами трещин возникают усилия q(x), которые вслед-
ствие симметрии задачи имеют только нормальную составляющую. Величина этих на-
пряжений q(x) заранее неизвестна. Выделим примыкающие к вершинам трещины участки
длиной d = l − λ (концевая зона, y = 0, λ 6 |x − mω| 6 l), на которых берега трещины
взаимодействуют. Физическая природа таких связей и размер концевой зоны, в которой
взаимодействуют берега трещины, зависят от свойств материала [10–12].

Поскольку размеры концевых зон трещин малы по сравнению с размерами пластины,
эти зоны можно мысленно удалить, заменив разрезами, поверхности которых взаимодей-
ствуют по некоторому закону, соответствующему действию удаленного материала.

В рассматриваемой задаче граничные условия имеют вид

σy − iτxy =

{
0, y = 0, |x−mω| < λ,

q(x), y = 0, λ 6 |x−mω| 6 l.
(1.1)

Основные соотношения поставленной задачи должны быть дополнены уравнением,
связывающим перемещения раскрытия трещины и усилия в связях. Без потери общности
это уравнение можно представить в виде [13, 14]

v+(x)− v−(x) = C(x, q)q(x), λ 6 |x−mω| 6 l, (1.2)

где C(x, q) — эффективная податливость связей, зависящая от их натяжения.
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С использованием формул Колосова — Мусхелишвили [15] и граничных условий (1.1)
на берегах трещин решение задачи сводится к определению двух аналитических функ-
ций Φ(z) и Ψ(z) из краевых условий

Φ(x) + Φ(x) + xΦ′(x) + Ψ(x) =

{
0, |x−mω| < λ,

q(x), λ 6 |x−mω| 6 l.
(1.3)

2. Решение краевой задачи. Решение краевой задачи (1.3) будем искать в виде

ϕ(z) = ϕ0(z) + ϕ1(z), ψ(z) = ψ0(z) + ψ1(z), (2.1)

причем Φ(z) = ϕ′(z), Ψ(z) = ψ′(z); функции ϕ0(z), ψ0(z) определяют поля напряжений и
деформаций в усиленной среде в отсутствие трещин.

В рассматриваемом случае в качестве ϕ0(z) и ψ0(z) примем функции

ϕ0(z) =
1

4
σ0z −

i

2π(1 + κ0)h

∞∑′

m=−∞

∞∑′

n=−∞
Pmn ln

z −m∗L+ iy0n

z −m∗L− iy0n
,

ψ0(z) =
1

2
σ0z −

iκ0

2π(1 + κ0)h

∞∑′

m=−∞

∞∑′

n=−∞
Pmn ln

z −m∗L+ iy0n

z −m∗L− iy0n
− (2.2)

− i

2π(1 + κ0)h

∞∑′

m=−∞

∞∑′

n=−∞
Pmn

( m∗L− iy0n

z −m∗L− iy0n
− m∗L+ iy0n

z −m∗L+ iy0n

)
.

Здесь штрих у знака суммы означает, что при суммировании исключается индекс n =
m = 0; h — толщина пластины; κ0 — упругая постоянная Мусхелишвили. Для определе-
ния аналитических функций Φ1(z) и Ω1(z) = zΦ′

1(z)+Ψ1(z) на основе (2.1), (1.3) получаем
граничную задачу

Φ1(x) + Φ1(x) + Ω1(x) =

{
f(x), y = 0, |x−mω| < λ,

f(x) + q(x), y = 0, λ 6 |x−mω| 6 l,
(2.3)

где f(x) = −[Φ0(x) + Φ0(x) + xΦ′
0(x) + Ψ0(x)].

В силу условий симметрии задачи относительно оси x функция f(x) действительна,
поэтому с использованием (2.3) на всей действительной оси имеем Im Ω1(z) = 0. Следова-
тельно, учитывая условия на бесконечности, находим Ω1(z) = 0.

Итак, для функции Φ1(z) получаем задачу Дирихле

Re Φ1(z) =

{
f(x)/2, y = 0, |x−mω| < λ,

(f(x) + q(x))/2, y = 0, λ 6 |x−mω| 6 l,

Φ1(z) → 0 при z →∞.

(2.4)

Искомое решение задачи (2.4) записывается в виде

Φ1(z) =
1

2πiX(z)

l0∫
−l0

F∗(x)(π/ω) cos (πx/ω)

sin (πx/ω)− sin (πz/ω)
dx. (2.5)

Здесь

X(z) =

√
sin2(πz/ω)− sin2(πl/ω), l0 = sin (πl/ω),
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F∗(x) =

{
f(x)X(x), |x−mω| < λ,

[f(x) + q(x)]X(x), λ 6 |x−mω| 6 l

(X(z) — ветвь функции, которая при больших значениях z (|z| → ∞) имеет вид sin (πz/ω)).
Для того чтобы определить потенциал Φ(z), необходимо найти усилия в связях q(x) в

концевых зонах трещин, т. е. при λ 6 |x −mω| 6 l, а также величины сосредоточенных
сил Pmn (m = ±1,±2, . . ., n = ±1,±2, . . .), входящих в формулы для f(x), Φ0(z), Ψ0(z).

3. Определение усилий в связях. Используя соотношения Колосова — Мусхели-
швили и граничные значения функции Φ1(z), на отрезках |x−mω| 6 l получим следующее
равенство:

Φ+
1 (x)− Φ−

1 (x) =
2µi

1 + κ0

∂

∂x
(v+ − v−). (3.1)

Используя формулы Сохоцкого — Племеля [15], с учетом формулы (2.5) находим

Φ+
1 (x)− Φ−

1 (x) = − i

πX∗(x)

l0∫
−l0

X∗(t)[f(t) + q(t)](π/ω) cos (πt/ω)

sin (πt/ω)− sin (πx/ω)
dt, (3.2)

где X∗(x) =
√

sin2(πl/ω)− sin2(πx/ω). Подставив выражение (3.2) в левую часть урав-

нения (3.1) с учетом соотношения (1.2), после ряда преобразований получим нелинейное
интегродифференциальное уравнение относительно неизвестной функции q(x):

− 1

πX∗(x)

( l0∫
−l0

X∗(t)q(t)(π/ω) cos (πt/ω)

sin (πt/ω)− sin (πx/ω)
dt+

l0∫
−l0

X∗(t)f(t)(π/ω) cos (πt/ω)

sin (πt/ω)− sin (πx/ω)
dt

)
=

=
2µ

1 + κ0

∂

∂x
[C(x, q) q(x)]. (3.3)

Для решения сингулярного интегродифференциального уравнения (3.3) необходимо
найти величины сосредоточенных сил Pmn (m = ±1,±2, . . ., n = ±1,±2, . . .). В силу сим-
метричности и периодичности задачи Pmn = Pm1 (m = 1, 2, . . .). Для определения Pmn

используем закон Гука и метод сращивания двух асимптотик искомого решения. Согласно
закону Гука величина сосредоточенной силы Pmn, действующей на каждую точку крепле-
ния со стороны стрингера, равна

Pmn =
EsF

2y0m
∆vmn (m = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . .). (3.4)

Здесь Es — модуль Юнга материала стрингера; F — площадь поперечного сечения стрин-
гера; 2y0m — расстояние между точками крепления; ∆vmn — относительное смещение

рассматриваемых точек крепления, равное удлинению соответствующего участка стрин-
гера.

Обозначим через a0 радиус точки крепления (площадки сцепления). Примем есте-
ственное допущение о том, что в рассматриваемой задаче теории упругости относительное
упругое смещение точек z = m∗L+i(ny0−a0) и z = m∗L−i(ny0−a0) равно относительному
смещению ∆vmn точек крепления [8]. Это дополнительное условие совместности переме-
щений позволяет найти решение поставленной выше задачи.

С помощью комплексных потенциалов (2.1), (2.2), (2.5) и формулы Колосова—Мусхе-
лишвили [15] находим относительное смещение точек крепления ∆vmn:

∆vkr = ∆v
(0)
kr + ∆v

(1)
kr + ∆v

(2)
kr .



74 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2009. Т. 50, N-◦ 6

Здесь

∆v
(0)
kr =

1

2πµ(1 + κ0)h

∞∑′

m=−∞

∞∑′

n=−∞
Pmn

(
κ0 ln

C1

C2
+

2by0C3[2k(k −m∗)L
2 + C3a0]

C2C1

)
,

∆v
(1)
kr =

σ0

µ

[1

4
(3− κ0) sin

πC3

ω
+

1 + κ0

2
√

2

√
A−B −

− 1√
2A

sin
πC3

ω

(
sin

πL

ω

√
A+B + sin

πC3

ω

√
A−B

)]
,

∆v
(2)
kr =

1

2πµ

l0∫
λ0

f1(t, l)q(t) dt−
d1

πµ

l0∫
λ0

X∗(t)f2(t, l)q(t) dt+

+
1

2πµ

l0∫
0

f1(t, l)f(t) dt− d1

πµ

l0∫
0

X∗(t)f2(t, l)f(t) dt,

B = 1− sin2(πl/ω)− sin2(πC3/ω), C1 = (k −m∗)
2L2 + a2

0, λ0 = sin (πλ/ω),

C2 = (k −m∗)
2L2 + C2

3 , C3 = by0 − a0, b = r − n, d1 = 2 sin (πC3/ω),

f1(t, l) =
1

2
(1 + κ0)C ln

D2 cos2 ϕ+ (D sinϕ−X∗(t))
2

D2 cos2 ϕ+ (D sinϕ+X∗(t))2
,

f2(t, l) =
C

D(d2 + d2
1)

[
d cosϕ+ d1 sinϕ+

1

2
d1(d sinϕ− d1 sinϕ)

]
,

d = sin2(πt/ω)− 1 + d1, C = (π/ω) cos (πt/ω),

D2 = A =
√
B2 + d2

1, ϕ = (1/2) arctg (d1/B).

Искомые величины сосредоточенных сил Pmn определяются из решения бесконечной

системы уравнений (3.4). Система уравнений (3.4) и сингулярное интегродифференциаль-
ное уравнение (3.3) связаны и должны решаться совместно. Интегродифференциальное
уравнение (3.3) представим в виде

−1 + κ0

2µ

x∫
−l0

Q(x) dx = C(x, q)q(x), λ 6 |x−mω| 6 l, (3.5)

где

Q(x) =
1

πX∗(x)

l0∫
−l0

X∗(t)[q(t) + f(t)](π/ω) cos (πt/ω)

sin (πt/ω)− sin (πx/ω)
dt.

Разобьем отрезок [−l0, l0] M узловыми точками tm (m = 1, 2, . . . ,M) и потребу-
ем выполнения условий (3.5) в узловых точках, принадлежащих концевым зонам. В ре-
зультате получим алгебраическую систему M1 уравнений (M1 — число узловых точек,
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принадлежащих концевой зоне трещины) для определения приближенных значений q(tm)
(m = 1, 2, . . . ,M1):

C0Q(t1) = C(t1, q(t1))q(t1),

C0(Q(t1) +Q(t2)) = C(t2, q(t2))q(t2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.6)

C0

M1∑
m=1

Q(tm) = C(tM1
, q(tM1

))q(tM1
).

Здесь C0 = −(1 + κ0)πl0/(2µM).
При построении алгебраических систем все интервалы интегрирования были приведе-

ны к интервалу [−1, 1], а затем с помощью квадратурных формул Гаусса интегралы были
заменены конечными суммами.

В случае линейно-упругих связей системы (3.4) и (3.6) являются линейными. Для
численного решения этих систем использовался метод Гаусса с выбором элемента, после
чего вычислялись коэффициенты интенсивности напряжений

KI = Kн
I +Kс

I .

Здесь Kн
I , Kс

I — коэффициенты интенсивности напряжений, обусловленные действием си-
ловой нагрузки и напряжений, возникающих в концевой зоне трещины соответственно:

Kн
I =

1√
π sin (πl/ω)

l0∫
−l0

f(x)

√
sin (πx/ω) + sin (πl/ω)

sin (πl/ω)− sin (πx/ω)

π

ω
cos

πx

ω
dx,

Kс
I =

1√
π sin (πl/ω)

l0∫
−l0

q(x)

√
sin (πx/ω) + sin (πl/ω)

sin (πl/ω)− sin (πx/ω)

π

ω
cos

πx

ω
dx.

Состоянию предельного равновесия соответствует условие

Gb = Gn, (3.7)

где Gb — скорость высвобождения энергии деформации [7]:

Gb = (1− v)K2
I /(2µ),

Gn — скорость потребления энергии деформации связями в концевой зоне трещины:

Gn = h

l∫
l−λ

∂

∂l
(v+ − v−)q(x) dx.

Условие (3.7) является необходимым, но недостаточным для определения предель-
ного состояния трещин с концевой зоной. Следовательно, для определения предельно-
равновесного состояния вершины трещины и концевой зоны необходимо дополнительное

условие. В качестве такого условия принимается, что разрыв связей на краю (x0 = ±λ)
происходит при выполнении условия

v+(x0, 0)− v−(x0, 0) = δcr, (3.8)

где δcr — предельная вытяжка связей.
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Совместное решение уравнений (3.4), (3.6)–(3.8) при заданных длине трещины и ха-
рактеристиках связей позволяет найти критическую внешнюю нагрузку и размер конце-
вой зоны dcr = l − λ в случае предельно-равновесного состояния вершины трещины. Ско-
рость потребления энергии деформации Gcr(dcr, l), найденная из этого решения, является
энергетической характеристикой сопротивления разрушению, т. е. Gcr = Gn(dcr, l). При
заданных размерах трещин и концевых зон с использованием предельных значений δcr
и Gcr можно выделить режимы равновесия и роста трещин в подкрепленной среде при

монотонном нагружении.
В случае если выполняются условия Gb > Gcr, v

+ − v− < δcr при заданном разме-
ре концевых зон, происходит продвижение вершин трещин с одновременным увеличением
длины концевых зон без разрыва связей. Этот этап развития трещин можно считать про-
цессом приспособляемости к заданному уровню внешних нагрузок. Продвижение вершины
трещины с одновременным разрывом связей на краю концевой зоны происходит при вы-
полнении условий Gb > Gcr, v

+ − v− > δcr.
При выполнении неравенств Gb < Gcr, v

+ − v− > δcr происходит разрыв связей без
продвижения вершины трещины, причем размер концевой зоны уменьшается, стремясь к
критическому (для данного уровня нагрузок) значению.

Наконец, при выполнении условий Gb < Gcr, v
+ − v− < δcr положения вершины тре-

щины и концевой зоны не изменяются.
Таким образом, величина внешней нагрузки и критические параметры среды Gcr, δcr

определяют характер разрушения:
— продвижение вершин трещин с одновременным продвижением концевых зон;
— уменьшение размеров концевых зон без продвижения периодической системы тре-

щин;
— продвижение вершин трещин с одновременным разрывом связей на краю концевых

зон.
В случае нелинейного закона деформирования связей для определения усилий в кон-

цевых зонах используется итерационный алгоритм, аналогичный методу упругих реше-
ний [16].

Считается, что при v+ − v− 6 v∗ закон деформирования межчастичных связей (сил
сцепления) является линейным.

Первый шаг итерационного процесса вычислений состоит в решении систем уравнений

(3.4), (3.6) для линейно-упругих межчастичных связей. Последующие итерации выполня-
ются только в тех случаях, когда для концевых зон имеет место соотношение v+−v− > v∗.
На таких итерациях решается система уравнений в каждом приближении для квазиупру-
гих связей с эффективной податливостью, изменяющейся вдоль концевых зон трещин и
зависящей от величины усилий в связях, полученной на предыдущем шаге расчета.

Расчет эффективной податливости аналогичен расчету секущего модуля в методе пе-
ременных параметров упругости [17]. Итерационный процесс заканчивается, когда уси-
лия вдоль концевых зон, полученные на двух последовательных итерациях, различаются
незначительно.

Нелинейный участок кривой деформирования связей описывается билинейной зави-
симостью, восходящий участок которой соответствует упругому деформированию связей.
При v+ − v− > v∗ закон деформирования описывается нелинейной зависимостью, опреде-
ляемой точками (v∗, σ∗) и (δcr, σcr), причем в случае σcr > σ∗ имеет место возрастающая
линейная зависимость (линейное упрочнение, соответствующее упругопластической де-
формации связей).

На рис. 2 приведена зависимость усилий в связях концевых зон трещин q/σ0 от без-
размерной координаты x/l при следующих значениях свободных параметров усиленной
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Рис. 2. Зависимость усилий в связях между берегами трещин в концевой зоне q/σ0

от величины x/l:
1–3 — линейный закон деформирования связей, 1 ′–3 ′ — нелинейный закон; 1, 1 ′ — d/l = 0,15,
2, 2 ′ — d/l = 0,3, 3, 3 ′ — d/l = 0,5

среды: ν = 0,3, ε1 = a0/L = 0,01, ε = y0/L = 0,25, E = 7,1 · 104 МПа (сплав В95),
Es = 11,5·104 МПа (композит алюминий— сталь), F/(y0h) = 1, v∗ = 10−6 м, σ∗ = 130МПа,
σcr/σ∗ = 2, δcr = 2 ·10−6 м, эффективная податливость связей C = 1,9 ·10−7 м/МПа. Число
стрингеров и точек крепления принималось равным 14 [18].

Расчеты показывают, что наличие регулярной системы стрингеров приводит к умень-
шению значений коэффициентов интенсивности напряжений, усилий в связях между бе-
регами и раскрытия трещины. В случае линейного закона деформирования связей усилия
в них имеют максимальные значения на краю концевых зон. Аналогичная закономерность
наблюдается для величин раскрытия трещин.

На рис. 3 представлена зависимость относительного коэффициента интенсивности на-
пряжений K0 = KI/K

н
I (который можно рассматривать как коэффициент упрочнения) от

размера концевых зон трещин. Расчеты показывают, что при уменьшении относительной
податливости коэффициент упрочнения также уменьшается.

Анализ предельно-равновесного состояния усиленной пластины при наличии периоди-
ческой системы трещин со связями в концевых зонах и действии растягивающей нагрузки

сводится к параметрическому исследованию решения алгебраических систем (3.4), (3.6)
при различных законах деформирования связей, размерах концевых зон трещин, упругих
постоянных материала пластины. Непосредственно из решения полученных алгебраиче-
ских систем в каждом приближении определяются усилия в связях и раскрытие трещин.
Значения коэффициентов интенсивности напряжений, скоростей высвобождения и погло-
щения энергии вычисляются по приведенным выше формулам.

Как показывают расчеты, наличие укрепляющих элементов обусловливает уменьше-
ние деформации растягиваемой пластины в направлении, перпендикулярном линии тре-
щин, вследствие чего существенно уменьшается коэффициент интенсивности напряжений
в окрестности концов трещин. При некоторых значениях геометрических параметров ко-
эффициенты интенсивности напряжений оказываются отрицательными, т. е. берега тре-
щин контактируют. Взаимодействие берегов трещин приводит к появлению контактных
напряжений. В этом случае задача должна решаться в другой постановке.
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Рис. 3. Зависимость относительного коэффициента интенсивности напряже-
ний K0 от размера концевых зон трещин

4. Частичный контакт берегов трещин со связями. Рассматривается случай,
когда размеры концевой зоны, в которой действуют силы сцепления (связи), больше разме-
ров контактной зоны трещины. При действии внешних нагрузок в связях между берегами
трещин возникают усилия q(x). Соответственно на участках, где берега трещин контакти-
руют, появляются нормальные напряжения p(x). Величины этих напряжений q(x) и p(x),
а также размер контактной области заранее неизвестны и подлежат определению в про-
цессе решения краевой задачи механики разрушения.

В рассматриваемой задаче граничные условия имеют вид

σy − iτxy =


0, y = 0, |x−mω| < λ,

q(x), y = 0, λ 6 |x−mω| < λ1,

p(x), y = 0, λ1 6 |x−mω| 6 l.

Основные соотношения поставленной задачи должны быть дополнены уравнениями

v+(x)− v−(x) =

{
0, y = 0, λ1 6 |x−mω| 6 l,

C(x, q)q(x), y = 0, λ 6 |x−mω| < λ1.
(4.1)

В рассматриваемом случае для определения аналитических функций Φ1(z) и Ω1(z) полу-
чаем следующую граничную задачу:

Φ1(x) + Φ1(x) + Ω1(x) =


f(x), y = 0, |x−mω| < λ,

f(x) + q(x), y = 0, λ 6 |x−mω| < λ1,

f(x) + p(x), y = 0, λ1 6 |x−mω| 6 l.

(4.2)

Решение краевой задачи (4.2) следует искать в классе всюду ограниченных функций. За-
пишем искомое решение задачи

Ω1(z) = 0, Φ1(z) =
X(z)

2πi

l0∫
−l0

F∗(x)(π/ω) cos (πx/ω)

sin (πx/ω)− sin (πz/ω)
dx.
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Здесь

F∗(x) =


f(x)/X(x), |x−mω| < λ, X(z) =

√
sin2(πz/ω)− sin2(πl/ω),

(q(x) + f(x))/X(x), λ 6 |x−mω| < λ1,

(p(x) + f(x))/X(x), λ1 6 |x−mω| 6 l.

С учетом поведения функции Φ1(z) на бесконечности условие разрешимости краевой
задачи записывается в виде

l0∫
−l0

[f(x) + q(x) + p(x)](π/ω) cos (πx/ω)

X∗(x)
dx = 0. (4.3)

Соотношение (4.3) используется для определения размера концевой контактной зоны.
С помощью полученного решения находим

2µ

1 + κ0

d

dx
(v+ − v−) = −X∗(x)

π

l0∫
−l0

[f(x) + q(x) + p(x)](π/ω) cos (πt/ω)

X∗(x)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt.

Учитывая условия (4.1), получаем систему сингулярных интегральных уравнений

l0∫
−l0

[f(x) + q(x) + p(x)](π/ω) cos (πt/ω)

X∗(x)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt = 0 (λ1 6 |x−mω| 6 l),

−X∗(x)

π

l0∫
−l0

[f(x) + q(x) + p(x)](π/ω) cos (πt/ω)

X∗(x)(sin (πt/ω)− sin (πx/ω))
dt =

2µ

1 + κ0

d

dx
[C(x, q)q(x)]

(4.4)

(λ 6 |x−mω| < λ1),

для решения которых используется коллокационная схема с аппроксимацией неизвестных

функций. При построении алгебраических систем все интервалы интегрирования были

приведены к одному интервалу [−1, 1], после чего интегралы были заменены конечными
суммами с помощью квадратурных формул Гаусса.Производные в правых частях интегро-
дифференциальных уравнений (4.4) заменялись конечно-разностными аппроксимациями.

Поскольку размеры контактных зон неизвестны, полученная алгебраическая система
даже в случае линейных связей является нелинейной. Для решения этой системы исполь-
зовался метод последовательных приближений [17].

Ниже приводятся значения размера контактной зоны (d1)∗ = d1/L в зависимости от
длины трещины l∗ = l/L при ε = 0,15 и тех же значениях свободных параметров усиленной
среды, что и в п. 3. Значениям l∗ = 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 соответствуют значения
(d1)∗ = 0,101; 0,152; 0,206; 0,231; 0,259; 0,335.

Анализ модели частичного закрытия трещины в изотропной среде, усиленной регу-
лярной системой стрингеров, сводится к параметрическому исследованию системы сингу-
лярных интегральных и интегродифференциальных уравнений (4.3), (4.4) и бесконечной
алгебраической системы вида (3.4) при различных геометрических и физических парамет-
рах среды, усиленной стрингерами, законах деформирования связей и размерах концевых
областей трещин. Непосредственно из решения полученных алгебраических систем опре-
деляются контактные напряжения p(x), усилия в связях q(x), а также размеры контактных
зон.
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В заключение следует отметить, что соотношения, полученные в данной работе, поз-
воляют решать обратную задачу, т. е. определять характеристики подкрепления среды
и напряженное состояние пластины, при которых контакт берегов трещины происходит
в заранее заданной области.
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