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Представлена модель реагирующей двухфазной среды газ — несжимаемые частицы, в которой
учитывается столкновительная динамика хаотического движения частиц. Для описания при-
влечены молекулярно-кинетические подходы теории гранулированной среды. Проведен анализ
ударных волн, получены условия на сильных разрывах в двухфазной смеси. Установлено два
типа разрывов: без генерации и с генерацией хаотической энергии на скачке. Для ударных волн
второго типа амплитуда концентрации частиц не зависит от скорости распространения.Модель
верифицирована по данным измерения скорости звука в засыпках при их разлете из камеры вы-
сокого давления ударной трубы.
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ВВЕДЕНИЕ

Производство и использование порошков
металлов и частиц органического происхожде-
ния нередко сопряжено с опасностью их воспла-
менения и развития неконтролируемых взрыв-
ных процессов. Проблемы прогнозирования
и предотвращения катастрофических взрывов
требуют всестороннего анализа процессов дис-
пергирования/перемешивания, воспламенения,
горения и распространения ударно-волновых и
детонационных структур в дисперсных средах,
в том числе в смесях газа и твердых частиц, в
широком диапазоне объемных концентраций и
с учетом возможных столкновений частиц меж-
ду собой.

Теоретические исследования динамиче-
ских процессов в реагирующих дисперсных
средах (газовзвесях твердых частиц) проводят-
ся, как правило, на основе уравнений механики
взаимопроникающих континуумов [1–6]. При
малых объемах, занятых частицами, прини-
мается приближение разреженной среды, т. е.
контактное взаимодействие частиц не учиты-
вается [4, 5]. Соответствующая система урав-
нений является гиперболической и приводится
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к консервативной форме.
Для конечных объемов частиц система

уравнений недивергентна и в предположении
баротропности не является гиперболической
[2, 7]. Как показано в [7, 8], в общем случае
уравнения нестационарных пространственных
течений и стационарных течений типа бегу-
щих волн двухфазной среды с одним давлени-
ем являются системами составного типа. Ана-
лиз ударных адиабат и структур ударных волн
и комбинированных разрывов в рамках моде-
лей с одним давлением выполнен нами в рабо-
тах [3, 9, 10], численное моделирование ударно-
волновых процессов — в [11, 12].

Для описания плотных сред или порошко-
вых материалов широко применяются модели с
двумя давлениями, основанные на подходе [13],
в который дополнительно введено эволюцион-
ное уравнение для объемной концентрации (за-
кон релаксации давлений). Модель [13] приме-
нялась в [14–16]. Система уравнений [13] гипер-
болическая (см. [15]), хотя и не представлена
в консервативной форме. В отдельных случаях
уравнения приводятся к консервативным пу-
тем исключения членов, связанных с расшире-
нием трубки тока фазы [14], или задания урав-
нения состояния специального вида в односко-
ростной модели [16]. В [16] представлен сравни-
тельный анализ нескольких моделей, основан-
ных на подходе [13]. Подобные модели с двумя
давлениями анализировались ранее в [17] (где,
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в частности, показана гиперболичность систе-
мы уравнений), в [18–20] при исследовании ста-
ционарных ударно-волновых структур, а так-
же в [21, 22] при численном моделировании про-
цессов распространения и отражения ударных
волн в гетерогенных смесях.

В моделях с двумя давлениями [23–25] ча-
стицы считаются несжимаемыми (отсутству-
ет уравнение релаксации давлений), но учиты-
ваются межгранулярные напряжения в порош-
кообразных средах, обусловленные нарушени-
ем структуры частиц. В [23, 24] уравнения со-
стояния для межгранулярного давления полу-
чены на основе эмпирических данных о ско-
рости звука в засыпках и анализа процессов
сжатия и разгрузки материала порошка по схе-
ме нелинейно-упругого тела (подход Гоффа). В
[25] рассмотрено реологическое уравнение со-
стояния, связывающее изменение тензора на-
пряжений и тензора деформации с некоторым
временем релаксации.

Для широкого круга задач волновой дина-
мики газовзвесей (о подъеме пыли с поверхно-
сти, разлете газовзвесей и др.) помимо учета
объема дискретной фазы следует также прини-
мать во внимание взаимодействие частиц меж-
ду собой. Подобные модели механики гетеро-
генных сред, в которые в той или иной форме
вводится давление хаотического движения или
столкновения частиц, использовались в [2, 26].
В [26] выполнен анализ структуры течения на
комбинированных разрывах, при этом рассмот-
рен вариант течения с линейным уравнением
состояния для хаотического давления.

В последние годы для описания пове-
дения гранулированных материалов получи-
ли распространение модели, основанные на
молекулярно-кинетических представлениях о
хаотическом движении и взаимодействии ча-
стиц (одними из первых такой подход предло-
жили авторы [27, 28]). Детальное описание ди-
намики гранулированной среды при неидеаль-
ных столкновениях представлено в работах [29,
30]. Авторами получены континуальные урав-
нения для процессов генерации и диссипации
энергии хаотического движения частиц в ши-
роком диапазоне параметров шероховатости и
реституции материала частиц.

В общем случае система уравнений для
изолированной гранулированной среды не при-
водится к консервативной форме, что затруд-
няет теоретический анализ ударно-волновых
структур. В частности, в [29] постулируются

некие условия на скачке, а в [30] они использу-
ются при исследовании структуры зон релак-
сации за ударными волнами для автомодель-
ных решений. В [31] анализировались характе-
ристические свойства уравнений для простей-
шего случая идеальных столкновений, когда
система имеет консервативный вид. Отметим,
что в [29–31] наличие газовой фазы не принима-
лось во внимание, т. е. взаимодействие с несу-
щим газом, как и тепловая динамика частиц,
игнорировалось.

В монографии [32] представлена модель
двухфазной среды с учетом столкновений ча-
стиц, которая использовалась, в частности, ав-
торами [33] для решения задачи подъема пы-
ли с поверхности. Модель [32], с одной сторо-
ны, включает диффузию и перенос энергии хао-
тического движения частиц в гранулированной
среде по типу теплопроводности, с другой — в
уравнении баланса энергии хаотического дви-
жения не учитывается перераспределение меж-
ду энергиями поступательного и вращательно-
го движения частиц, обусловленное шерохова-
тостью и неупругостью, определенное в [29, 30].
Кроме того, модель не вполне согласована по
тепловой динамике: как правило, для описания
процессов в гранулированных материалах на
виброподложках не принимаются во внимание
уравнения энергии (за исключением уравнения
баланса «гранулярной» температуры) (см., на-
пример, [34]).

В работе [35] рассмотрена двухфазная мо-
дель газ — частицы с упрощенным описани-
ем хаотического движения и столкновений иде-
ально гладких упругих частиц в области ма-
лых объемных концентраций. Система уравне-
ний расщепляется, характеристики определя-
ются отдельно для каждой фазы. Показано, что
даже в этом простейшем приближении учет ха-
отического движения частиц дает качествен-
но отличающиеся картины горения облака при
взрыве ударно-диспергируемого горючего.

В настоящей работе анализируется мате-
матическая модель механики гетерогенной сре-
ды для описания процессов с ударными и дето-
национными волнами в газовзвесях несжимае-
мых частиц высокой загрузки с привлечением
молекулярно-кинетических подходов для опи-
сания хаотического движения и столкновений
частиц в соответствии с [29, 30]. Для некото-
рого класса сред получены условия на скачках.
Это позволяет провести классификацию силь-
ных разрывов. Модель верифицирована с ис-
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пользованием экспериментальных данных [36]
по скорости звука (скорости распространения
волн разрежения) в засыпках при разрушении
камеры высокого давления в широком диапа-
зоне изменения дисперсности частиц и пара-
метров в камере.

1. СТОЛКНОВИТЕЛЬНАЯ МОДЕЛЬ
ДВУХФАЗНОЙ СРЕДЫ

ДЛЯ ОПИСАНИЯ ДИНАМИКИ
ГАЗОВЗВЕСЕЙ НЕСЖИМАЕМЫХ ЧАСТИЦ

Основные уравнения в рамках механики
взаимопроникающих континуумов газа и твер-
дых частиц вытекают из законов сохранения
массы, импульса и энергии фаз.

Уравнения сохранения массы и импульса
имеют стандартный вид:

∂ρ1
∂t

+
∂(ρ1u1)

∂x
= J,

∂ρ2
∂t

+
∂(ρ2u2)

∂x
= −J,

∂ρ1u1
∂t

+
∂(ρ1u

2
1 +m1p1)

∂x
= (1)

= −p1∂m2

∂x
+ Ju2 − f,

∂ρ2u2
∂t

+
∂(ρ2u

2
2 +m2p2)

∂x
= p1

∂m2

∂x
− Ju2 + f.

Здесь ρ — средняя плотность, u — скорость,
p — давление, m — объемная концентрация,
ρi = ρiimi, ρii — собственная (истинная) плот-
ность фаз, индекс 1 относится к газовой фазе,
2 — к частицам, J — массообмен, f — сила
межфазного взаимодействия. Частицы предпо-
лагаются несжимаемыми (ρ22 = const).

Принимается алгебраический способ за-
мыкания для связи давления дискретной фазы
(p2), давления в газе (p1) и давления, порожда-
емого столкновениями частиц при их хаотиче-
ском движении (pc):

m2p2 = m2p1 + pc. (2)

Связь между давлением pc и энергией хаотиче-

ского движения частиц ec =
1

2

N∑
i=1

(u′i)2
N

(u′i —

пульсация скорости i-й частицы, N — число
частиц в единице объема) задается в виде

pc = G(m2)ρ2ec, (3)

G(m2) =
1

2
αt[1 + 2(1 + ε)m2g(m2)].

Здесь αt — константа, определяемая коэффи-
циентами формы k, шероховатости β и рести-
туции ε [29]:

αt =
2

3

(
1 +

a

b+
√
a2 + b2

)
,

a = (1− β2)
1− k

1 + k
− 1 + ε2, b = 2k

(
1 + β

1 + k

)2

.

Для сферических частиц k = 0.4. Параметр
β варьируется от −1 (идеально гладкие) до 1
(предельно шероховатые), β = 0 соответствует
максимальной диссипации энергии столкнове-
ний. Коэффициент реституции (неупругости) ε
меняется от 0 (абсолютно неупругие столкно-
вения) до 1 (упругие столкновения). В простей-
шем случае идеально гладких упругих сфер
αt = 4/3, т. е. при малых объемных концен-
трациях отдельно взятая дискретная среда по-
добна моноатомному газу с γ = 5/3.

Функция g(m2) принимается в соответ-
ствии с [30]:

g(m2) = [1− (m2/m∗)4m∗/3]−1, (4)

что позволяет согласовать аппроксимации при
малых значениях m2 и близких к предельному
значениях плотной упаковки m∗.

Уравнение баланса энергии хаотического
движения ec примем в виде [29, 30]

∂ρ2ec
∂t

+
∂(ρ2u2ec)

∂x
= I1 − I0 − pc

∂u2
∂x

− Jec,

I0 =
6

πd
C0ρ2m2g(m2)e

3/2
c , (5)

I1 =
1

2
αtecρ2[C1 + 2C2(1 + ε)m2g(m2)]

∂u2
∂x

.

Генерация энергии хаотического движения ча-
стиц происходит за счет преобразования кине-
тической энергии частиц в градиентном потоке
в энергию хаотического движения. Диссипация
при столкновениях пропорциональна (ec)

3/2 и
обратно пропорциональна диаметру частиц d.

Определяющие константы C0, C1, C2 за-
висят от коэффициентов реституции, формы и
шероховатости. Выражения для них получены
в [29, 30] путем точного интегрирования функ-
ций плотности вероятности столкновений:



84 Физика горения и взрыва, 2014, т. 50, N-◦ 2

C0 = α
3/2
t

√
π

2

[
ς + ϕ

(
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αr
αt

)]
, αr =

4

3
− αt,
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λχk
χ
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λχc
χ

+N(F ),
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1

2
παt
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3ς + ϕ

(
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αt
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,
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3

2
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(
k + αr/αt
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)
,

χk = −3

4
αrαt, χc = −3

4
αtαr[1−N(F )] +

(6)

+ 4
ψαt

(1 + ε)k

[
ψ +

(
ψ

k
− 1

)
αr
αt

]
,

χ =

(
1

2
παt

)1/2{3

4
ςαt(3αt − αr) +

+ ϕ
3

4
[(3k − 3)αtαr + α2r − kα2t ] +

+ 4
ψ

k

[
3ψαt +

(
1− ψ

k

)
(2αt − αr)

]}
,

ϕ =
1− β2

1 + k
, ψ =

(
1 + β

1 + k

)
k

2
, ς = 1− ε2.

В ряде работ (в том числе в [32–34]) тен-
зор напряжений для дискретной фазы включа-
ет, кроме шаровой, также девиаторную часть,
определяемую «сдвиговой вязкостью», и вво-
дится так называемая «диффузия» хаотиче-
ской энергии, связанная с характеристикой
«проводимости» столкновительной среды. На
данном этапе анализа для простоты исключа-
ем из рассмотрения соответствующие члены в
уравнениях.

Область применимости уравнений состоя-
ния в форме соотношений (3), (5), (6) для изо-
лированной гранулированной среды определе-
на в [29] из условия монотонной зависимости
αt(β). В плоскости параметров реституции ε и
шероховатости β это условие имеет вид

β � 2k

1− k
− ε2

1 + k

1− k
. (7)

На рис. 1 показаны зависимости опреде-
ляющих коэффициентов C0 (рис. 1,а) и η =
1 − 0.5(C1 + C2) (рис. 1,б) от параметров ε

Рис. 1. Зависимости коэффициентов диссипа-
ции и генерации хаотической энергии от па-
раметров реституции и шероховатости

и β для сферических частиц (k = 0.4) в об-
ласти, определяемой условием (7). Коэффици-
ент C0 в формулах (5), (6) выражает диссипа-
цию, а C1, C2 — потери при генерации столк-
новительной энергии из энергии поступатель-
ного движения. Диссипация (C0) минимальна
для идеально гладких или предельно шерохова-
тых сфер (β = ±1) и максимальна при средних
(в окрестности нуля) значениях β [29]. Генера-
ция (соответственно, коэффициент η) убывает
с уменьшением коэффициента реституции и ха-
рактеризуется немонотонной зависимостью от
коэффициента шероховатости для достаточно
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упругих сфер (ε � 0.85). Для идеальных столк-
новений абсолютно упругих гладких частиц
C1 = C2 = 0, η = 1.

Определим полную энергию каждой фазы:
для газа — стандартным образом, для дис-
кретной фазы — полагая, что наряду с теп-
ловым эффектом реакции горения Q полная
энергия включает также энергию хаотического
движения частиц:

E1 = cv1T1 +
u21
2
, E2 = cv2T2 +

u22
2

+ ec +Q (8)

(cv — удельная теплоемкость при постоянном
объеме). Законы сохранения полной энергии
имеют следующий вид:

∂ρ1E1

∂t
+
∂(ρ1u1E1 +m1u1p1)

∂x
=

= −p1∂u2m2

∂x
+ JE2 − fu2 − q,

(9)
∂ρ2E2

∂t
+
∂(ρ2u2E2 +m2u2p2)

∂x
=

= p1
∂u2m2

∂x
− JE2 + fu2 + q.

Уравнения (9) показывают, что изменение
внутренней энергии частиц (температуры)
определяется теплоподводом от газа к части-
цам q и нагревом частиц в процессе столкнове-
ний за счет трения друг о друга и за счет де-
формации при соударениях, т. е. определяется
диссипацией и потерями при генерации энер-
гии ec в уравнении баланса (5):

ρ2
d2cv2T2
dt

= q + I0 − I1. (10)

В уравнениях (9) правые части можно пре-
образовать к виду, принятому в работе [3]:

∂ρ1E1

∂t
+
∂(ρ1u1E1 +m1u1p1)

∂x
=

= p1

(
∂m2

∂t
+

J

ρ22

)
+ JE2 − fu2 − q,

∂ρ2E2

∂t
+
∂(ρ2u2E2 +m2u2p2)

∂x
=

= −p1
(
∂m2

∂t
+

J

ρ22

)
− JE2 + fu2 + q.

З ам еч а ни е 1. Нетрудно убедиться, что
система уравнений (1)–(6), (8), (9) инвариант-
на относительно преобразования Галилея, так
как генерация столкновительной энергии опре-
деляется не абсолютными значениями скоро-
сти, а лишь ее градиентом.

З ам еч а ни е 2. В правой части уравне-
ний (9) член p1∂(m2u2)/∂x отличается от соот-
ветствующего члена в уравнениях модели Бае-
ра— Нунзиато, где он имеет вид p1u2∂m2/∂x−
(p2− β̄)F , β̄ — параметр (граница компактиро-
вания), F (β̄,m2, p1, p2) = m1m2(p1−p2− β̄)/τp,
τp — время процесса, а уравнение ρ22 = const
заменено релаксационным уравнением компак-
тирования ∂ρ22/∂t + ∂(ρ22u2)/∂x = −ρ22F/m2
[15]. Если принять равновесное приближение
(τp = 0, p1 = p2+ β̄), а частицы считать несжи-
маемыми (ρ22 = const), то из уравнения ком-
пактирования следует F = −m2∂u2/∂x. Тогда
с учетом (2) при β̄ = pc/m2 уравнения энергии
совпадают. Таким образом, настоящая модель
является равновесным по давлению приближе-
нием модели Баера — Нунзиато при условии
pc/m2 = G(m2)ρ22ec = const, которое, напри-
мер, имеет место для разреженной среды (ко-
гда справедливо G(m2) = αt/2) при ec = const.

З ам еч а ни е 3. Модель [24] является
частным случаем настоящей модели при от-
сутствии диссипации (I0 = 0), но с учетом пе-
редачи части генерируемой энергии столкнове-
ний на нагрев частиц (с коэффициентом ξ2T ) и
I1 = pc∂u2/∂x (C1 = C2 = 1). При этом в
модели [24] для уравнения состояния принима-
ется формула Гауфа — Шварца, отражающая
эмпирическую зависимость скорости звука от
концентрации в уплотненном образце пористой
среды.

З ам еч а ни е 4. В модели [32] учитывают-
ся вязкое трение континуума частиц и «диф-
фузия» «гранулярной» температуры, однако не
учитываются потери при генерации столкно-
вительной энергии, связанные с шероховато-
стью и неупругостью частиц, т. е. принимается
C1 = C2 = 0.

З ам еч а ни е 5. Модель [35] является
частным случаем настоящей модели для ма-
лых объемных концентраций абсолютно глад-
ких частиц и идеально упругих столкнове-
ний. Для этого следует исключить члены с
p1 в уравнениях для фазы частиц и положить
G(m2) = αt/2, αt = 4/3, C1 = C2 = 0. Уравне-
ния при этом могут быть записаны в консерва-
тивной форме.
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2. УДАРНО-ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ
В ИЗОЛИРОВАННОЙ ГРАНУЛИРОВАННОЙ

СРЕДЕ

Рассмотрим случай, когда несущая газо-
вая среда не оказывает никакого влияния на
движение и поведение частиц. Уже здесь опре-
деляющая система уравнений отдельно взятой
дискретной фазы является неконсервативной
из-за присутствия в правой части уравнения
(5) недивергентных членов, что затрудняет ее
характеристический анализ. В [29] приведе-
ны выражения для скорости звука в предель-
ных случаях ε = |β| = 1, а также получены
асимптотические приближения для m� 1 или
m∗ −m � 1 при ε < 1 или |β| < 1. Для обще-
го случая конечной объемной концентрации m
в [29] представлены приближенные условия на
сильном разрыве: среднее значение не входяще-
го под знак дифференциала множителя опреде-
лено как полусумма значений перед и за скач-
ком, хотя этот множитель связан с нелинейной
функцией g(m2) (резко возрастающей вблизи
предельных концентраций).

Заметим, что уравнение (5) приводится к
дивергентному виду, если рассмотреть вари-
анты C1 = C2 = C. Это имеет место, когда
потери при генерации хаотической энергии за
счет неидеальности столкновений I1 пропор-
циональны давлению столкновений, что пред-
полагает некоторое перераспределение потерь
энергии поступательного и вращательного хао-
тического движения частиц (которые определе-
ны в [29] коэффициентами C1, C2). Тогда в тер-
минах ρ, ρu, ρE, где E = e + 0.5ηu2 — модифи-
цированная полная энергия частиц, η = 1 − C
(индексы c и 2 в данном параграфе для про-
стоты опущены), система уравнений принима-
ет дивергентный вид:

∂U

∂t
+
∂F

∂x
= R, R = {0, 0,−I0}т,

U = {ρ, ρu, ρE}т,

F = {ρu, p + ρu2, ρuE + ηpu}т, (11)

p = G(ρ)(ρE − 0.5ηρu2),

G(ρ) =
1

2
αt[1 + 2(1 + ε)mg(m)], m =

ρ

ρ22
.

Характеристики системы определяются из ана-
лиза собственных чисел матрицы Якоби:

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0

−u2 + ∂p

∂ρ
2u+

∂p

∂(ρu)

∂p

∂(ρE)

−uE + ηu
∂p

∂ρ
− E + η

p

ρ
+ u+

−ηup
ρ

+ηu
∂p

∂(ρu)
+ηu

∂p

∂(ρE)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Условие det(A−λE) = 0 позволяет опреде-
лить три различных вещественных собствен-
ных числа: λ1 = u, λ2,3 = ±c, где скорость
звука в гранулированной среде вещественна:
c2 = γ(m)p/ρ > 0, т. е. система является ги-
перболической.

Параметр адиабаты γ зависит от объем-
ной концентрации и определяется формулой

γ = ηG(m) +
d[G(m)m]

G(m)dm
=

= 1 + ηG(m) +
m

G(m)

dG(m)

dm
. (12)

В разреженной среде при m� 1

G(m) =
1

2
αt[1 + 2(1 + ε)m],

γ = 1 + η
1

2
αt +m(1 + ε)(ηαt + 2).

В нулевом приближении с учетом того, что
здесь η = 1 − C1, выражение для скорости зву-
ка совпадает с приведенным в работе [29]:

c2 =

[
1 + (1− C1)

1

2
αt

]
p

ρ
.

В другом предельном случае — в состоя-
нии, близком к состоянию в плотной упаков-
ке (m → m∗), функция G(m) стремится к бес-
конечности и скорость звука в рамках модели,
предполагающей несжимаемость твердого ма-
териала, неограниченно возрастает. В окрест-
ности предельной упаковки Δ = m∗ − m �
1 справедливо асимптотическое приближение
G(m) = 0.75αt(1 + ε)m/Δ, dG/dm = 0.75αt(1 +
ε)m/Δ2. В этом случае γ ≈ m[1 + 0.75ηαt(1 +
ε)]/Δ и с учетом того, что η = 1−C2, выраже-
ние для скорости звука

c2 =
p

ρ22

[
1 + (1 −C2)

3

4
αt(1 + ε)

]
1

Δ

также совпадает с приведенным в [29].
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В общем случае зависимость параметра γ
от объемной концентрации m представлена на
рис. 2. В области малых значений m зависи-
мости близки к линейным функциям (рис. 2,а).
Отметим монотонную связь между γ и ε при
β = 0 (сплошные линии) и немонотонные за-
висимости между γ и β (штриховая и штрих-
пунктирная линии при ε = 0.9) и между γ и η:
взаимное расположение линий на рис. 2,а при
β = −0.6, 0, 0.3 и 1 не соответствует взаимному
положению значений η при ε = 0.9 на рис. 1,б.

На рис. 2,б нанесена функция γ(m) при
ε = 1, а при ε = 0.8 показаны зависимости
γ(m), g(m), а также G(m) при значениях пре-

Рис. 2. Поведение параметра адиабаты при
малых значениях m (m∗ = 0.6) (а) и во всем
диапазоне m (m∗ = 0.6 и 0.7) (б)

дельной концентрацииm∗ = 0.6 и 0.7. Обе груп-
пы кривых имеют асимптоты, соответствую-
щие значениям m∗. Как видно, при одних и тех
же m значения g(m), G(m) и γ(m) тем больше,
чем меньше предельная концентрация m∗.

Дивергентная форма уравнений (11) имеет
ряд преимуществ, в частности, позволяет кор-
ректно определять условия на скачке, приме-
нять консервативные схемы расчета нестацио-
нарных уравнений и др. К недостаткам подхо-
да можно отнести ограниченность рассматри-
ваемого множества материалов (для которых
параметры C1 и C2 должны быть близки) или
ограниченность пределов объемной концентра-
ции среды, при которых один из членов в фор-
муле для G(m) является доминирующим.

Для стационарной ударной волны, рас-
пространяющейся в изолированной столкнови-
тельной среде со скоростью u0, параметры на
скачке определяются из соотношений, вытека-
ющих из (11):

ρu = ρ0u0, p+ ρu2 = p0 + ρ0u
2
0,

e+ η
u2

2
+ η

p

ρ
= e0 + η

u20
2

+ η
p0
ρ0
, (13)

p = ρ
1

2
αt[1 + 2(1 + ε)mg(m)]e, ρ = ρ22m.

Последовательно выражая из уравнений
(13) u, p, e через ρ, можно получить одно урав-
нение для определения плотности (или объем-
ной концентрации) за фронтом, анализ кото-
рого в общем случае затруднителен ввиду его
существенной нелинейности.Поэтому рассмот-
рим наиболее практичный случай распростра-
нения ударных волн по невозмущенной смеси,
т. е. когда перед фронтом p0 = 0 и e0 = 0. Здесь
одно из возможных решений— p = 0, e = 0, ко-
торое при ненулевом скачке плотности отвеча-
ет контактному разрыву (u = u0). Если p �= 0,
e �= 0, то плотность (объемная концентрация)
частиц за фронтом удовлетворяет уравнению(

ρ

ρ0
− 1

)
G(ρ) =

2

η

или

1

2
αt

(
m

m0
− 1

)
[1 + (1 + ε)mg(m)] =

2

η
. (14)

В левой части стоит произведение двух функ-
ций. Одна из них меняется от 0 при m = m0 до
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некоторого конечного значения при m → m∗.
Другая равна 1 при m = 0 и монотонно воз-
растает до ∞ при m → m∗ (в приближении
к состоянию плотной упаковки). Соответствен-
но, их произведение монотонно возрастает от 0
до ∞ при измененииm от m0 до m∗. Таким об-
разом, для любого η > 0 существует m, удовле-
творяющее уравнению (14), т. е. ударные вол-
ны в гранулированном газе с C1 = C2 = C мо-
гут существовать при любых начальных зна-
чениях плотности, если C < 1 (C1,2 < 1). Заме-
тим, что амплитуда столкновительного скачка
(плотность частиц за фронтом) определяется в
(14) только начальной плотностью m0 и зна-
чениями αt, η (свойствами материала) вне за-
висимости от скорости распространения скач-
ка. Также из (13), (14), (12) и условия η < 1
нетрудно убедиться, что скорость u, определя-
емая соотношением ρu = ρ0u0, меньше скоро-
сти звука за скачком. Тем самым для данного
разрыва справедлива теорема Цемплена.

Область существования ударно-волновых
структур в гранулированном газе (определя-
емая условием η > 0) в плоскости парамет-
ров реституции и шероховатости показана на
рис. 3. Область ограничена снизу сплошной ли-
нией, отделяющей область применимости мо-
дели соответственно условию (7), и штриховой

Рис. 3. Карта гидродинамических решений
изолированной столкновительной среды в
плоскости параметров реституции и шерохо-
ватости

линией 2 при η = 1 − 0.5(C1 + C2) либо лини-
ей 1 при η = 1−C2 (соответствует случаю близ-
ких к предельным объемных концентраций).

3. УДАРНО-ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ
В СМЕСИ ГАЗА

И СТОЛКНОВИТЕЛЬНОЙ ДИСКРЕТНОЙ ФАЗЫ

Для класса гранулированных сред, столк-
новения частиц в которых характеризуются
свойством C1 = C2 = 1− η, система уравнений
двухфазной среды состоит из уравнений (1)–
(4), (7)–(9), уравнения для модифицированной
полной энергии частиц

∂ρ2Ec

∂t
+
∂(ρ2u2Ec + ηm2u2p2)

∂x
=

= ηp1
∂u2m2

∂x
− I0 − JEc + ηfu2 (15)

и замыкающих соотношений

I0 =
6

πd
C0ρ2m2g(m2)(ec)

3/2,

(16)

I1 = (1− η)pc
∂u2
∂x

, Ec = ec +
ηu22
2
.

Следует отметить, что система (1)–(4),
(7)–(9), (15), (16) в общем случае не была при-
ведена к дивергентному виду полностью. Одна-
ко для стационарного скачка условия на силь-
ном разрыве могут быть определены.

После перехода в сопутствующую систе-
му координат (u0 — скорость фронта) и неко-
торых преобразований получаются следующие
соотношения, описывающие структуру стаци-
онарных волн в столкновительной смеси:
законы сохранения смеси в целом —

ρ1u1 + ρ2u2 = (ρ10 + ρ20)u0,

ρ1u
2
1 + ρ2u

2
2 + p1 + pc =

= (ρ10 + ρ20)u
2
0 + p0 + pc0,

ρ1u1E1 + ρ2u2E2 +m1u1p1 +m2u2p1 + u2pc =

= u0(ρ10E10 + ρ20E20 + p0 + pc0);

парциальные уравнения кинетики массообме-
на, обмена импульсами, обмена энергией и ки-
нетики хаотической энергии —

d(m2u2)

dx
= − J

ρ22
,
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ρ22m2u2
du2
dx

+
dpc
dx

+m2
dp1
dx

= f,

(17)

ρ2u2cv2
dT2
dx

= q + I0,

ρ2u2
dec
dx

+ ηpc
du2
dx

= −I0.

Из (17) следуют соотношения на сильном
разрыве:

[ρ1u1 + ρ2u2] = 0,

[ρ1u
2
1 + ρ2u

2
2 + p1 + pc] = 0,

[ρ1u1E1 + ρ2u2E2 + (18)

+m1u1p1 +m2u2p1 + u2pc] = 0,

[m2u2] = 0, [T2] = 0.

Интегрирование вдоль скачка второго диф-
ференциального уравнения системы (17) при
m2u2 = m0u0 и [u2] �= 0 приводит к соотно-
шению(
ρ22 +

[pc]

[u2]m0u0

)
m2u2

du2
dx

+m2
dp1
dx

= f − ϕ,

где ϕ — интегрируемая функция:

ϕ =
dpc
dx

− [pc]

[u2]

du2
dx

.

Отсюда следует замыкающее условие на скач-
ке

1

2

(
ρ22 +

[pc]

[u2]m0u0

)
[u22] + [p1] = 0. (19)

Проведя некоторые преобразования, учи-
тывая ρ2 = m2ρ22 и уравнения состояния, си-
стему (18), (19) можно привести к виду:

[ρ1u1] = 0, [m2u2] = 0,

ρ10u0[u1] + ρ20u0[u2] + [p1] + [pc] = 0,

ρ10u0

[
u21
2

]
+

γ1
γ1 − 1

[m1u1p1] +

+
η − 1

η
ρ20u0[ec] = 0, (20)

pc + pc0
2

[u2] +
1

η
ρ20u0[ec] = 0,

ρ20u0

[
u22
2

]
+
u2 + u0

2
[pc] +m20u0[p1] = 0,

[T2] = 0, p1 =
ρ1RT1
1−m2

, pc = ρ22m2ecG(m2).

Итого, мы имеем 9 уравнений для 9 неизвест-
ных: ρ1, m2, u1, u2, p1, pc, T1, T2, ec.

При распространении столкновительной
ударной волны по невозмущенной смеси (ec0 =
0, pc0 = 0) уравнение для объемной концентра-
ции на скачке совпадает с (14), значение u2
определяется из m2u2 = m0u0. Для определе-
ния остальных параметров задача сводится к
решению квадратного уравнения для u1:

A1u
2
1 +A2u1 +A3 = 0, (21)

A1 = 1− 2γ

γ − 1

m1

ψ
,

A2 =
2γm1p0
(γ − 1)c1

+
2γm1u0
(γ − 1)ψ

+
(1− η)(1 − ψ)[u2]

ψ
,

A3 = −u20 −
2γp0

(γ − 1)ρ11,0
− c2(1− η)

c1
[u2]

2 +

+
(1− η)(1 − ψ)u0

ψ
[u2],

c1 = ρ10u0, c2 = ρ20u0, ψ = 1− 2m0m2

m0 +m2
,

и соотношений для p1, pc, ec, ρ1, ρ2, T1, T2:

p1 = p0 −
c1(u1 − u0)

ψ
,

pc = c2(u0 − u2)− (1− ψ)(p1 − p0),

ec =
pc
ρ2G

, ρ1 =
c1
u1
, ρ2 = ρ22m2,

T2 = T0, T1 =
p1(1−m2)

ρ1R
.

Решения уравнения (21) вещественны, ес-
ли дискриминант больше нуля, что имеет ме-
сто не при любых значениях m0, u0 в обла-
сти решений на рис. 3. На рис. 4 области су-
ществования столкновительных скачков нахо-
дятся выше кривых, представляющих зависи-
мости критического значения u0 от начальной
концентрации при различных ε, β. Плотность
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Рис. 4. Минимальные скорости столкновительных скачков в газовзвесях алюминия (сплошные
линии) и угольной пыли (штриховые линии)

частиц алюминия ρ22 = 2700 кг/м3, частиц уг-
ля — ρ22 = 2000 кг/м3, начальное давление
1 атм.

Область решения сужается с увеличением
коэффициента шероховатости (рис. 4,а), умень-
шением коэффициента реституции (рис. 4,б),
но расширяется с уменьшением собственной
плотности материала частиц. Предельное зна-
чение минимальной скорости ударной волны
при m0 → 0 совпадает с замороженной скоро-
стью звука (скоростью звука в незапыленном
газе).

Существует также решение (тривиальное)
ec = 0, pc = 0. В этом случае условия на
скачке отвечают модели бесстолкновительной
двухфазной среды с учетом сил плавучести,
для которой [T2] = 0, [m2u2] = 0, а скорость
дискретной фазы за скачком определяется из-
вестной формулой

[
u22
2

]
+

1

ρ22
[p1] = 0. (22)

Здесь задача сводится к решению линейного
алгебраического уравнения пятой степени от-
носительно u2 (с учетом тривиального реше-
ния u2 = u0 — четвертой степени), анализ ко-
торого для изотермического случая проведен
в [9].

Таким образом, установлено, что в двух-
фазной столкновительной смеси газ— частицы

могут существовать два типа комбинирован-
ных разрывов: бесстолкновительный комбини-
рованный скачок в смеси с учетом сил плавуче-
сти (условие (22)) и скачок с генерацией столк-
новительной энергии в дискретной фазе (усло-
вие (14)). Какой из двух типов решения (столк-
новительный или бесстолкновительный) реа-
лизуется, зависит от физических параметров
и условий задачи. Как отмечалось, столкнови-
тельные ударные волны существуют в ограни-
ченной области параметров ε, β (см. рис. 3), а
также m0, u0 (см. рис. 4).

4. ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ
ПО РАВНОВЕСНОЙ СКОРОСТИ ЗВУКА

В работе [36] представлены результаты из-
мерения скорости распространения малых воз-
мущений в насыпных средах. Эксперименты
проводились в ударной трубе, разделенной диа-
фрагмой. Одна часть (камера высокого давле-
ния) была заполнена частицами и газом, нахо-
дящимся под давлением, другая — газом при
атмосферных условиях. При разрушении диа-
фрагмы происходило истечение смеси из каме-
ры высокого давления, а по камере распростра-
нялась волна разрежения. Средние по показа-
ниям двух датчиков значения скорости распро-
странения переднего фронта волны разрежения
(импульса давления) для четырех материалов
(порошок и калиброванный песок с различным
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Рис. 5. Зависимости скорости звука от разме-
ра частиц и давления в засыпке:

значки — эксперимент [36]: � — порошок с диа-
метром частиц 20 мкм, ◦, +, � — песок с диамет-
ром частиц соответственно 0.2, 0.5 и 3 мм; сплош-
ные линии — расчет для порошка, штриховые —
для песка, R — формула Рудингера

средним размером частиц) приведены на рис. 5.
Теоретическая оценка равновесной скоро-

сти звука в смеси газа и частиц в условиях
экспериментов [36] получена на основе следу-
ющих соображений. Из анализа уравнения (5)
и выражения для I0 следует, что при фиксиро-
ванных параметрах задачи справедлива зави-
симость ec ∼ d2. Генерация столкновительной
энергии I1 пропорциональна ∂u2/∂x, что кор-
релирует с разностью давлений в камерах вы-
сокого и низкого давления в начальный момент
времени.

Полагая ec = const, получаем оце-
ночную параметрическую зависимость ec =
e0(d/d0)

2(PN/P0−1), где PN , P0 — давление в
камере высокого давления и вне ее, e0 = const.

Равновесные по скоростям и температу-
рам течения в столкновительной среде газ —
частицы в предположении ec = const описыва-
ются следующей системой уравнений для ρ =
ρ1 + ρ2, u = u1 = u2, T = T1 = T2 и m = m2,
p = p1 + pc:

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x
= 0,

∂ρu

∂t
+
∂(p + ρu2)

∂x
= 0, (23)

∂ρE

∂t
+
∂[ρu(E + p/ρ)]

∂x
= 0,

∂m

∂t
+
∂(mu)

∂x
= 0,

E = e+ ξec +
u2

2
, ξ =

ρ2
ρ
, ρ2 = mρ22,

ρ22 = const, e = cvT = [(1− ξ)cv1 + ξcv2]T,

p1 = ρ11RT =
(1− ξ)ρRT

1−m
, pc = ρ2ecG(m),

G(m) =
1

2
αt[1 + 2(1 + ε)mg(m)].

Из анализа характеристик системы (23) полу-
чается выражение для равновесной скорости
звука

c2 = c2R +

+ ξec

[
G(m)γe − G(m)

1−m
+
dmG(m)

dm

]
. (24)

Здесь G(m) определяется формулой (3), c2R =

γe
(1− ξ)RT

(1−m)2
— формула Рудингера, γe = [cv +

R(1 − ξ)]/cv — равновесный показатель адиа-
баты бесстолкновительной смеси.

На рис. 5 показаны зависимости равновес-
ной скорости звука, рассчитанные по формуле
(24) для порошка и засыпок песка, используе-
мого в экспериментах [36], а также рассчитан-
ные по формуле Рудингера. В расчетах прини-
малось T = 300 К, m∗ = m0 +Δ, для порошка
Δ = 0.1, для песка Δ = 0.01 при d < 1 мм и
Δ = 0.02 при d = 3 мм, m0 — по данным экспе-
риментов. Величина e0 выбиралась из наилуч-
шего согласования с экспериментом, для всех
песчаных засыпок принято одно и то же ее зна-
чение.

Видно, что зависимости скорости звука от
начального давления в порах и от размера ча-
стиц хорошо согласуются на начальном участ-
ке давления. Расхождения для крупных частиц
при большом давлении связаны с влиянием ре-
лаксационных процессов, которое в масштабах
экспериментальной установки (ширина трубы
5 см, расстояние от мембраны до датчиков дав-
ления 21 см и 45 см) становится существенным.
Здесь скорость передней характеристики рас-
пространения волны разрежения ниже равно-
весной скорости звука и в пределе (при увели-
чении d и давления в порах) стремится к замо-
роженной скорости звука (скорости звука в га-
зе c1 =

√
γ1RT ), что обсуждалось также в [36].
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Таким образом, несмотря на оценочный харак-
тер выражения для ec в условиях эксперимен-
тов [36], расчетные зависимости равновесной
скорости звука в рамках столкновительной мо-
дели с ec = const качественно согласуются с
имеющимися данными экспериментов.

ВЫВОДЫ

В работе представлена модель реагирую-
щей двухфазной среды газ — несжимаемые ча-
стицы, в которой учитывается столкновитель-
ная динамика хаотического движения частиц,
основанная на молекулярно-кинетических под-
ходах теории гранулированной среды.

Выделен класс изолированных гранулиро-
ванных сред, для которых уравнения могут
быть приведены к дивергентному виду. Полу-
чены условия на сильных разрывах, найдены
их типы и показана справедливость теоремы
Цемплена. Определена область существования
разрывов в плоскости параметров реституции
и шероховатости.

Для двухфазной столкновительной смеси
газ — частицы установлено два типа комби-
нированных разрывов: без генерации и с гене-
рацией столкновительной энергии на скачке.

Показано, что в столкновительном скач-
ке амплитуда объемной концентрации частиц
однозначно определяется начальной концентра-
цией и параметрами соударения частиц, неза-
висимо от скорости его распространения.

Получены аналитические представления
параметров газа и частиц на скачках. Опре-
делены области существования скачков с гене-
рацией хаотического движения частиц в плос-
кости параметров «скорость ударной волны —
начальная концентрация частиц».

Проведена верификация модели по данным
экспериментов [36] при разрушении камеры вы-
сокого давления ударной трубы. Расчетные за-
висимости равновесной скорости звука от раз-
мера и концентрации частиц в столкновитель-
ной двухфазной смеси и давления в камере вы-
сокого давления согласуются с данными изме-
рения скорости распространения волны разре-
жения.
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