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Проведено исследование процесса теплопереноса в перистальтическом потоке горючей
вязкой жидкости в насыщенной пористой среде, возникающем при распространении вол-
ны вдоль стенок канала. Предполагается, что в канале происходит экзотермическая хи-
мическая реакция в соответствии с кинетикой Аррениуса и конвективный теплообмен
с окружающей средой через поверхность стенок канала в соответствии с законом охла-
ждения Ньютона. Анализ выполнен с учетом вязкой диссипации и в предположении, что
расход материала отсутствует. Задача формулируется в длинноволновом приближении.
Получены замкнутые решения для функции тока, осевой составляющей вектора скоро-
сти и осевой составляющей градиента давления. Установлено, что при больших числах
Био температура уменьшается, с увеличением параметра реакции число Нуссельта уве-
личивается. Показано, что число Био и параметр реакции оказывают противоположное
влияние на число Нуссельта.
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Введение. Изучению течения жидкости в каналах посвящено большое количество

работ, что обусловлено широким использованием различных течений как в технике, так
и в биологических системах, например при выращивании кристаллов, проектировании
устройств для розлива жидкого металла, конструировании медицинских диагностических
приборов и т. п. Механизм перистальтического течения в симметричных и несимметрич-
ных каналах исследовался как теоретически, так и экспериментально. Такое течение воз-
никает вследствие последовательного сжатия и расширения стенок канала. Принцип пери-
стальтики является общим и для пищевода, и для желудка, и для кишечника. Механизм
перистальтики широко используется в промышленности, например при транспортиров-
ке коррозионных, санитарных и токсичных жидкостей и т. п. После появления работы [1]
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выполнено достаточно много исследований перистальтических течений. Исследовалось те-
чение как вязких, так и неньютоновских жидкостей [2–11].

Однако изучению влияния теплопереноса и пористости среды на перистальтическое

течение уделялось недостаточно внимания. Учет этих явлений существен при исследова-
нии артериальных систем человека и животных. В таких системах можно обнаружить ло-
кальные сужения (стенозы), возникающие вследствие наличия внутрисосудистых бляшек.
Стенозы вызывают нарушение нормального артериального кровотока. Очевидно, что ис-
следования артериального кровотока имеют большое значение для диагностики сердечно-
сосудистых заболеваний, в частности атеросклероза.

В ряде патологических случаев наличие в артериях отложений холестерина и бля-
шек позволяет рассматривать артерии как пористую среду. С учетом этих факторов в

работе [12] изучалось перистальтическое течение жидкости со степенным уравнением со-
стояния в пористой трубе. В [13] построена математическая модель перистальтического
течения Джефри в пористой среде, ограниченной податливыми стенками. В [14] изучено
влияние пористости на перистальтическое течение ньютоновской жидкости в наклонном

плоском канале, а в [15] — перистальтическое течение максвелловской жидкости через по-
ристую среду с учетом эффекта Холла. Задача о перистальтическом течении электропро-
водящей микрополярной жидкости в симметричном канале, заполненном пористой средой,
решена в [16]. В [17] выполнен анализ теплопереноса при перистальтическом течении нью-
тоновской жидкости в асимметричном канале. Влияние теплопереноса на течение через по-
ристую среду, индуцированное перистальтикой податливых стенок, изучалось в [18]. В [19]
исследовано совместное влияние магнитного поля и пористости среды на перистальтиче-
ское течение максвелловской жидкости и теплоперенос в канале с податливыми стенками.
Перистальтическое течение ньютоновской жидкости через пористую среду в вертикаль-
ном асимметричном канале при наличии теплопереноса изучено в [20]. Перистальтическое
накачивание жидкости Джефри при наличии теплопереноса исследовалось в [21]. В рабо-
те [22] предложена математическая модель неустановившегося перистальтического потока
тепла через пористый канал конечной длины. В работах [23, 24] подробно проанализиро-
вана модель течения в насыщенной пористой среде.

Насколько известно авторам данной работы, исследование переноса тепла при пери-
стальтическом течении реагирующей вязкой жидкости через насыщенную пористую среду

при наличии теплообмена через поверхность стенок канала не проводилось. Целью дан-
ной работы является анализ теплопереноса при перистальтическом течении реагирующей

вязкой жидкости при наличии конвективного теплопереноса на стенках канала.

Изучение теплообмена в пористой среде имеет большое значение при моделировании

кровотока в опухоли и мышцах, движения питательных веществ в клетках головного моз-
га, движения лекарственных препаратов, образования бляшек холестерина и артериаль-
ных тромбов. В данной работе учитывается конвективный теплообмен с окружающей сре-
дой через стенки канала.

1. Формулировка задачи и уравнения течения. Решается термогидродинами-
ческая задача о перистальтическом течении вязкой горючей жидкости в симметричном

канале −H̃ 6 Ỹ 6 H̃. Однородную изотропную пористую среду заполняет несжимаемая
жидкость. Стенки канала непроницаемы, и через них происходит конвективное охлажде-
ние до температуры, равной температуре окружающей среды Ta. Движение жидкости
возникает вследствие распространения волны с малой амплитудой вдоль стенок канала.
Используется ортогональная декартова система координат X̃ и Ỹ (рис. 1). На рис. 1 по-
казана геометрия исследуемого течения. Решается двумерная задача о течении жидкости
с учетом вязкой диссипации.
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Рис. 1. Физическая модель

Форма стенок канала описывается уравнением [4, 5, 7, 16, 21]

H̃(X̃, t̃) = d+ b cos [2π(X̃ − ct̃)/λ],

где d — половина ширины канала; b — амплитуда волны; λ — длина волны; c — скорость

распространения волны; t̃ — время.
Для компонент вектора скорости Ṽ = (Ũ(X̃, Ỹ , t̃), Ṽ (X̃, Ỹ , t̃), 0) используются следу-

ющие уравнения:
— уравнение неразрывности

ŨX̃ + ṼỸ = 0; (1)

— проекция на ось X̃ уравнения, выражающего закон сохранения количества движе-
ния:

ρ(Ũt + Ũ ŨX̃ + Ṽ ŨỸ ) = −P̃X̃ + µ(ŨX̃X̃ + ŨỸ Ỹ )− (µ/K)Ũ ; (2)

— проекция на ось Ỹ уравнения, выражающего закон сохранения количества движе-
ния:

ρ(Ṽt + Ũ ṼX̃ + Ṽ ṼỸ ) = −P̃Ỹ + µ(ṼX̃X̃ + ṼỸ Ỹ )− (µ/K)Ṽ ; (3)

— уравнение энергии

ρcp(T̃t + Ũ T̃X̃ + Ṽ T̃Ỹ ) = k(T̃X̃X̃ + T̃Ỹ Ỹ ) + Φ1 + Φ2 + Φ3, (4)

где

Φ1 = µ[2(ŨX̃)2 + 2(ṼỸ )2 + (ŨỸ + ṼX̃)2], Φ2 =
µŨ2

K
, Φ3 = SC0A e−E/(RT ) . (5)

Слагаемое Φ1 учитывает вязкую диссипацию [17, 18], Φ2 — дополнительную вязкую дисси-
пацию при малых и больших значениях проницаемости среды [25], Φ3 — экзотермическую

реакцию, происходящую в соответствии с кинетическим уравнением Аррениуса [26, 27].
Краевые условия ставятся следующим образом:

ŨỸ = 0 при Ỹ = 0, Ũ = 0 при Ỹ = H̃,

T̃Ỹ = 0 при Ỹ = 0, −kT̃Ỹ = l(T − Ta) при Ỹ = H̃.
(6)
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В уравнениях (1)–(6) Ũ , Ṽ — компоненты вектора скорости в системе координат (X̃, Ỹ );
P̃ — давление; ρ — плотность; µ — динамическая вязкость; K — проницаемость пористой

среды; cp — удельная теплоемкость; k — теплопроводность жидкости; S — теплота хи-
мической реакции; C0 — начальная концентрация реагирующих частиц; A — константа в

уравнении Аррениуса; E — энергия активации; R — универсальная газовая постоянная;
T̃ — абсолютная температура; l — коэффициент передачи внутреннего тепла.

Подвижная (x̃, ỹ) и неподвижная (X̃, Ỹ ) системы координат связаны соотношениями
[4–7, 14, 16, 17, 20, 21]

x̃ = X̃ − ct̃, u(x̃, ỹ) = Ũ(X̃, Ỹ , t̃)− c,

ỹ = Ỹ , ṽ(x̃, ỹ) = Ṽ (X̃, Ỹ , t̃), p̃(x̃, ỹ) = P̃ (X̃, Ỹ , t̃),
(7)

где ũ, ṽ, p̃ — компоненты вектора скорости и давление в подвижной системе координат.
Ниже используются безразмерные величины

x =
x̃

λ
, y =

ỹ

d
, u =

ũ

c
, v =

ṽ

c
, t =

ct̃

λ
, T =

E(T̃ − Ta)

RT 2
a

, h =
H̃

d
. (8)

Если положить

u = ψy, v = −δψx, (9)

где ψ = ψ(x, y) — функция тока, то уравнение несжимаемости (1) будет выполняться
тождественно.

Подставляя (7)–(9) в (2)–(6), получаем

Re δ(ψyψxy − ψxψyy) = −px + (δ2ψxxy + ψyyy)− β2(ψy + 1),

Re δ3(ψxψxy − ψyψxx) = −py + δ2(δ2ψxxx + ψxyy),
(10)

Pr Re δ(ψyTx − ψxTy) = δ2Txx + Tyy +

+ Γ
{

eT/(1+εT ) + αβ2(ψy + 1)2 + α[4δ2(ψxy)
2 + (ψyy − δ2ψxx)2]

}
;

ψyy = 0 при y = 0, ψy = −1 при y = h(x) = 1 + a cos (2πx); (11)

Ty = 0 при y = 0, Ty = −BiT при y = h(x) = 1 + a cos (2πx), (12)

где δ — волновое число; p— давление; Re — число Рейнольдса; Pr — число Прандтля; α —
параметр вязкого нагрева; ε — энергия активации; Γ — параметр Франка — Каменецкого

(параметр реакции); β — параметр пористости среды; Bi — число Био; a — безразмерная

амплитуда. Безразмерные величины введены следующим образом:

δ =
d

λ
, p =

d2p̃

cλµ
, Re =

ρcd

µ
, Pr =

µcp
k
, α =

µc2 eE/(RTa)

SC0Ad2
,

ε =
RTa

E
, Γ =

SC0AEd
2 e−E/(RTa)

kRT 2
a

, β =
d√
K
, Bi =

ld

k
, a =

b

d
.

Безразмерное число Нуссельта определяется по формуле

Nu = −∂T
∂y

∣∣∣
y=h(x)

.

Выражение для безразмерного расхода жидкости Q̃ в неподвижной системе координат

имеет вид [4, 7, 16, 21]

Q̃ =

H̃(X̃,t̃)∫
0

Ũ(X̃, Ỹ , t̃) dỸ .
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С учетом преобразования (7) получаем

Q̃ = q̃ + cH̃(x̃), (13)

где q̃ — безразмерный расход жидкости в подвижной системе координат:

q̃ =

H̃(X̃)∫
0

ũ(x̃, ỹ) dỹ.

В любом фиксированном сечении X̃ средний расход за период τ = λ/c равен

Θ̃ =
1

τ

τ∫
0

Q̃ dt̃. (14)

Из (13), (14) получаем

Θ̃ = q̃ + cd.

Определяя безразмерные расходы в неподвижной и подвижной системах координат:

Q = Θ̃/(cd), F = q̃/(cd),

получаем

Q = F + 1,

где

F =

h(x)∫
0

ψy dy = ψ(h(x))− ψ(0).

Если функцию тока в центре канала положить равной нулю, то на стенке канала (y = h(x))
она должна быть равной F :

ψ = 0 при y = 0, ψ = F при y = h(x) = 1 + a cos (2πx). (15)

2. Решение математической задачи. С использованием длинноволнового прибли-
жения при малых числах Рейнольдса приближения уравнений (10) принимают следующий
вид:

0 = −px + ψyyy − β2(ψy + 1); (16)

0 = −py; (17)

0 = Tyy + Γ
[
eT/(1+εT ) +αβ2(ψy + 1)2 + α(ψyy)

2
]
. (18)

При Re → 0 безынерционное течение соответствует течению Пуазейля.
Градиент давления зависит от x и t только в неподвижной системе координат и не

зависит от y. Такие особенности течения предсказуемы, поскольку при δ = 0 отсутствует
кривизна линий тока, приводящая к появлению градиента давления в поперечном направ-
лении.

При малых числах Рейнольдса из допущений длинноволнового приближения следует,
что δ = 0, Re = 0. Заметим, что длинноволновое приближение и предположение о равен-
стве нулю числа Рейнольдса можно использовать при описании движения химуса в тонкой

кишке мужчины [28]. В этом случае c = 2 см/мин, a = 1,25 см, λ = 8,01 см, следовательно,
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половина ширины кишечника мала по сравнению с длиной волны: a/λ = 0,156. В рабо-
те [29] также отмечается, что движение в тонкой кишке соответствует малым числам Рей-
нольдса. Поток внутриматочной жидкости вследствие миометральных сокращений также
является перистальтическим течением в полости.

Сагиттальное сечение матки представляет собой узкий канал, заключенный между
двумя практически параллельными стенками [30]. Ширина этого канала (1÷ 3 мм) очень
мала по сравнению с его длиной (50 мм) [31], вследствие чего угол раскрытия от шейки
матки до ее дна составляет приблизительно 0,004 рад. В результате анализа динамических
показателей матки определены частота, длина, амплитуда типичной сократительной вол-
ны и скорость движения жидкости. Эти значения соответственно равны 0,010÷ 0,057 Гц,
10÷ 30 мм, 0,05÷ 0,20 мм и 0,5÷ 1,9 мм/с.

Дифференцируя уравнение (16) по x, уравнение (17) — по y, получаем уравнение

совместности

ψyyyy − β2ψyy = 0. (19)

Решая уравнение (19) с граничными условиями (11), (15), находим

ψ =
(F + h) sh (βy)

sh (βh)− βh ch (βh)
− sh (βh) + βF ch (βh)

sh (βh)− βh ch (βh)
y. (20)

Подставляя решение (20) в уравнения (9), (16), имеем

u =
(F + h)β ch (βy)

sh (βh)− βh ch (βh)
− sh (βh) + βF ch (βh)

sh (βh)− βh ch (βh)
,

dp

dx
= − (F + h)β3

βh− th (βh)
.

Изменение безразмерного давления на длине волны вычисляется следующим образом:

∆Pλ =

1∫
0

(dp
dx

)
dx. (21)

Используя в (21) выражение для функции F = Q− 1, получаем формулу для вычисления
расхода жидкости

Q =
∆Pλ + β3L1

β3L2
,

где

L1 =

1∫
0

1− h

th (βh)− βh
dx, L2 =

1∫
0

1

th (βh)− βh
dx.

Следует отметить, что уравнение (18) является существенно нелинейным и получить
его решение в замкнутой форме очень сложно. В данной работе для получения решения
в виде рядов используется метод возмущений [32]. В качестве возмущаемого параметра
выберем параметр реакции Γ и используем результаты работ [26, 27].

Представим выражение для температуры в следующем виде:

T =
∞∑
l=0

ΓiTi. (22)
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Рис. 2. Влияние параметра β на компоненту скорости u при a = 0,5, Q = 1,5, x = 0:
1 — β = 0, 2 — β = 2, 3 — β = 3, 4 — β = 5

Рис. 3. Влияние параметра β на перепад давления ∆Pλ при a = 0,5:
1 — β = 0, 2 — β = 1,5, 3 — β = 2,5, 4 — β = 3,5

Подставляя (22) в уравнения (12), (18) и используя метод возмущений, получаем

T = Γ(A1 + f1(y)) + Γ2(A2 + f2(y)) + Γ3(A3 + f3(y)) +O(Γ4), (23)

где

f1(y) = −C3y
2/2− β2[C4 ch (βy)− C7 ch (2βy)],

f2(y) = {(C3y
2 − 12A1)y

2 + 6[4C4 ch (βy)− C7 ch (2βy)]}/24, (24)

f3(y) = C8y
2 + C5y

4 − C6y
6 − [C15 sh (βy) + C16 sh (2βy)]y + C13 ch (3βy)−

− (C11 + C9y
2) ch (βy)− (C12 + C10y

2) ch (2βy)− C14 ch (4βy).

Выражения для констант, входящих в формулы (23), (24), не приводятся вследствие их
громоздкости.

3. Обсуждение результатов. Ниже исследуется влияние различных параметров
задачи на характеристики перистальтического течения и теплопереноса.

На рис. 2 представлено распределение компоненты скорости u по координате y при
различных значениях параметра пористости β. Максимальное значение компоненты ско-
рости u достигается в центре канала и с увеличением параметра β уменьшается. Вблизи
перистальтической стенки с увеличением параметра β компонента скорости u увеличива-
ется.

Зависимость перепада давления на длине волны ∆Pλ от расхода жидкости Q при раз-
личных значениях параметра β приведена на рис. 3. С увеличением параметра β мощность
насоса в области откачивания (∆Pλ > 0, Q < 0) увеличивается, при этом максимальное
значение ∆Pλ, необходимое для получения нулевого расхода (Q = 0), также увеличивает-
ся. Таким образом, для обеспечения движения жидкости в случае отсутствия пор (β = 0)
перистальтический насос работает при давлениях, меньших, чем в случае их наличия
(β > 0). В случае течения без накачивания (∆Pλ = 0) расход Q уменьшается с увели-
чением параметра β. Зависимость перепада давления ∆Pλ от β в области накачивания
(∆Pλ < 0, Q > 0) является зависимостью, обратной зависимости в области откачивания.

На рис. 4 приведены зависимости среднего расхода Q от параметра пористости β при
различных значениях ∆Pλ. При малых значениях параметра β средний расход Q прак-
тически не зависит от β. Однако с увеличением β средний расход также увеличивается.
С увеличением ∆Pλ расход Q уменьшается при всех значениях β.
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Распределения температуры T по координате y при различных значениях парамет-
ров Γ, α, β, ε, Bi приведены на рис. 5. При увеличении параметра реакции Γ температура
жидкости увеличивается (см. рис. 5,а). Это объясняется тем, что с увеличением Γ значи-
тельно увеличивается интенсивность реакции, поэтому в уравнении энергии увеличивает-
ся слагаемое, соответствующее вязкому нагреву.

На рис. 5,б представлено распределение температуры жидкости по координате y при
различных значениях параметра вязкого нагрева α. Так же как при увеличении параметра
реакции Γ, при увеличении параметра вязкого нагрева α температура потока увеличива-
ется, но в меньшей степени. Параметр α в уравнении переноса тепла (18) входит только
в слагаемое, обусловленное наличием вязкого нагрева, но не входит в экспоненциально
возрастающее слагаемое, обусловленное наличием реакции. Этим объясняется то, что при
увеличении параметра α температура T возрастает медленнее, чем при увеличении пара-
метра Γ.

С увеличением параметра пористости β температура жидкости также увеличивается
(см. рис. 5,в). Как и следовало ожидать, с увеличением параметра энергии активации ε
температура жидкости уменьшается (см. рис. 5,г). Это объясняется тем, что экспонен-
циальная функция, учитывающая вклад экзотермической реакции, уменьшается с увели-
чением параметра ε. Профили температуры T при различных значениях числа Био Bi
приведены на рис. 5,д. С увеличением числа Био увеличивается интенсивность процесса
конвективного охлаждения через стенки канала, что приводит к уменьшению температу-
ры на них и, следовательно, к уменьшению температуры основного потока.

На рис. 6 приведена зависимость числа Нуссельта Nu, характеризующего скорость
теплообмена на стенках канала, от параметра Γ при различных значениях α, β, ε, Bi.
Видно, что число Нуссельта является возрастающей функцией параметра Γ. С увеличе-
нием параметров α и β число Нуссельта увеличивается (см. рис. 6,а,б), а с увеличением
параметра ε и числа Био Bi — уменьшается (см. рис. 6,в,г).

В целом параметры, вызывающие увеличение (уменьшение) температуры, соответ-
ствуют параметрам, обусловливающим увеличение (уменьшение) скорости теплообмена
на стенках канала.

Заключение. Предложена математическая модель перистальтического течения ре-
агирующей вязкой жидкости через насыщенную пористую среду. Изучен процесс тепло-
переноса при условиях симметричного конвективного охлаждения на стенках канала. По-
строено точное решение гидродинамической задачи. Уравнение теплопроводности решено
методом возмущений.
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Из результатов проведенного исследования следует, что с увеличением параметра по-
ристости β составляющая скорости u уменьшается, а скорость перистальтического отка-
чивания увеличивается. Однако в случае свободного потока и в случае перистальтическо-
го накачивания справедлива обратная зависимость. При больших значениях параметра β
расход жидкости Q увеличивается.

С увеличением параметров Γ, α, β температура жидкости увеличивается, а с увеличе-
нием параметра ε и числа Био Bi — уменьшается. Увеличение (уменьшение) одних и тех
же параметров приводит к увеличению (уменьшению) как скорости теплообмена на стен-
ках канала, так и температуры жидкости. Из результатов данной работы можно получить
результаты для случая непористой среды при β → 0, Bi → ∞ и постоянной температуре

стенок канала.
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