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Ïðåäëîæåí ëîêàëüíûé ðåãóëÿðèçóþùèé àëãîðèòì, èñïîëüçóþ-
ùèé èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó óòî÷íåíèÿ îòíîøåíèé øóì/ñèãíàë,
âõîäÿùèõ â ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæå-
íèÿ äëÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ýòîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî óìåíüøàåò çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà ïîñòðîåíèÿ ðåãó-
ëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ. Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
ïîêàçàë ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà ïî
ñðàâíåíèþ ñ «ãëîáàëüíûì»ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèòìîì.

Ââåäåíèå. ×àñòî â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû
ôîðìèðîâàíèÿ îïòè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ âûñòóïàåò èíòåãðàëüíîå
ñîîòíîøåíèå [1, 2]

K x y x y x y dx dy f x y
Ω
∫∫ ′ ′ ′ ′ ′ ′ =( , , , ) ( , ) ( , ),ϕ (1)

ãäå ϕ ( , )x y – èñõîäíîå èçîáðàæåíèå; K x y x y( , , , )′ ′ – àïïàðàòíàÿ
ôóíêöèÿ (èëè ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ òî÷êè); f x y( , ) – âûõîäíîå èçîá-
ðàæåíèå; Ω – îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ϕ ( , ).x y Åñëè îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà
èíâàðèàíòíà ê ñäâèãó, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü:

K x x y y x y dx dy f x y
Ω
∫∫ − ′ − ′ ′ ′ ′ ′ =( , ) ( , ) ( , ).ϕ (2)

Ïîä çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáðàòíàÿ
çàäà÷à [2]: ïî çàðåãèñòðèðîâàííîìó âûõîäíîìó èçîáðàæåíèþ f x y( , )
íåîáõîäèìî îöåíèòü èñõîäíîå èçîáðàæåíèå ϕ ( , ),x y äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ðåøèòü óðàâíåíèÿ (1), (2) îòíîñèòåëüíî ϕ ( , ).x y Êàê èçâåñòíî,
ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé I ðîäà (ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ (1),
(2)) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé [3].

Ñõåìà ðåãèñòðàöèè f x y( , ) è öèôðîâàÿ ôîðìà ìåòîäîâ îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé îáóñëîâëèâàþò ñëåäóþùóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü ôîð-
ìèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ (êîíå÷íîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ èíòåãðà-
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ëîâ (1), (2)) [4]. Èç çíà÷åíèé èçîáðàæåíèé ϕ ( , ), ( , )x y f x y′ ′ íà ñåòêàõ
ðàçìåðîì M Mx y× , N Nx y× ôîðìèðóþòñÿ âåêòîðû ϕ , f ðàçìåðíî-
ñòüþ M M Mx y= × , N N Nx y= × ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ââåäÿ ìàò-
ðèöó K ðàçìåðîì N M× , àïïðîêñèìèðóþùóþ èíòåãðàëüíûå îïåðà-
òîðû (1), (2), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

K fϕ = , (3)

ñîñòàâëåííîé èç N óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî M íåèçâåñòíûõ. Ê òàêîé
æå ñèñòåìå ïðèõîäèì ïðè ðåøåíèè îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé I ðîäà (çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ). Â îáùåì ñëó÷àå
ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, âîçìîæíî, âûðîæäåíà, à ìàòðèöà K ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïðèíèìàþò
íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ϕ + [3, 5, 6], êîòîðîå âñåãäà ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî. Ê ñîæàëåíèþ, âìåñòî òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè f äîñòó-
ïåí âåêòîð

~
,f f= + η (4)

ãäå η – ñëó÷àéíûé âåêòîð «øóìà èçìåðåíèé», îáóñëîâëåííûé
îøèáêàìè äèñêðåòèçàöèè, øóìàìè èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû è ò.
ä. Èçâåñòíî, ÷òî íàõîæäåíèå ïñåâäîðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷è-
âîé çàäà÷åé (ìàëûå îøèáêè èñõîäíûõ äàííûõ ìîãóò âûçâàòü áîëü-
øèå îøèáêè â ðåøåíèè), è ïîýòîìó äëÿ óñòîé÷èâîãî íàõîæäåíèÿ
ïñåâäîðåøåíèÿ ïðè íåòî÷íûõ äàííûõ èñïîëüçóþò ìåòîäû ðåãóëÿ-
ðèçàöèè [3, 6, 7].

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê èñêîìîìó ïñåâäîðåøåíèþ ϕ + áåðóò
ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå ϕ α ñèñòåìû (3), îïðåäåëÿåìîå èç «íî-
âîé»ñèñòåìû: ( )

~
,K W K W K W fT

f
T

f+ =α ϕϕ α ãäå α – ïàðàìåòð ðåãó-

ëÿðèçàöèè, èíäåêñ T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû. Ìàòðèöà Wf îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè î ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèêàõ âåêòîðà øóìà η è, êàê ïðàâèëî,
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ðàâíà Vη

−1, ãäå Vη – êîððåëÿöèîííàÿ

ìàòðèöà âåêòîðà øóìà. Ìàòðèöà Wϕ ðàçìåðîì M M× õàðàêòåðèçó-
åò àïðèîðíóþ ãëàäêîñòü èçîáðàæåíèÿ ϕ ( , ),x y â ÷àñòíîñòè ïîðÿäîê
ðåãóëÿðèçàöèè. Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì W Wfϕ , , ìîæíî ïî-
ëó÷èòü øèðîêèé ñïåêòð ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé: îò ðåãóëÿðè-
çîâàííîãî ïî À. È. Òèõîíîâó äî áàéåñîâñêîãî [5, 6].

Êàê ïðàâèëî, íåäîñòàòîê àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èñêîìîì ðå-
øåíèè ϕ «çàñòàâëÿåò»çàäàòü ôèêñèðîâàííóþ ìàòðèöó Wϕ èñõîäÿ èç
òðåáóåìîãî ïîðÿäêà ðåãóëÿðèçàöèè è ïîäáîðîì òîëüêî îäíîãî ïà-
ðàìåòðà α ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå ïî òî÷íîñòè ðåãóëÿðèçîâàííûå
ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò íàéòè α , ãàðàíòè-
ðóþùåå îïòèìàëüíîñòü ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ïî ïîðÿäêó
(âûáîð α èç ïðèíöèïà íåâÿçêè [7]), èëè îöåíèòü îïòèìàëüíîå α , äî-
ñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêå (âûáîð α èç
êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè [6]).

Åñòåñòâåííî, ÷òî òàêàÿ «ãëîáàëüíàÿ»ðåãóëÿðèçàöèÿ èìååò ìå-
íüøóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíîé «ëîêàëüíîé»ðåãóëÿ-
ðèçàöèåé, îñóùåñòâëÿåìîé ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäáîðîì âñåõ ýëå-
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ìåíòîâ ìàòðèöû Wϕ (íàïðèìåð, áàéåñîâñêîå ðåøåíèå). Îäíàêî òðå-
áóåìàÿ äëÿ òàêîãî âûáîðà Wϕ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ íà ïðàêòèêå
îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê èòå-
ðàöèîííîìó óòî÷íåíèþ ýòîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äîñòóïíîé èíôîðìàöèè [6, 8–10]. Òàê, â ðàáîòå [6, ñ. 181]
ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ ëîêàëüíîãî îòíî-
øåíèÿ øóì/ñèãíàë ïðè âû÷èñëåíèè êàæäîãî êîýôôèöèåíòà äèñê-
ðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ. Àíàëî-
ãè÷íàÿ ïðîöåäóðà â òåðìèíàõ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû
K KT ðàññìàòðèâàëàñü â [10].

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû
ñèñòåìû (3) è ðåçóëüòàòîâ [11] îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå òî÷êè èòå-
ðàöèîííîé ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ ëîêàëüíîãî îòíîøåíèÿ øóì/ñèã-
íàë, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåà-
ëèçàöèþ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè.

1. Îïòèìàëüíàÿ ëîêàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âåêòîð øóìà η â ïðåäñòàâëåíèè (4) èìååò íóëåâîå ñðåäíåå è êîððå-
ëÿöèîííóþ ìàòðèöó Vη , äîïóñêàþùóþ çàïèñü

V Cη η ησ= 2 . (5)

Çäåñü Cη – «íîðìèðîâàííàÿ»(ê ìàêñèìàëüíîé äèñïåðñèè ση
2 ) êîððå-

ëÿöèîííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå ϕ α ñèñòåìû
(3) ïðè W Vf = −

η
1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [5]

ϕ α αα η= −V r r U C fM
Tdiag{ 1

1 2( ), . . . , ( )}
~
, ãäå U, V – îðòîãîíàëüíûå ìàò-

ðèöû, âõîäÿùèå â ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû:

C K U V T
η
− =1 2 Λ , (6)

Λ – ìàòðèöà ðàçìåðîì N M× , ó êîòîðîé {Λ} ,j j j= ≥λ 0, j M= 1 2, , . . . , ,
à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Âåëè÷èíû λj íàçûâàþòñÿ ñèíãó-
ëÿðíûìè ÷èñëàìè. Ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü rj( )α èìååò âèä

r j Mj
j

j jm
( ) , , ... , ,

( )
α

λ

λ α λ
= =

+2
1

(7)

à ôóíêöèÿ m ( )λ > 0 – íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ òðå-
áóåìîé «ãëàäêîñòüþ»ïðîåêöèé âåêòîðà ϕ (íàïðèìåð, m ( )λ = 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ðåãóëÿðèçàöèè íóëåâîãî ïîðÿäêà). Â îáùåì ñëó÷àå
m ( ) ,λ λγ= 1 γ ≥ 0, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ôóíêöèè ìàòðèöà Wϕ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì

W V m m VM
T

ϕ λ λ= diag{ ( ), ... , ( )} .1

Ïåðåõîä îò «ãëîáàëüíîé»ðåãóëÿðèçàöèè (ìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèí
ïàðàìåòð α ) ê «ëîêàëüíîé»ìîæíî îñóùåñòâèòü, ââåäÿ ðåãóëÿðèçó-
þùèå ìíîæèòåëè rj âèäà
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r j Mj

j

j jq
= =

+

λ

λ2
1, , . . . , ,

(8)

ãäå ñòàáèëèçèðóþùèé ìíîæèòåëü qj «íàñòðàèâàåòñÿ» îòäåëüíî îò
êàæäîãî èíäåêñà j. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê îñóùåñòâèòü òàêóþ íà-
ñòðîéêó? Ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà íåãî.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

$ , . . . ,
~ϕ λ

λ

λ

λ
η=







+ +

−V U C f
q q

M

M M

Tdiag 1

1
2

1
2

1 2 (9)

ïðèìåì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó, îïðåäåëÿåìóþ ôóíêöèîíà-

ëîì ∆( $ ) $ ,ϕ ϕ ϕη= −





+M
2

ãäå Mη [ ]⋅ – îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η.
Óòâåðæäåíèå 1. Ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå ϕ

îïò
äîñòàâëÿåò

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ∆( $ )ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåãóëÿðè-
çóþùèå ìíîæèòåëè rj îïðåäåëÿþòñÿ êàê

r r j Mj j

j

j jS
= = =

+
îïò ,

( )
, , . . . , ,

λ

λ2
1

1
(10)

ãäå âåëè÷èíà
S xj j j= +σ λη

2 2( ) (11)

òðàêòóåòñÿ êàê ëîêàëüíîå îòíîøåíèå øóì/ñèãíàë, à xj – ïðîåêöèè
âåêòîðà: x V T+ += ϕ , ϕ + – èñêîìîå íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñèñ-

òåìû (3) ïðè òî÷íî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæ-
äåíèÿ 1 ïðèâîäèòñÿ â ïðèëîæåíèè.

Ðåøåíèå ϕ
îïò

ìîæíî íàçâàòü îïòèìàëüíûì, à ïðîöåäóðó åãî
ïîñòðîåíèÿ – îïòèìàëüíûì ëîêàëüíûì ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèò-
ìîì.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìàòðèö K è âåêòîðîâ ϕ, ïîêàçàëè ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå òî÷íî-
ñòè (â äåñÿòêè è ñîòíè ðàç) îïòèìàëüíîãî ëîêàëüíîãî ðåãóëÿðèçóþ-
ùåãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðè-
çàöèè ïðè îïòèìàëüíîì ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè. Ê ñîæàëåíèþ,
âû÷èñëåíèå r jîïò , íà ïðàêòèêå íå ðåàëèçóåìî èç-çà íåçíàíèÿ âåê-
òîðà x V T+ += ϕ . Ïîýòîìó ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü îöåíèâàíèÿ îò-

íîøåíèÿ øóì/ñèãíàë íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåãóëÿðèçîâàí-
íûõ ðåøåíèé.

2. Èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå ëîêàëüíûõ îòíîøåíèé øóì/ñèã-
íàë. Ïóñòü ϕ ( )0 – íåêîòîðîå ðåøåíèå, ñõîäÿùååñÿ ê íîðìàëüíîìó

ïñåâäîðåøåíèþϕ + ïðè ση
2 0→ . Òîãäà îïðåäåëèì íîâîå ðåøåíèå ϕ ( )1

ñ ðåãóëÿðèçóþùèìè ìíîæèòåëÿìè:

r j Mj

j

j jS

( )

( )
( $ )

, , . . . , ,1

2 0
1

1= =
+

λ

λ

74



ãäå $ ( ) ,( ) ( )S xj j j
0 2 0 2= σ λη x V( ) ( ).0 0= ϕ Ïðîäîëæàÿ òàêîå óòî÷íåíèå,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå:

$ ,( )

( )( )
S j

n

j j
nx

=
σ

λ

η
2

2

(12)

x y j M nj
n j

j j
n j

S

( )

( )
( $ )

~ , , , . . . , , , , , . . .+ = = =
+

1

2
1

1 2 0 1 2
λ

λ
,

(13)

ãäå ~yj – ïðîåêöèè âåêòîðà: ~ ~
.y U C fT= −

η
1 2

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïðåäåëüíîé òî÷êå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðå-
øåíèé ϕ ( ) ( ).n nVx= Ââåäåì âåëè÷èíû ~ ~ ,S yj j

+ = ση
2 2 $ ( )( ) ( )S xj j j

0 2 0 2= σ λη

è êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

( $ ) $ ,* *

~
S Sj

j

j
S

2 2 1 01+ −










 + =

+

(14)

êîðíè êîòîðîãî îáîçíà÷èì êàê $
,
*Sj 1 è $ ,,

*Sj 2
$ $ .,

*
,
*S Sj j1 2≤ Ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ðåøåíèå ϕ ( )n îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ϕ λ

λ

λ

λ

( )

( ) ( )( $ ) ( $ )
, ... ,n

n
M

M M
n

V
S S

=


+ +− −
diag 1

1
2

1
1 2 11 1








=−U C f nT
η

1 2 1 2
~

, , , ... ,

ãäå $ ( )Sj
n − 1 – ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12). Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà-

÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ϕ ( )0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ,( ) * *

n

n Vx
→ ∞

= =ϕ ϕ

ãäå âåêòîð x * èìååò ïðîåêöèè

x

y S S S S

j

j j j j j j j

*

,
* ( )

,
~ ( ( $ )), ~ , $ $

=

+ ≤ ≤ <+λ λ 2
1

01 1 4 0åñëè 2

2
2

0
21 1 4

*

,
* ( )

,
*

,

~ ( ( $ )), ~ , $ $ ,λ λj j j j j j jy S S S S+ ≤ =+
åñëè

0 1 4

0 1 4

0
2, ~ , $ $ ,

, ~ .

( )
,
*

åñëè

åñëè

S S S

S

j j j

j

+

+

≤ >

>













(15)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.
Ðåçóëüòàòû óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò, íå âûïîëíÿÿ èòåðàöèé

(12), (13), ñðàçó âû÷èñëèòü ïðåäåëüíóþ òî÷êó x * è ñîîòâåòñòâåííî
âåêòîð ðåøåíèé ϕ * *.= Vx

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç (15) âèäíî, ÷òî:
– ïðîåêöèÿ xj

* ,= 0 åñëè: à) îòíîøåíèå øóì/ñèãíàë ~ ~S yj j
+ = ση

2 2

äëÿ ïðîåêöèè ïðàâîé ÷àñòè yj áîëüøå 1/4 èëè á) îòíîøåíèå
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øóì/ñèãíàë $ ( )Sj
0 == σ λη

2 0 2( )( )
j jx óíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x V T( ) ( )0 0= ϕ

áîëüøå $ ;,
*Sj 2

– ïðè óìåíüøåíèè äèñïåðñèè ση
2 áóäåò âîçðàñòàòü êîëè÷åñòâî

ïðîåêöèé xj
*, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ϕ ( )0 ñõîäèòñÿ ê

òî÷íîìó ïñåâäîðåøåíèþ ϕ +, ò. å. M ϕ ϕ( )0 2
0−





→+ ïðè ση
2 0→ , òî

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü M ϕ ϕ* −





→+ 2
0 ïðè ση

2 0→ .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.
Ðåçóëüòàòû äâóõ ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèé ïîçâîëÿþò ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî ðåøåíèå ϕ * ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûì ðåøåíèåì ñèñ-
òåìû (3), òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò äâóì äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì [3]:

à) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ~
;f

á) ñõîäèòñÿ ê èñêîìîìó íîðìàëüíîìó ïñåâäîðåøåíèþ ñèñòåìû
(3) ïðè ñòðåìëåíèè óðîâíÿ øóìà ê íóëþ.

Ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ϕ * ìîæíî íàçâàòü
ëîêàëüíûì ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèòìîì ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íå-
íèåì.

3. Îáîáùåíèÿ ëîêàëüíîãî ðåãóëÿðèçóþùåãî àëãîðèòìà. Ïîä-
õîä, ïîëîæåííûé â îñíîâó âûøåðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà, ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî â äðóãèõ çàäà÷àõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìàõ,
íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâîäÿòñÿ äàëåå.

Âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èçâåñòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ èçìåðèòåëü-
íàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçíîñòíûì
ÿäðîì âèäà (2). Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõå-
ìû ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé îñíîâàíû íà äâóìåðíîì
äèñêðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå (ÄÏÔ) è àëãîðèòìå áûñòðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ïîäðîáíåå ñì. [5, 7]). Â îáùåì ñëó÷àå ðåãó-
ëÿðèçóþùèé àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèåì

$
~

,ϕ η= − −W RWC f1 1 2 (16)

ãäå W W−1, – ìàòðèöû îáðàòíîãî è ïðÿìîãî ÄÏÔ; R – ìàòðèöà ðå-

ãóëÿðèçóþùèõ ìíîæèòåëåé, i, j-é ýëåìåíò êîòîðîé èìååò âèä:

Ri j
i j

i j i j

i j

i j i jq S
,

,

, ,

,

, ,| | | | ( $ )
.= =

+ +

λ

λ

λ

λ2 2 1

(17)

Âåëè÷èíû λi j, – êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ îò äâóìåðíîãî ðàçíîñòíî-
ãî ÿäðà, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè÷è-
íàìè. Èç ñðàâíåíèé (16), (17) ñ (9), (8) âèäíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ àëãîðèòìà èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ ëîêàëüíîãî îòíîøåíèÿ
øóì/ñèãíàë $

,
( )Si j
n äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ
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qi j, è âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÄÏÔ Φ *( , )i j ïðåäåëüíîãî ðåãóëÿ-

ðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ϕ *( , )x y íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (15).

Ñãëàæèâàíèå çàøóìëåííûõ èçîáðàæåíèé. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèò-
ìû ôèëüòðàöèè çàøóìëåííûõ èçîáðàæåíèé ~

( , ) ( , ) ( , )f x y f x y x y= + η
ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ÄÏÔ, èõ ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå (16),
ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû ôèëüòðóþùèõ ìíîæèòåëåé R áóäóò èìåòü
âèä

Ri j
i j i jq S

,
, ,

$
.= =

+ +
1

1

1

1

(18)

Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ëîêàëüíûõ îòíîøåíèé øóì/ñèãíàë $
,Si j

âíîâü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíûå òî÷êè èòåðàöèîííîé ïðîöå-
äóðû âèäà $ | ( , )| ,,

( ) ( )S F i ji j
n n+ =1 2 2ση ãäå F i jn( )( , ) – êîýôôèöèåíòû

ÄÏÔ ñãëàæåííîãî èçîáðàæåíèÿ ïðè $ $ ., ,
( )S Si j i j
n= Â êà÷åñòâå íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèé $
,
( )Si j
0 ïðèíèìàþòñÿ $ | ~( , )| ,,

( )S F i ji j
0 2 2= ση ãäå ~( , )F i j – êî-

ýôôèöèåíòû ÄÏÔ èñõîäíîãî çàøóìëåííîãî èçîáðàæåíèÿ.
4.Îöåíèâàíèå äèñïåðñèè øóìà. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ïîñòðî-

åíèþ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ è ñãëàæèâàíèÿ èçîáðà-
æåíèé òðåáóåò çàäàíèÿ äèñïåðñèè øóìà ση

2, âõîäÿùåé â êîððåëÿöè-

îííóþ ìàòðèöó (5). Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå çàäàíèÿ äèñïåðñèè
èëè óðîâíÿ øóìà ïðèñóùå è äðóãèì ïîäõîäàì ê ïîñòðîåíèþ ðåãó-
ëÿðèçóþùèõ àëãîðèòìîâ (ìåòîä íåâÿçêè, âûáîð α èç ïðèíöèïà íå-
âÿçêè è ò. ä.). Ê ñîæàëåíèþ, â ðÿäå ñëó÷àåâ äîñòîâåðíîå çàäàíèå
äèñïåðñèè øóìà íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì îöå-
íèâàíèÿ äèñïåðñèè øóìà íà îñíîâå «âûñîêî÷àñòîòíûõ»êîìïîíåíòîâ
ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (1)–(3).Äëÿ êîíêðåòíîñòè âåð-
íåìñÿ ê ñèñòåìå (3) è ñèíãóëÿðíîìó ðàçëîæåíèþ (6).

Âåêòîð ~ ~
y U C fT= −

η
1 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~ .y V U C x nT= + = +−Λ Λϕ ηη
1 2 (19)

Ñëó÷àéíûé âåêòîð n U CT= −
η η1 2 èìååò íóëåâîå ñðåäíåå M n[ ] = 0

(ïðè ïðåäïîëîæåíèè M[ ]η = 0) è êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó

V M nn U C M C U In
T T T= = =− −[ ] [ ] &.η η ηηη σ1 2 1 2 2 (20)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèè âåêòîðà n íå êîððåëèðîâàíû ìåæäó
ñîáîé è èìåþò äèñïåðñèþ ση

2. Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ìàòðèöû Λ (ïî-

ñëåäíèå N M– ñòðîê ðàâíû íóëþ) ñîîòíîøåíèÿ (19) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ~y xj j j= +λ + nj, j M= 1 2, , . . . , ; ~ ,y nj j= j M N= + 1, . . . , .

Èç (20) ñëåäóåò

M y N Mj

j M

N
~ ( ).2

1

2

= +
∑







 = −ση
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Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå îöåíêè $ση
2 äëÿ äèñïåðñèè ση

2 ìîæíî

ïðèíÿòü âåëè÷èíó $ ~ .ση
2 2

1

1=
− = +

∑
N M

yj

j M

N

5. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ïðîâåðêè
ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ñâîéñòâ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ëîêàëüíîé
ðåãóëÿðèçàöèè áûë ïðîâåäåí îáøèðíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îäíîãî èç ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ìàòðèöà K ñèñòåìû (3) èìåëà ðàçìåð 200 120× è ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè ≈105. Â êà÷åñòâå âåêòîðà ϕ áûëè ïðèíÿòû äâà âåêòîðà: 1)

«ãëàäêîå» ðåøåíèå (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü); 2) «èìïóëü-
ñíîå»ðåøåíèå (èìåþùåå äâà èìïóëüñà).

Çíà÷åíèå òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè f K= ϕ èñêàæàëîñü íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííûì øóìîì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé ση

2, êîòî-

ðàÿ çàäàâàëàñü ïî îòíîñèòåëüíîìó óðîâíþ øóìà δη = − =$f f f

0,001, 0,005, 0,01, 0,05, 0,1, 0,15, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 0,1, 0,5, 1, 5,
10, 15 %. Òàê êàê ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñëó-
÷àéíîìó âåêòîðó ~

,f ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëó÷àéíûì âåêòîðîì è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íîðìà îøèáêè ðåøåíèÿ – ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, òî ïðè-
âîäèìûå íèæå õàðàêòåðèñòèêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòåìàòè÷å-
ñêèå îæèäàíèÿ íîðì îøèáêè ðåøåíèÿ. Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ïî 50 ðåàëèçàöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåì âåëè÷èíó

E

M

M

1

2

2
=













+ +

+

−

−

~

*

,
ϕ ϕ

ϕ ϕ
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Ðèñ. 1. Îòíîøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê íåðåãóëÿðèçîâàííîãî

ïñåâäîðåøåíèÿ ~ϕ+ è ïðåäëàãàåìîãî ðåøåíèÿ ϕ * ïðè ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ øóìà



ïîêàçûâàþùóþ îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå îøèáêè íåðåãóëÿðèçî-
âàííîãî ðåøåíèÿ ~ϕ + (ïñåâäîðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî «çàøóìëåí-
íîé» ïðàâîé ÷àñòè) ïî ñðàâíåíèþ ñ ëîêàëüíûì ðåãóëÿðèçîâàííûì
ðåøåíèåì ϕ * (ñîîòíîøåíèÿ (15) ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

ϕ ϕ( ) ~0 = + ). Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü E1 îò óðîâíÿ øóìà äëÿ

ãëàäêîãî è èìïóëüñíîãî ðåøåíèé. Õîòÿ ñ óìåíüøåíèåì øóìà «âû-
èãðûø»ëîêàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè óìåíüøàåòñÿ, âñå ðàâíî îí âåñü-
ìà ñóùåñòâåí.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ϕ * èìååò îøèáêó áîëüøå ÷åì ðåøåíèå
ϕ

îïò
èç-çà çàìåíû òî÷íîãî îòíîøåíèÿ øóì/ñèãíàë íà ïðåäåëüíûå

òî÷êè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (12), (13).Ïîýòîìó ââåäåì âåëè÷èíó

E
M

M
2

2

2
=













−

−

+

+

ϕ ϕ

ϕ ϕ

*

,

îïò
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Ðèñ. 2. Îòíîøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ

ïðåäëîæåííûì ëîêàëüíûì ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèòìîì è áàéåñîâñêèì

ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèòìîì

Ðèñ. 3. Îòíîøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáîê ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ

ïðåäëîæåííûì ëîêàëüíûì ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèòìîì è ãëîáàëüíûì

ðåãóëÿðèçóþùèì àëãîðèòìîì



ïîêàçûâàþùóþ îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå îøèáêè ðåøåíèÿ ϕ * ïî
ñðàâíåíèþ ñ «èäåàëüíûì»ðåøåíèåì ϕ

îïò
. Íà ðèñ. 2ïðåäñòàâëåíû çà-

âèñèìîñòè E2 îò óðîâíÿ øóìà è ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ. Âèäíî, ÷òî ëî-
êàëüíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè ñðåäíåì
óðîâíå øóìà (ìåíüøå 10 %). Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè è
äðóãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ðåøåíèå ϕ * òî÷íåå ëîêà-
ëüíîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ϕ α , ïîñòðîåííîãî ïðè îïòèìà-
ëüíîì ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè α

îïò
, ââåäåì

E

M

M

3

2

2
=














−

−

+

+

ϕ ϕ

ϕ ϕ

α
îïò

*

.

×åì áîëüøå ýòà âåëè÷èíà åäèíèöû, òåì ïðåäïî÷òèòåëüíåé ÿâëÿåò-
ñÿ àëãîðèòì ëîêàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñè-
ìîñòè E3 îò óðîâíÿ øóìà äëÿ ãëàäêîãî è èìïóëüñíîãî ðåøåíèé. Äëÿ
âûñîêîãî óðîâíÿ øóìà (10–15 %) ðåøåíèÿ ϕ ϕα

îïò

, * èìåþò îäèíàêî-

âóþ òî÷íîñòü, à ïðè ìåíüøåì óðîâíå øóìà âèäíî ïðåèìóùåñòâî
ðåøåíèÿ ϕ *.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûé ëîêàëüíûé ðåãóëÿðèçóþùèé àëãî-
ðèòì, èñïîëüçóþùèé îöåíêè îòíîøåíèÿ øóì/ñèãíàë, íå òðåáóåò
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î õàðàêòåðèñòèêàõ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è
ïðè íåâûñîêîì óðîâíå øóìà íåçíà÷èòåëüíî óñòóïàåò ïî òî÷íîñòè
áàéåñîâñêîìó îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ è ñóùåñòâåííî òî÷íåå àëãî-
ðèòìîâ ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè. Çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà
ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ϕ * íå ïðåâîñõîäÿò çàòðàò íà ïîñòðîåíèå ãëî-
áàëüíîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ ϕ α ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà ðå-
ãóëÿðèçàöèè.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëà ∆( $ ).ϕ Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû V
(ñì. ðàçëîæåíèå (6)) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∆( $ ) $ $ ,ϕ ϕ ϕη η= −





= −





+ +M M x x
2 2

ãäå $ , . . . ,
~
.x U C f

q q

M

M M

T=






+ +

−diag
λ

λ

λ

λ
η

1

1
2

1
2

1 2 Âûðàæåíèå (5), ðàçëî-

æåíèå (6) è ïðåäñòàâëåíèå U C f x U CT T
η η η− −= +1 2 1 2~ Λ ïîçâîëÿþò ïî-

ëó÷èòü
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λ
= −





= ++
+

+
M x x
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j j

j j
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j

2 2 2

2 2

2
2

2 +











=

∑
qjj

M

)
.

2
1

(Ï1)

Óñëîâèÿ ∂
∂

=
qj

∆( $ ) ,ϕ 0 j M= 1, . . . , , ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äî-

ñòàòî÷íûìè äëÿ ìèíèìóìà ∆( $ ),ϕ è íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì (Ï1) ïîëó÷àåì q xj jîïò , ( ) ,= +ση

2 2 j M= 1, . . . , .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü
λ λj j jq( ),2 + íàõîäèì

r j

j

j j

j

j j jx x
îïò ,

( ) ( ( ) )
.= =

+ ++ +

λ

λ σ

λ

λ σ λη η
2 2 2 2 2 2

1

Ââîäÿ âåëè÷èíó (11), ïðèõîäèì ê óñëîâèþ (10) óòâåðæäåíèÿ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîåêöèè âåê-

òîðà x V( ) ( )0 0= ϕ ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèÿìè

x y xj
j

j j

j
j

j

j
m m

( )

( ) ( )
~ ~ ,0

2

2

1

1

= =
+

+

+λ

λ α λ α λ

λ

(Ï2)

ãäå ~ ~x yj j j
+ = λ – ïðîåêöèè íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ ïðè íåòî÷-

íî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè. Òîãäà ïðîåêöèè xj
n( )+ 1 äëÿ ïîñëåäóþùèõ

ïðèáëèæåíèé ϕ ( )n + 1 âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå âûðàæåíèÿ

x xj
n

j j
n j

x

( )

( )( )

~ .+ +=
+

1

2 2

1

1 σ λη

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè â ñòåïåíü (-2) è óìíîæèâ íà σ λη
2 2

j , ïðèõîäèì ê

ñëåäóþùåìó èòåðàöèîííîìó îòíîøåíèþ:

$ ( $ )
~

,( ) ( )S S Sj
n

j
n

j
+ += +1 21 (Ï3)

ãäå ~ ~ ,S yj j
+ = ση

2 2 $ ( ) .( ) ( )S xj
n

j j
n= σ λη

2 2 Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ çà-

ïèñåé èíäåêñ j âðåìåííî îïóñòèì.
Âèäíî, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (Ï3) çàâèñèò îò äâóõ ïàðà-

ìåòðîâ ~ ,S + $ .( )S 0 Ïóñòü $ , $( ) ( )S Sn n
1 – äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãåíåðè-

ðóåìûå (Ï3) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé $ $( ) ( )S S0
1
0≤ ñîîòâåòñòâåííî ïðè îäíîì

è òîì æå ~ .S + Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
$ $( ) ( )S Sn n≤ 1 ïðè ëþáîì ~ .S + (Ï4)

Àíàëîãè÷íî
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$ $ ,( ) ( )S Sn n≤ 1 åñëè ~ ~S S+ +≤ 1 è ïðè ëþáîì $ .( )S 0 0> (Ï5)

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ï3) îïðåäåëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

$ ( $ ) ~ .* *S S S= + +1 2 (Ï6)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

( $ ) $ ,* *
~S S
S

2 2 1 01+ −





 + =

+

êîðíè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå $
,
*

~ ~

~
S

S S

S
1 2

1 2 1 4

2
=

− ± −+ +

+
è

$ $ .* *S S1 2<
Ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ~S + ≤ 1/4 è âûäåëèì ïðè

ýòîì òðè ñëó÷àÿ.
Ñ ë ó ÷ à é 1:0 1< ≤$ $( ) *S Sn äëÿ ëþáîãî n. Òàê êàê $ *S1 – êîðåíü óðàâ-

íåíèÿ (Ï6), òî äëÿ ëþáîãî $ $( ) *S Sn ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ ~ ( $ ) $ .( ) ( )S S Sn n+ + ≥1 2

Èç (Ï3) ñëåäóåò, ÷òî $ $ .( ) ( )S Sn n+ >1 Åñëè $ $ ,( ) *S S0
1= òî $ $( ) *S Sn = 1 äëÿ

ëþáîãî n. Òîãäà èç ýòèõ ôàêòîâ è ñâîéñòâà (Ï4) âûòåêàåò íåðàâåíñò-
âî $ $ $( ) ( ) *S S Sn n≤ ≤+ 1

1 è ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü

lim $ $( ) *S Sn = 1 ïðè $ $ .( ) *S S0
1≤ (Ï7)

Ñ ë ó ÷ à é 2: $ $ $* ( ) *S S Sn
1 2< ≤ äëÿ ëþáîãî n. Òîãäà èìååò ìåñòî

$ (( )S 0 1 ++ ≤$ ) $( ) ( )S Sn n2 è $ $ .( ) ( )S Sn n+ ≤1 Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 äîêàçûâà-

åòñÿ íåðàâåíñòâî $ $ $ $* ( ) ( ) *S S S Sn n
1

1
2≤ ≤ ≤+ è ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü

lim $ $ ,( ) *S Sn = 1 åñëè $ $ $ .* ( ) *S S S1
0

2< ≤ (Ï8)

Åñëè $ $ ,( ) *S S0
2= òî

$ $ .( ) *S Sn ≡ 2 (Ï9)

Ñ ë ó ÷ à é 3: $ $( ) *S Sn > 2 äëÿ ëþáîãî n. Òîãäà $ ( $ ) $( ) ( ) ( )S S Sn n0 21 + ≤ è
$ $ ,( ) ( )S Sn n+ >1 èç ÷åãî ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim $ ( )

n

nS
→ ∞

= ∞ ïðè $ $ .( ) *S S0
2> (Ï10)

× à ñ ò í û é ñ ë ó ÷ à é [10]: $ ~( )S S0 = + (ò. å. â êà÷åñòâå íà÷àëüíî-

ãî âåêòîðà ϕ ( )0 áåðåòñÿ «íåóñòîé÷èâîå» ïñåâäîðåøåíèå ~ϕ + ). Òîãäà

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî $ $ $( ) ( ) *S S Sn n≤ ≤+ 1
1 è èìååò ìåñòî ñõîäè-

ìîñòü
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lim $ $( ) *

n

nS S
→ ∞

= 1 ïðè
~
S + ≤ 1/4.

Ñ ë ó ÷ à é 4: ~S + > 1/4. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êîìïëåêñ-

íûì êîðíÿì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ S, è ïîýòîìó áóäåì
ïîëàãàòü

lim $ ( )

n

nS
→ ∞

= ∞ ïðè
~
S + > 1/4. (Ï11)

Îáîáùàÿ ïðåäåëû (Ï7), (Ï8), (Ï10), (Ï11) è òîæäåñòâî (Ï9),
ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòàì óòâåðæäåíèÿ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3. Ïåðâîíà÷àëüíî çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ñõîäèìîñòè (17) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ïðåäåëü-
íûõ ñîîòíîøåíèé

lim $
,

*S j1 0= è $ $( )
,

*S Sj j
0

2< ïðè ση
2 0→ . (Ï12)

Åñëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü (16), òî à) $ ~ ;( )S Sj j
0 ≥ + á) lim $ ( )Sj

0 0=
ïðè ση

2 0→ . Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîðíåé
$ , $

,
*

,
*S Sj j1 2 ïðè ~ .Sj

+ → 0 Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè èíäåêñ j áóäåì îïóñêàòü.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ~S + ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-
íèå ( ~ ) ~ (~ ) (~ ) . . . .1 4 1 2 4 241 2 2 3− ≅ − − − −+ + + +S S S S Òîãäà

lim $ lim lim
~

*

~ ~

~
(

~
)

~
S S S

S
S S

S+ → + →

+ +

+ + →
= ≅− − −

0
1

0

1 21 2 1 4

2 0

2 34 24

2
0−









 =

+ +

+

+(
~

) (
~

)
~ .

S S

S
(Ï13)

Ïî àíàëîãèè ìîæíî äîêàçàòü ïðåäåë

lim $ .*

ση
2 0

2
→

= ∞S (Ï14)

Òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ (Ï13), (Ï14) è óñëîâèé (Ï12) ñëå-
äóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ϕ *.
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