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Математически исследовано поведение ударной волны, образованной взрывом сферического объ-
ема, на всем участке ее распространения. В основу метода расчета положены аналитические

результаты изучения подобной проблемы применительно к точечному взрыву с учетом про-
тиводавления, а также теория асимптотически эквивалентного точечного взрыва. Использует-
ся метод сращивания асимптотического решения газодинамических уравнений вдали от места

взрыва с начальными условиями возникновения ударной волны при распаде детонационного

скачка, выходящего на границу взрывающегося объема. Пространственное распределение дав-
ления в ударном фронте найдено для газообразных горючих систем и твердых взрывчатых

веществ. Полученные теоретические результаты количественно согласуются с известными экс-
периментальными измерениями.
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Математическое описание процесса фор-
мирования и распространения взрывной волны

встречает принципиальные трудности. Дето-
национный скачок при выходе на поверхность,
ограничивающую взрывчатый объем, распа-
дается в виде произвольного разрыва, порож-
дая расходящуюся в окружающее простран-
ство ударную волну (УВ). Внутрь образовав-
шихся продуктов химической реакции распро-
страняется сходящаяся волна разрежения, за
которой непосредственно следуют возникаю-
щий вторичный ударный фронт и контактная

граница раздела между продуктами и ударно-
сжатым окружающим газом. Такая сложная
внутренняя структура рассматриваемого про-
цесса еще более усложняется при отражении

ее волновых элементов от центральной обла-
сти объема и их взаимодействии, что создает
практически непреодолимые препятствия для

точного аналитического подхода к решению за-
дачи о взрывной волне.

Реализация корректного численного экспе-
римента требует учета указанной математи-
ческой особенности на границе заряда в ре-
зультате распада детонационного разрыва, вы-
ходящего на эту границу, т. е. использования
аналитического решения для начальной обла-
сти формирования взрывной волны. Поскольку
кривизна поверхности, ограничивающей объ-
ем заряда, отлична от нуля, применение из-
вестного для плоского случая решения с целью

организации начала численного эксперимента

не позволит корректно учесть влияние геомет-

рии сферической взрывной волны на начальном

этапе ее образования.
Строгое аналитическое решение задачи о

взрывной волне получено лишь для предельной

модели сильного точечного взрыва (ТВ) в пред-
положении отсутствия противодавления окру-
жающей однородной среды, когда процесс при-
обретает автомодельный характер и математи-
ческая сингулярность целиком сосредоточена в

центре [1]. Учет противодавления в виде ли-
неаризованной поправки к автомодельному ре-
шению [2] привел к появлению динамического

линейного масштаба задачи, который выража-
ется через энергию взрыва и противодавление.

Чтобы сделать теоретическую модель

адекватной реальному процессу, необходимо
включить в рассмотрение второй линейный

масштаб задачи — характерный размер взры-
вающейся системы.Из-за присутствия двух ли-
нейных масштабов — динамического и гео-
метрического, которые значительно отлича-
ются по величине, начально-краевая пробле-
ма взрывной волны попадает в класс трудней-
ших математических задач с так называемыми

особыми возмущениями. Этим объясняется на-
личие лишь соответствующих численных рас-
четов и результатов экспериментов с ограни-
ченной областью применения [3–7], преимуще-
ственно для случаев сферической симметрии

процессов. Геометрический масштаб является
определяющим для характера взрывной вол-
ны в ближней зоне заряда, и необходимость
его учета приобретает значение для облаков
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горючих газообразных и аэрозольных систем

со сравнительно небольшой объемной плотно-
стью энергии.

Приближенное аналитическое решение за-
дачи о распространении сферического фронта

УВ, порожденной точечным взрывом энергии

E0
0 с учетом противодавления p0 однородной

окружающей среды с отношением теплоемко-
стей γ, построено в следующем виде [8]:

∆p =
pf

p0
− 1 =

A1

R
√

ln(R/R0∗ + C0)
+

+
A2

R ln2(R/R0∗ + 1)
+

A3

R[ln(R/R0∗ + C1)]7/2
+

+
A4

R2

√
ln(R/R0∗ + C2), (1)

где R = r0
f/r0

d, r0
d = 3

√
E0

0/p0, r0
f — радиус УВ,

pf — давление в ее фронте, r0
d — динамический

радиус; C0 = C1 = C2 и для случая γ = 1.4
C0 = 1.36, R0

∗ = 3.06, A1 = 0.264, A2 = 0.0167,
A3 = −0.00737, A4 = −0.0923.

Будучи справедливым в области суще-
ствования УВ 0 6 R < ∞, это приближен-
ное решение хорошо согласуется с результа-
тами численного расчета [9]. Построение ре-
шения проведено с помощью метода сращива-
ния асимптотических разложений [10] вдали от
места взрыва и в его особой точке R = 0.
Известный функциональный вид четырехчлен-
ного асимптотического закона затухания сфе-
рической УВ, полученный в [11] при R � 1,
аналитически продолжался в сингулярную об-
ласть R � 1, где сращивался с совокупностью
точного автомодельного решения [1] и линеари-
зованной поправки [2]. Вместе с этим выполня-
лось найденное в [12] уравнение для интеграла
энтропийных потерь в УВ на всем промежут-
ке ее распространения. В итоге построенный

в [11] функциональный вид асимптотического
закона затухания УВ, порожденной ТВ, приоб-
ретает конкретную форму (1) в предположении
R � 1.

Далее на основе приближения (1) для ТВ
метод сращивания асимптотических разложе-
ний применен к сферически-симметричному
случаю реального взрыва заряда конечного

объема с радиусом r0 и энергией E0. Это уда-
ется осуществить, опираясь на построенную
в [12] теорию асимптотически эквивалентного

ТВ, которая устанавливает энергетическое по-
добие в дальней зоне (R � 1) между объемным

взрывом и соответствующим ТВ (с энергией
E0

0). Чтобы получить асимптотическое пред-
ставление избыточного давления ∆p(R) для за-
ряда конечного объема следует в асимптоти-
ческом представлении для ТВ изменить про-
странственный масштаб, подставив вместо R

величину Rη = Rη−1/3. Энергетический коэф-
фициент η = E0

0/E0 < 1, являющийся инте-
гральной характеристикой, будет зависеть от
принятого моделирования процесса энерговы-
деления во взрывающемся сферическом объеме.
Для самоподдерживающегося режима детона-
ции Жуге найдено выражение [12]

η(q) = 1− (γ − γ1)γ1 · 21/γ1

(γ − 1)(γ1 + 1)
q−1+1/γ1 ,

(2)

q = (γ1 − 1)
ρ1Q

p0
− ρ1

ρ0

γ0 − γ1

γ0 − 1
,

которое справедливо при q � 1, что соот-
ветствует даже случаю газообразных горючих

смесей [6]. Здесь Q — удельная теплота взры-
ва, ρ1 — плотность, γ1 — отношение тепло-
емкостей его продуктов. Высокая скорость де-
тонационной волны позволяет воспользоваться

предельным значением величины сжатия:

ρ1/ρ0 = 1 + 1/γ1,

ρ0 — плотность исходной взрывчатой системы.
При разложении приведенного приближе-

ния (1) в окрестности R = 0 второе слагаемое
обеспечивает требуемую особенность (∆p =
0.157R−3) решения [1] задачи о ТВ, источник
которого имеет бесконечную плотность энер-
гии. В случае газообразного заряда конечно-
го объема с небольшой объемной плотностью

энергии (на три порядка ниже, чем у конденси-
рованных взрывчатых веществ (ВВ)) указан-
ная особенность ТВ утрачивает свое значение.
Для соответствующего асимптотически экви-
валентного ТВ естественно ограничиться в (1)
одним первым членом. Руководствуясь прави-
лом энергетического подобия [12], для рассмат-
риваемого случая можно записать

∆p =
A1

Rη
√

ln(Rη/R∗ + C)
, (3)

Rη = Rη−
1
3 , Rη0 = R0η

−1
3 , R0 = r0/rd,

rd = (E0/p0)
1
3 .
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Коэффициент A1 должен сохранить свое

значение, найденное для ТВ в (1), чтобы асимп-
тотическое представление при R � 1, вытека-
ющее из (3) после возвращения к асимптоти-
чески эквивалентному (η = 1, R0 = 0), сов-
пало с главным членом такой же асимптоти-
ки (1). Тем самым достигается асимптотиче-
ское поведение заряда конечного объема: ∆p =
A1η

1
3 /R

√
lnR.

Оставшиеся неизвестными величины R∗
и C находятся из аналитического сращивания

представления (3) с начальными условиями по-
явления УВ, образующейся в окружающей сре-
де в результате распада детонационного фрон-
та при его выходе на поверхность заряда. Одно
из этих требований: ∆p = ∆p0 при R = R0 —
позволяет выразить C через начальную ампли-
туду УВ ∆p0 следующим образом:

C = exp a2
1 −Rη0/R∗, a1 = A1/Rη0∆p0. (4)

Значение ∆p0 задается известным решением

задачи о распаде разрыва [6, 13].
В отличие от ТВ особенность задачи о

взрыве заряда конечного объема на границе

R = R0 более сложна и аналитическое реше-
ние в окрестности R = R0 неизвестно. Это
лишает возможности сформулировать строгое

начальное условие для определения величины

R∗, которое бы математически замыкало про-
блему сращивания асимптотических разложе-
ний ∆p(R) вдали и вблизи от R = R0. Из реше-
ния задачи о сферической детонационной волне

[14] известно, что ее профиль обладает беско-
нечной крутизной на фронте. Поэтому после
распада разрыва при выходе детонационного

фронта на границу сферического заряда R =
R0 УВ в окружающей среде будет также ха-
рактеризоваться большим начальным гради-
ентом избыточного давления [d(∆p)/dR]R=R0

.
Для преодоления рассматриваемого затрудне-
ния в определении R∗ можно использовать ве-
личину ϕ0 — отношение значений предельной

начальной крутизны спада зависимости ∆p(R)
для воздушной и кислородной смесей одного и

того же горючего. Тогда с помощью (3), (4) по-
лучаем

ϕ0 =
{ [d(∆p)/dR]a

[d(∆p)/dR]ox
}

R=R0
=

∆pa
0Rox

0

∆pox
0 Ra

0

×

×
(
1 +

Ra
η0

2(aa
1)2 exp[(aa

1)2]Ra∗

)/

/(
1 +

Rox
η0

2(aox
1 )2 exp[(aox

1 )2]Rox∗

)
, (5)

где индексы ox и a относятся соответственно к
кислородной и воздушной смесям, для которых
объемные плотности энергии заряда различа-
ются в несколько раз.

Представим R∗ в следующей форме:

R∗ = R0
∗
[
1−A

γ0

γ1

(η0

η

)1/3
R0

]
, A > 0, (6)

обеспечивающей предельный переход к ТВ

(R0 = 0). Выделение множителя γ0/γ1 свя-
зано с различием физических свойств исход-
ной горючей смеси (обозначены индексом 0)
и продуктов взрыва (индекс 1). Энергетиче-
ское влияние конечного размера взрывающего-
ся объема можно выразить при помощи множи-
теля (η0/η)1/3, понимая под η0 локальный ко-
эффициент энергетического подобия взрыва за-
ряда конечного объема соответствующему ТВ

(E0
0 = η0E0) при R = R0. Он определяется

условием совпадения начального избыточного

давления∆p0 со значением∆p(R0) из аналити-
ческого решения для сильного ТВ [1]. Присут-
ствие множителя (η0/η)1/3 объясняется мас-
штабным различием значений R0 для взрыва

заряда конечного объема и локально-подобного
ТВ, т. е. при R = R0 энергетический коэф-
фициент η асимптотически эквивалентного ТВ
используется в масштабе местного η0. Условие
A > 0 следует из уменьшения ∆p для случая
заряда конечного объема по отношению к пре-
дельному — ТВ, когда большая доля энергии
заряда вкладывается в УВ.

Для математического замыкания процеду-
ры сращивания недостающее начальное усло-
вие на границе заряда R = R0 можно полу-
чить, задавая количественную оценку величи-
ны ϕ0. Если привести оба варианта расчета
(воздушный и кислородный) к ТВ по предло-
женному ранее местному энергетическому по-
добию, то в выражении (5) выделится множи-
тель (ηox

0 /ηa
0)1/3. Применяя это значение в ка-

честве оценки к выражению (5) совместно с
представлениями вида (6), получим квадрат-
ное уравнение для нахождения постоянного ко-
эффициента A. В результате приходим к ана-
литически единообразному приближению (3)
избыточного давления во фронте взрывной вол-
ны на промежутке R0 6 R < ∞, которое
количественно согласуется с измерениями [6]
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по детонации сферических объемов топливно-
воздушных и топливно-кислородных смесей в
нормальной атмосфере (p0 = 1 атм, γ = 1.4).

Эти результаты [6] после их приведения к
используемому безразмерному виду с примене-
нием динамического радиуса rd описываются

эмпирическими зависимостями:

∆p =


b0

R1.7
, b∗ 6 R 6 0.858,

3∑
i=1

bi

Ri
, R > 0.858,

(7)

для топливно-воздушных смесей:

b∗ = 0.229, b0 = 0.311, b1 = 0.172,

b2 = 0.115, b3 = 0.0586,

для топливно-кислородных смесей:

b∗ = 0.143, b0 = 0.406, b1 = 0.192,

b2 = 0.139, b3 = 0.0820.

В непосредственной близости от поверх-
ности заряда (R = R0) на расстоянии около
0.25R0 наблюдается резкое (двукратное) паде-
ние начального давления во фронте УВ.

Рассмотрим в качестве характерного га-
зообразного горючего пропан, исходные пара-
метры возьмем из работы [6]. Для воздушной
смеси Qa = 835 ккал/м3, γa

0 = 1.38, γa
1 = 1.25,

∆pa
0 = 13.7, Ra

0 = 0.191. Применяя асимптоти-
ку ТВ при R � 1 [1]: ∆pTB = 0.157R−3, из
условия локального подобия ∆pTB(R0) = ∆p0

находим ηa
0 = 6.382∆p0R

3
0 = 0.609. Для кисло-

родной смеси Qox = 3 450 ккал/м3, γox
0 = 1.34,

γox
1 = 1.24, ∆pox

0 = 24.2, Rox
0 = 0.119, откуда

ηox
0 = 0.257. Асимптотические энергетические
коэффициенты определяются из (2): ηa = 0.802
и ηox = 0.829.

Подстановка в (5) приведенных парамет-
ров и использование принятой оценки для ϕ0 ≈
(ηox

0 /ηa
0)1/3 дает квадратное уравнение

0.0188A2 − 1.105A + 3.156 = 0

с корнями 3.01 и 55.7, больший из которых

непригоден, поскольку приводит к R∗ < 0. Та-
ким образом, с точностью до 0.3 % остается

принять в (6)

A = 3. (8)

Рис. 1. Зависимость избыточного давления в

ударном фронте от расстояния:
а — горючая смесь пропан — воздух, безразмерный
радиус заряда 0.191, б — смесь пропан — кислород,
безразмерный радиус заряда 0.119; сплошная линия—
уравнение (3), штриховая— эмпирические данные (7)
из [6]

Тем самым удается теоретически полу-
чить единообразное распределение ∆p(R), ко-
торое является результатом аналитическо-
го сращивания асимптотического решения

(R � 1) газодинамических уравнений [1] с на-
чальными (R = R0) условиями возникновения
фронта взрывной УВ.

Найденная зависимость (3) хорошо согла-
суется с эмпирическими данными (7) из ра-
боты [6] (рис. 1), в которой приведен полный
набор необходимых характерных параметров,
включая начальные избыточные давления в УВ

∆p0, полученные из решения конкретных задач
о распаде детонационного скачка при выходе

его на границу взрывающегося объема. Разли-
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чие данных теории и эксперимента находится

в пределах 10 %, что согласуется с 5 ÷ 10%-й
погрешностью измерений параметров УВ, ука-
занной в [6]. Характер теоретического распре-
деления (3) в непосредственной близости от по-
верхности заряда, а именно снижение ∆p в два
раза внутри области R < 1.25R0, соответству-
ет наблюдаемому. Оно связано с большим зна-
чением начального градиента

tg β0 =
d(∆p)

dR

∣∣∣
R=R0

=

=
∆p0

R0

[
1 +

Rη0

2a2
1 exp(a2

1)R∗

]
, (9)

где β0 — угол наклона касательной к кривой

∆p(R) (3) в точке R = R0.
Для смесей пропана с воздухом и с кис-

лородом формула (9) дает соответственно

tg βa
0 = 715.6, βa

0 = 89.92◦ и tg βox
0 = 956.9,

βox
0 = 89.94◦, что составляет всего лишь

0.09%-е и 0.07%-е отклонение угла β0 от 90◦,
т. е. от бесконечного градиента ∆p(R).

По сравнению с газообразными горючи-
ми системами конденсированные ВВ обладают

на три порядка большей объемной плотностью

энергии заряда, так что характер их взрыва
имеет определенные черты ТВ (с бесконечной
объемной плотностью энергии). Это требует
при построении ∆p(R) для случая конденсиро-
ванных ВВ принимать во внимание также и

второй член в представлении (1), отражающий
влияние особенности в центре R = 0, чтобы
обеспечить предельный переход к ТВ [1] при
R0 = 0. Тогда, подобно (3), можно записать

∆p =
A1

Rη
√

ln(Rη/R∗ + C)
+

+
A2

Rη ln2(Rη/R∗ + 1 + C1)
, (10)

выбрав C1 = B(η0/η)1/3R0 в виде, аналогич-
ном (6).

В выражении (10), как и в (3), коэффици-
енты A1 и A2 должны сохранять значения, най-
денные в (1) для ТВ, чтобы оба первых члена
асимптотического разложения при R � 1, вы-
текающего из (10) после возвращения к асимп-
тотически эквивалентному ТВ (η = 1, R0 = 0),
совпадали с таковыми для асимптотики (1).
Тогда будет достигнуто асимптотическое пове-
дение в дальней зоне взрыва заряда конечного

объема для конденсированного ВВ:

∆p =
A1η

1/3

R
√

lnR
+

A2η
1/3

R ln2 R
.

Неизвестные постоянные C1 и C находятся
с помощью аналитического сращивания пред-
ставления (10) с начальными условиями появ-
ления УВ в окружающей среде при распаде де-
тонационного фронта, выходящего на поверх-
ность заряда. Величину R∗ целесообразно за-
имствовать из (1) для ТВ: R∗ ≈ R0

∗, руковод-
ствуясь малостью η0/η и R0 из-за большой объ-
емной плотности энергии заряда конденсиро-
ванных ВВ. Коэффициент B и величина C1 на-
ходятся из начального условия ∆p(R0) = ∆p0,
задаваемого решением задачи о распаде разры-
ва, следующим образом:

C1 = exp ξ − 1−
Rη0

R0∗
,

ξ =
√

a2

1− a1 ln−1/2(Rη0/R0∗ + C)
,

(11)

aj =
Aj

Rη0∆p0
.

В качестве энергетического коэффициента

подобия с ТВ на границе заряда R = R0 и в

непосредственной близости от нее следует ис-
пользовать локальное значение коэффициента

η0 = η(R0) и принять Rη0 = R0η
−1/3
0 вместо

выражения (3).
Определение величины C требует задания

еще одного условия для математического замы-
кания проблемы сращивания асимптотическо-
го решения (R � 1) газодинамических уравне-
ний с начальным состоянием (R = R0) возник-
новения УВ. В качестве такового естественно

использовать свойства начального градиента

tg β0 = −[d(∆p)/dR] зависимости ∆p(R) при
R = R0. Пользуясь (10) и (11), нетрудно по-
казать, что в последнем соотношении имеет-
ся максимум по параметру C при выполнении

условия

exp ξ

Rη0/R0∗ + C

{
1 +

3
2 ln(Rη0/R0∗ + C)

}
−3

ξ
−1 = 0.

(12)

Уравнение в (12) может быть использовано для
определения величины C, поскольку ожидаемое
начальное значение крутизны падения кривой

избыточного давления во фронте взрывной вол-
ны не ограничено сверху.
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Рис. 2. Зависимость избыточного давления в

ударном фронте от расстояния:
сплошная линия — уравнение (10), штриховая — эм-
пирическая зависимость [5] вида (7), взрывчатое ве-
щество — тротил, безразмерный радиус заряда 0.015

Для тротила воспользуемся данными [13]:
ρ0 = 1.62 г/см3, Q = 1 050 ккал/кг, γ = 1.25
(для расширившихся продуктов взрыва), на-
чальное давление возникающей УВ ≈650 атм,
т. е. ∆p0

∼= 649. Тогда из (2) находим η = 0.976
(для конденсированных ВВ внутренняя энер-
гия исходного заряда не учитывается), а R0 =
0.0150 и η0 = 0.0141. Решение уравнения (12)
дает C = 0.990, а из (11) получаем B = 0.245.
Таким образом, удается окончательно прийти
к аналитическому приближению (10) для избы-
точного давления в УВ при взрыве конденсиро-
ванных ВВ на промежутке ее распространения

R0 6 R <∞. Полученное распределение∆p(R)
хорошо согласуется количественно с экспери-
ментальными данными М. А. Садовского [5]
по детонации компактных зарядов конденсиро-
ванных ВВ в атмосфере, которые описывают-
ся степенными эмпирическими зависимостями

(7) с коэффициентами b1 = 0.234, b2 = 0.227,
b3 = 0.167 (0.1 < ∆p < 10) после приведе-
ния [14] к используемому безразмерному виду.
Отличие теоретического распределения (10) от
эмпирических данных (рис. 2) не превосходит
10 %, достигая наибольшего значения вблизи
R ≈ 1.5 и меняя знак отклонения с минуса

на плюс с увеличением расстояния. В непо-
средственной близости от границы заряда R0
(практически при R < 4R0 ≈ 0.06) в приближе-
нии (10) следует пользоваться локальным энер-
гетическим коэффициентом η0, т. е. перейти к

Rη = Rη
−1/3
0 вместо (3). Сглаживание тако-

го перехода можно достичь последовательным

ступенчатым уменьшением η до η0.
Величина начального градиента зависи-

мости ∆p(R) выражается для (10) в виде

tg (β0) = −d(∆p)
dR

∣∣∣
R=R0

=
∆p0

R0
×

×
[
1 +

a1

2(1 + R0∗C/Rη0) ln3/2(Rη0/R0∗ + C)
+

+
2a2

(1 + R0∗(C1 + 1)/Rη0) ln3(Rη0/R0∗ + C1 + 1)

]
.

Отсюда для тротила tg β0 = 1.232 · 105, что
соответствует значению β0 = 89.9995◦, состав-
ляя с точностью до 0.0005 % угол в 90◦.

Таким образом, удается получить анали-
тическое приближение для зависимости избы-
точного давления во фронте УВ, возбужден-
ной взрывом сферического объема в однород-
ной атмосфере. Вдали от взорванного заря-
да это приближение выходит на асимптоти-
ческое представление, вытекающее из асимп-
тотических решений нелинейной системы га-
зодинамических уравнений с использованием

теории точечного взрыва. В непосредственной
близости от поверхности взрывающегося объе-
ма оно совпадает с начальными характеристи-
ками возникновения ударного фронта. Предло-
женный аналитический подход в достаточной

мере применим к взрыву газовых и твердых за-
рядов.
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