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Рассматриваются однородные и двухслойные полупространства из анизотропного упру-
гого, изотропного вязкоупругого или пороупругого материала. В качестве модели вязко-
упругого материала используются модели Кельвина — Фойгта и модель с ядром Абеля,
пороупругий материал исследуется в рамках модели сжимаемого материала Био. Так-
же рассматривается случай, когда полупространство содержит полость. С помощью
метода граничных элементов исследуется распространение поверхностных волн. При
численном решении используется метод коллокаций для регуляризованного гранично-
интегрального уравнения.
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Введение. Метод граничных элементов позволяет получить высокоточные результа-
ты для достаточно сложных математических моделей. Данный метод наиболее эффективен
при решении задач для бесконечных и полубесконечных тел. В настоящее время сформиро-
вались два основных направления развития метода граничных элементов, применяемого
при исследовании волновых задач: интегральное преобразование и построение шаговых
процедур.

Первые граничные интегральные формулировки с использованием преобразования Ла-
пласа для задач динамики упругих тел приведены в [1–3]. Обзор работ, в которых метод
граничных элементов используется для решения задач упругодинамического деформиро-
вания, содержится в [4, 5].

Ни одна из традиционных пошаговых формулировок метода граничных элементов не

может быть обобщена на вязкоупругий и пороупругий случаи, так как для этого требуется
знание вязкоупругих фундаментальных решений для общего случая. Только для асимпто-
тической, максвелловской моделей, модели Кельвина — Фойгта, модифицированных мо-
делей Кельвина — Фойгта и модели стандартного вязкоупругого тела можно получить
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фундаментальные и сингулярные решения [6–8], а значит, возможно применение метода
граничных элементов [6, 7, 9, 10]. Пошаговую формулировку метода граничных элементов
можно построить не на основе сплайн-аппроксимации интеграла Вольтерры, а на основе
метода квадратур сверток [11–14]. Существуют принципиально другие подходы для реше-
ния динамических задач: метод граничных элементов с двукратным применением теоремы
взаимности [15] и метод с использованием линейных регулярных гранично-интегральных
уравнений [16–20]. К эффективным высокоточным методам решения интегральных урав-
нений относятся метод факторизации, метод фиктивного поглощения [21–24] и др.

Численно-аналитические исследования пороупругих тел основаны на математической
теории Био пороупругой среды. Одни из первых исследований двумерной задачи о возму-
щении пороупругого полупространства выполнены в [25, 26]. Волны в слоистом полупро-
странстве исследовались в [27, 28]. В настоящее время имеется большое количество работ,
посвященных изучению колебаний в пористых средах с применением метода нормальных

мод, лучевого метода, метода контурных интегралов. Использование метода гранично-
интегральных уравнений и метода граничных элементов позволяет решать задачи дина-
мики пороупругих тел [29–31].

При использовании метода граничных элементов для анизотропных материалов воз-
никают трудности при выводе и реализации фундаментальных решений [32]. В работах
[33, 34] данная проблема решается с помощью интегрального преобразования Радона.
Представления авторов [33, 34] позволяют эффективно решать задачи численными ме-
тодами [32].

В настоящей работе с использованием гранично-элементной модели (интегрального
преобразования Лапласа и шаговых процедур) решаются начально-краевые задачи дина-
мики вязкоупругих и пороупругих изотропных, а также анизотропных упругих полупро-
странств. Полученные результаты сравниваются с данными других авторов.

1. Математическая постановка задачи. Рассмотрим однородное Ω = {−∞ <
x1, x2 < +∞, 0 < x3 < +∞} и двухслойное Ω = Ω1 ∪ Ω2: Ω1 = {−∞ < x1, x2 < +∞;
0 6 x3 6 h}, Ω2 = {−∞ < x1, x2 < ∞; h 6 x3 < +∞} полупространства, в кото-
рых введена декартова система координат Ox1x2x3 с точкой O на лицевой плоскости

S = {−∞ < x1, x2 < +∞}. Границу слоя {−∞ < x1, x2 < +∞, 0 6 x3 6 h} обозна-
чим через S1, а границу полупространства {−∞ < x1, x2 < +∞, h 6 x3 < +∞}, на
котором располагается однородный слой, — через S2, причем S1 = S ∪ S2. Будем пола-
гать, что для описания поведения материала в областях Ωl используются анизотропные

вязкоупругие или пороупругие модели. Для параметров изотропного материала полупро-
странства Ωl введем следующие обозначения: ρl — плотность материала, K l(t), Gl(t) —
функции свойств материала, K l, Gl — константы упругих свойств материала. Динамиче-
ское состояние полупространства Ωl описывается системой дифференциальных уравнений

в обобщенных перемещениях

L(∂t, ∂)vl = 0, vl = (ul, pl),

где ul — вектор перемещений; pl — пороговое давление.
В изображениях по Лапласу систему дифференциальных уравнений можно записать

следующим образом:

L(s, ∂)vl = 0

(vl(x, s) — вектор изображений обобщенных перемещений точки). Для изотропного случая
имеем

L(s, ∂) =

[
Gl∂p∂p + (K l + Gl/3)∂i∂j − s2(ρl − βlρl

f ) −χ(αl − βl)∂i

−χs(αl − βl)∂j χ(βl(sρl
f )−1∂l∂l − (ϕk)2sR−1)

]
,
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где ∂p — оператор дифференцирования по координате xp, p = 1, 3; βl =

kρl
f (ϕl)2s2

(ϕl)2s + s2k(ρl
a + ϕlρl

f )
; ϕl — пористость; k — проницаемость; αl — эффективный коэф-

фициент напряжений; R =
(ϕl)2K l

f (K l
s)

2

K l
f (K l

s −K l) + ϕlK l
s(K

l
s −K l

f )
; K l

s — объемный модуль зерен

скелета; K l
f — объемный модуль наполнителя; ρl, ρl

a, ρl
f — плотности скелета, присоеди-

ненной массы и жидкой среды соответственно; χ = 0 для вязкоупругого случая, χ = 1 для
пороупругого случая. Для анизотропного случая имеем [35]

L(s, ∂) =

[
Q̃l(∂)− s2(ρlI − γρl2

f (ml)−1) −χ(bl(∂))т

χsbl(∂) −χs(κl(∂)− (M l)−1)

]
,

Q̃l
ik(∂) = (C l

ijkn − χ(M l)−1M l
ijM

l
kl)∂j∂n, bl

i(∂) = −[(M l)−1M l
ij + ρl

f (ml)−1
ij ]∂j ,

κl(∂) = (ml)−1
ij ∂i∂j ,

где коэффициентыM l — модуль Био; M l
ij = M l

ji — компоненты тензора Био, описывающие

взаимодействие скелета и наполнителя; ml
ij(s) = ml

ji(s) — линейные вязкодинамические

операторы, ассоциированные с подвижностью порового наполнителя и проницаемостью;
C l

ijkn — матрица параметров упругого скелета.
При использовании интегрального преобразования Лапласа полагается, что функция

vl(x, t) и ее производные по времени удовлетворяют нулевым начальным условиям.
Для описания вязкоупругих свойств применяются определяющие соотношения

σij = 2Gl(t) ∗ εij = 2

t∫
0

Gl(t− τ) dεij(τ),

εij =
1

2
J l(t) ∗ σij =

1

2

t∫
0

J l(t− τ) dσij(τ), i 6= j.

Вид функцийGl, J l определяется моделью вязкоупругого материала. Для модели Кель-
вина — Фойгта имеем

J(t) = J(0)(1− e−βt),

для модели со слабосингулярным ядром Абеля —

dG(t)

dt
= at−δ,

где β — величина, обратная характерному времени ползучести; 0 < δ < 1.
Для полупространств Ωl примем следующие граничные условия:

vl
p(x, s) = f l

p(x, s), x ∈ Su ∩ Sl, p = 1, 4,

t̃lp(x, s) = gl
p(x, s), x ∈ Sσ ∩ Sl,

vl
p(x, s) = vl

p(x, s), t̃lp(x, s) = −t̃lp(x, s), x ∈ S′ls.

Здесь Su
l , Sσ

l — участки границы Sl полупространства Ωl, на которых заданы соответ-
ственно перемещения и поверхностные силы; S′ls — граница области контакта полупро-

странств Ωl и Ωs; f l
p(x, s), gl

p(x, s) — заданные функции координат и параметра преобра-
зования Лапласа.
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Для однородного тела запишем интегральное представление

v(x, s) =

∫
S

Γ0(x, y, s)t̃(y, s) dyS −
∫
S

Γ1(x, y, s)v(y, s) dyS,

где Γ0, Γ1 — компоненты тензоров фундаментальных и сингулярных решений, имеющие
следующий вид:

— в случае вязкоупругого тела

Γ0
ij ≡ Uij , Γ1

ij ≡ Tij , i = 1, 3, j = 1, 3;

— в случае пороупругого тела

Γ0
ij ≡

[
Ũs

ij −P̃ s
j

Ũf
i −P̃ f

]
, Γ1

ij ≡

[
T̃ s

ij −Q̃s
j

T̃ f
i −Q̃f

]
.

Выражения для компонент приведены в [36, 37].
Таким образом, система гранично-интегральных уравнений принимает вид [36, 37]

Cv(x, s) =

∫
S

Γ0(x, y, s)t̄(y, s) dyS −
∫
S

Γ1(x, y, s)v(y, s) dxS, C ≡
[

cij 0

0 c

]
.

Для численного обращения преобразования Лапласа используем алгоритм Дурби-
на [38]

Fk = Re [f̄(ω0 + iωk)], Gk = Im [f̄(ω0 + iωk)],

∆k = ωk+1 − ωk, f(0) =
∞∑

k=1

(Fk + Fk+1)∆k

2π
,

f(t) ≈ eαt

πt2

∞∑
k=1

(Fk+1 − Fk

∆k
(cos (ωk+1t)− cos (ωkt))−

Gk+1 −Gk

∆k
(sin (ωk+1t)− sin (ωkt))

)
.

При построении шаговой схемы используется метод квадратур сверток. Аппроксимация
интеграла свертки

y(t) = f(t) ∗ g(t) =

t∫
0

f(t− τ)g(τ) dτ

имеет вид

y(n∆t) =
n∑

k=0

ωn−k(∆t)g(k∆t), n = 0, 1, . . . , N,

ωn(∆t) =
r−n

L

L−1∑
l=0

f̄
(γ(r e2πil/L)

∆t

)
e−2πinl/L .

На основе регуляризованного гранично-интегрального уравнения строится его дис-
кретный аналог, детальное описание которого приведено в [31].

2. Результаты численных расчетов. Рассмотрим задачу о действии вертикальной
силы на поверхность составного пороупругого полупространства (рис. 1). Дневная поверх-
ность полупространства является свободной и проницаемой: поровое давление p = 0, по-
верхностные силы равны ti(t) = 0 (i = 1, 3), за исключением участка abcd площадью 1 м2,
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Рис. 1. Схема задачи для составного полупространства
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Рис. 2. Зависимость вертикальных перемещений в точке A от времени для двух-
слойного полупространства (верхний слой толщиной 5 м— песок, нижний— скаль-
ная порода), полученная с использованием различных методов:
1 — шаговый метод, 2 — метод Дурбина (α = 5), 3 — гранично-элементное решение [27]

на котором t3(t) = t0H(t), t0 = −1000 Н/м2. Исследовалось перемещение тела в точке A,
находящейся на расстоянии L = 10 м от источника силы. Гранично-элементная сетка
состоит из 1536 элементов на дневной поверхности и 1536 элементов в области контакта.

Пусть слой песка с параметрами K = 2,1 · 108 Н/м2, G = 9,8 · 107 Н/м2, ρ =
1884 кг/м3, ϕ = 0,48, Ks = 1,1 · 1010 Н/м2, ρf = 1000 кг/м3, Kf = 3,3 · 109 Н/м2,

k = 3,55 · 10−9 м4/(Н · с) [27] расположен поверх скального полупространства с пара-
метрами K = 8 · 109 Н/м2, G = 6 · 109 Н/м2, ρ = 2458 кг/м3, ϕ = 0,19, Ks = 3,6 · 109 Н/м2,
ρf = 1000 кг/м3, Kf = 3,3 · 109 Н/м2, k = 1,9 · 10−10 м4/(Н · с). На рис. 2 показаны вер-
тикальные перемещения в точке A, полученные с использованием различных методов при
толщине верхнего слоя h = 5 м. Видно, что в момент времени t ≈ 0,006 с в точку A прихо-
дит волна сжатия, при t = 0,04 с существенное влияние на перемещения оказывает волна
Рэлея, при t > 0,06 с в точку A приходит отраженная от скального полупространства

волна сжатия.
Рассмотрим задачу о действии нагрузки на дневную поверхность двухслойного по-

лупространства (анизотропный слой на изотропном полупространстве). На участке, име-
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Рис. 3. Зависимость вертикальных перемещений в точке A(23, 0, 0) от време-
ни для двухслойного полупространства (верхний слой толщиной h = 10 м —
анизотропный, нижний — изотропный)

ющем форму круга с единичным радиусом дневной поверхности и центром в точке O
(см. рис. 1), задана нормальная нагрузка в виде функции Хевисайда t3 = t̃3H(t), t̃3 =
1 Н/м2. Изотропное основание имеет параметры λ = 9 · 109 Н/м2, µ = 6 · 109 Н/м2,
ρ = 2300 кг/м3 [39], анизотропный слой — плотность ρ = 2216 кг/м3, толщину h = 10 м и
тензор упругих модулей [40]:

C =


17, 77 3, 78 3, 76 0, 24 -0,28 0, 03

19, 45 4, 13 -0,41 0, 07 1, 13
21, 79 -0,12 0, 01 0, 38

8, 30 0, 66 0, 06
symm. 7, 62 0, 52

7, 77

 Н/м2.

Определим перемещения u3 в точке A(23, 0, 0) (рис. 3). Результаты расчетов, прово-
дившихся с использованием гранично-элементной сетки с 792 элементами, показывают,
что приход волны Рэлея при t ≈ 0,0125 с определяет начальную форму динамическо-
го отклика, а далее картина зависит от отраженных от полупространства волн. Вклад
объемных волн незначителен.

Рассмотрим решение задачи о действии вертикальной поверхностной силы t3(t) =
t0(H(t) − H(t − 0,0085)) на изотропное вязкоупругое полупространство (см. рис. 1) с па-
раметрами материала E = 1,38 · 108 Н/м2, ν = 0,35, ρ = 1966 кг/м3 (c1 = 335,64 м/с,
c2 = 161,24 м/с, cR = 150,5 м/с) при t0 = 1 H/м2. В качестве точки наблюдения выберем
точку A с координатами (2,3333; 2,3333; 0). Решение строится с использованием метода
Дурбина. На рис. 4, 5 показано влияние вязкости на поведение функции перемещения. На
рис. 4 приведены результаты численных расчетов с использованием модели Кельвина —
Фойгта (λ(∞) = λ, µ(∞) = µ) при различных значениях параметра вязкости β. На рис. 5
приведены результаты численных расчетов с использованием модели со слабосингуляр-
ным ядром Абеля при δ = 0,95 и различных значениях параметра a.

Результаты гранично-элементного решения показывают, что в случае нагрузки Хе-
висайда максимальное перемещение имеет место, когда волна Рэлея приходит в точку A.
Результаты исследований влияния вязкости материала на поведение перемещений показы-
вают, что при использовании модели Кельвина— Фойгта существенно меняется характер
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Рис. 4. Зависимость вертикальных перемещений в точке A(2,3333; 2,3333; 0)
от времени для изотропного вязкоупругого полупространства при различных

значениях параметра вязкости:
1 — гранично-элементное решение для упругого случая (β = 0), 2–5 — модель Кельви-
на — Фойгта (2 — β = 100; 3 — β = 1; 4 — β = 0,1; 5 — β = 0,01)
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Рис. 5. Зависимость вертикальных перемещений в точке A(2,3333; 2,3333; 0)
от времени для изотропного вязкоупругого полупространства при δ = 0,95 и
различных значениях параметра a:
1 — гранично-элементное решение для упругого случая, 2–4 — модель Абеля (2 —
a = 5, 3 — a = 10, 4 — a = 15)

распространения поверхностных волн, однако имеются диапазоны характерных времен

ползучести, в которых изменения проявляются лишь в уменьшении амплитуды отклика.
При использовании модели со слабосингулярным ядром изменяются скорость распростра-
нения волны и амплитуда перемещений в точке A.

Рассмотрим задачу о действии вертикальной силы на поверхность полупространства

с полостью (см. рис. 1) — сферической или кубической. Пусть точка E — центр поло-
сти в полупространстве, на участок abcd площадью S = 1 м2 дневной поверхности полу-
пространства при t0 = 1 Н/м2 действует вертикальная сила t3(t) = t0H(t). Гранично-
элементная сетка строится с учетом двух плоскостей симметрии; 1/4 сетки содержит
864 элемента и 913 точек для полупространства, 150 элементов и 171 точку для поло-
сти. Рассматриваются два варианта задачи: 1) на глубине h = 7,5 м расположен центр
сферической полости радиусом r = 5 м; 2) на глубине h = 7,5 м расположен центр кубиче-
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Рис. 6. Зависимость от времени вертикальных перемещений в точке A, расположенной на
расстоянии L = 15 м от точки приложения силы, для полупространства без полости (1),
со сферической (2) и кубической (3) полостями
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Рис. 7. Зависимость от времени вертикальных перемещений в точке A, расположенной на
различных расстояниях от источника нагружения, для полупространства со сферической
полостью:
1 — L = 15 м, 2 — L = 19 м, 3 — L = 21,25 м, 4 — L = 23,5 м
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Рис. 8. Зависимость от времени вертикальных перемещений в точке A, расположенной
на различных расстояниях от источника нагружения, для полупространства с кубической
полостью:
1 — L = 15 м, 2 — L = 19 м, 3 — L = 21,25 м, 4 — L = 23,5 м, 5 — L = 25,5 м, 6 — L = 27,5 м
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ской полости с длиной ребра куба 10 м. Для материала выбраны следующие параметры:
E = 2,5 · 108 Н/м2, ν = 0,298, ρ = 1884 кг/м3, c1 = 425 м/с, c2 = 228 м/с.

На рис. 6 показаны перемещения во времени на поверхности полупространства на

расстоянии 15 м от точки приложения силы.
На рис. 7 показаны перемещения для полупространства со сферической полостью,

расположенной на различных расстояниях от источника нагружения.
На рис. 8 показаны перемещения для полупространства с кубической полостью, рас-

положенной на различных расстояниях от источника нагружения.
На рис. 7, 8 видно, что при наличии полости форма отклика меняется по сравнению со

случаем полупространства без полости и зависит от формы полости: в случае сферической
полости в момент прихода поверхностной волны имеется два всплеска, в случае кубической
полости появляется интервал времени, на котором перемещения постоянны.

Заключение. С использованием гранично-элементного метода исследованы волновые
процессы в упругом (изотропном и анизотропном), вязкоупругом и пороупругом полупро-
странствах: однородных, двухслойных сплошных или ослабленных сферической либо ку-
бической полостью. Установлено, что параметры вязкости и пористости оказывают суще-
ственное влияние на характер распределения волновых процессов. Показана зависимость
поверхностных перемещений от расстояния до источника возмущений.
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