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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2.06.2016 ã. 
 

Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå èññëåäîâàíà ïðèìåíèìîñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè ôîðìóë. 
Ïîêàçàíî, ÷òî ãåîìåòðîîïòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî òîëüêî íà êîðîòêèõ òðàññàõ ïðîòÿæåííîñòüþ  

â ñîòíè ðàç ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå äèôðàêöèîííûå äëèíû. Îãðàíè÷åíèÿ îáóñëîâëåíû îñöèëëÿöèÿìè 

ÿäðà èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îíè ïðèâîäÿò ê ñèëüíûì îñöèëëÿöèÿì òðåòüåé ïðîèçâîäíîé èçìå-
ðåííûõ äàííûõ. Ôîðìóëû, îñíîâàííûå íà àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå ÿäðà äëÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà, ìàëî 

÷óâñòâèòåëüíû ê îñöèëëÿöèÿì èçìåðåííûõ äàííûõ. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë äëÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà, â ñëó÷àå 

ïðèåìíèêîâ êîíå÷íîãî ðàäèóñà, ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ âîññòàíîâëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ ñäâèãó îòíî-
ñèòåëüíî çàäàííûõ. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ó÷åòà ýòèõ ôàêòîðîâ ïðè âîññòàíîâëåíèè. Âìåñòå ñî ñãëàæèâàíèåì 
âîññòàíîâëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîé ïîòåðå 
â âîññòàíîâëåííûõ äàííûõ èíôîðìàöèè î ñïåêòðå òóðáóëåíòíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïðîöåäóðó âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, ñâåäÿ åå ê âû÷èñëåíèþ îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèäàðû, òóðáóëåíòíîñòü, óñèëåíèå îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà è Àáåëÿ; 
lidar, turbulence, backscattering enhancement, Volterra equations and Abel equations. 

 

Ââåäåíèå 
 

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû [1] áûëè íàéäåíû àñèì-
ïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè 
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè ôëóê-
òóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïî òðàññå ëèäàðíîãî 
çîíäèðîâàíèÿ è ôàêòîðà óñèëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿ-
íèÿ. Óñëîâèÿ çàäà÷è ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [1]  
è ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì [2, 3] 
è ýêñïåðèìåíòàì [4, 5]. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ 
ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ îáû÷íûõ ëèáî äðîáíûõ ïðî-
èçâîäíûõ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå 
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ 
îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, 
ïðîñòûå ìîäèôèêàöèè ôîðìóë âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ 
ðàñøèðåíèÿ îáëàñòåé èõ ïðèìåíèìîñòè. 

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ îáëàñòåé ïðèìåíèìîñòè 
òðèâèàëüíà. Äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðî-
âàííîé ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè ó(õ) = 
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, ,

ˆ ˆ( ) (0)
n n

C x C
γ γ

=  ðàññ÷èòûâàåòñÿ èçìåðÿåìàÿ âåëè- 
÷èíà – ôàêòîð óñèëåíèÿ ïðèíèìàåìîé ìîùíîñòè 
q(x) – ïî ôîðìóëàì 
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ãäå ÷åðåç K(x, ξ) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ (ÿäðî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ), 
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* Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷ Âîðîáüåâ. 
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= π  – ïîñòîÿííàÿ, k0 = 2π/λ, λ – 
äëèíà ñâåòîâîé âîëíû; R – ðàäèóñ ïðèåìíîé àïåð-
òóðû; J1 – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Êàê ïîêàçàíî â [1], 
ôóíêöèÿ K(x, ξ) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé 
îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé. 

Äàëåå ïî ôóíêöèè q(x) ïî àñèìïòîòè÷åñêèì 

ôîðìóëàì âîññòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ Y(x), êîòîðàÿ 
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ çàãëàâíîé áóêâîé, ÷òîáû îòëè-
÷àòü åå îò çàäàííîé. Ïî ðàçëè÷èÿì ôóíêöèé Y(x)  
è y(x) îöåíèâàåòñÿ ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåííûõ 
ôîðìóë. 

 

1. Ãåîìåòðîîïòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå 
 

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è â ãåîìåòðîîïòè÷åñ- 
êîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [1]: 
 

 ( )

3

–4

–4 3

1
( ) ( ) ( ) ,g

d
y x B R x q x

x dx
γ

γ

=  (3) 

ãäå γ – ïîêàçàòåëü ñòåïåíè òðåõìåðíîãî ñïåêòðà 

( )
–( ) )

n

γ
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íèÿ; âåëè÷èíà Bg(R) îïðåäåëåíà ôîðìóëàìè (20)  
è (25) â [1]. 
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Ïîñêîëüêó èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà q(x) ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ â áîëüøèõ ïðåäåëàõ, óäîáíåå ïåðåéòè ê ôóíê- 
öèè f(x) = q(x)/q0,0(x), ãäå q0,0(x) – ôàêòîð óñè- 
ëåíèÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêè îäíî-
ðîäíîé ñðåäå (y = 1), ðàññ÷èòûâàåìûé â ãåîìåòðî-
îïòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè: 
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Òîãäà èç (3) è (4) äëÿ ôóíêöèè f(x) ñëåäóåò 
ñîîòíîøåíèå 
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Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ äàëåå ïðèìåðàõ ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé ðàññ÷èòûâàëèñü ïî ôîðìóëàì 
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ãäå fn = f(xn), fn ± 1 = f(xn ± Δ); Δ – øàã äèñêðåòèçà-
öèè ïî êîîðäèíàòå õ. 

Âíà÷àëå áûëà ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü: 
ó(õ) = 1. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ òðåõ çíà-
÷åíèé ðàäèóñîâ àïåðòóðû ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. 

 

 
Ðèñ. 1. Âîññòàíîâëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ Y(x) ïðè çàäàííîì 
y(x) = 1 è ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà àïåðòóðû, óêàçàííûõ 

ó êðèâûõ. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: λ = 0,532 ìêì, γ = 11/3, 
  Δ = 250 ì 

 

Âèäíî, ÷òî ãåîìåòðîîïòè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà  
â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòàåò ïëîõî. Ôóíêöèè 

Y(x, R), ïðåäñòàâëåííûå íà ýòîì ðèñóíêå, óáûâà- 
þò ñ ðàññòîÿíèåì, ïðèáëèçèòåëüíî êàê ( )Y x ≈ 

2

0exp –25 ( ) .x k R⎡ ⎤≈
⎣ ⎦

 Ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìàòè÷å-
ñêàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñ-
òåò ñ ðàññòîÿíèåì. 

Â ñëó÷àå ó(õ) = 1 ýòó îøèáêó ìîæíî óñòðà-
íèòü, åñëè â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè f(x) ôóíêöèþ 
q0,0(x), ðàññ÷èòûâàåìóþ â ãåîìåòðîîïòè÷åñêîì ïðè-

áëèæåíèè, çàìåíèòü íà 0

0

( ) ( , ) ,

x

q x K x d= ξ ξ

∫
 ó÷èòû-

âàþùóþ âëèÿíèå äèôðàêöèè, ò.å. ïîëîæèòü f(x) = 
= q(x)/q0(x). Ïðè ó(õ) = 1, f(õ) = 1 è, ñîãëàñíî (5), 
Y(õ) = 1. 

Äàëåå èññëåäîâàëàñü ïðèìåíèìîñòü ôîðìóëû (5) 
ñ f(x) = q(x)/q0(x) äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñòóïåí÷àòî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ y(x) âèäà 
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 ( ) 2y x =  ïðè 0 ,x X H> +  c H = 100 ì.  (7) 

Ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. 
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè  
ñ ïîêàçàòåëåì ñïåêòðà γ = 11/3. 

Ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò, ê êàêèì îøèáêàì âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðîîïòè÷åñ- 
êîé àñèìïòîòèêè. Èíòåðåñíî, ÷òî îøèáêè âîññòàíîâ-
ëåíèÿ, êàê ôóíêöèè êîîðäèíàòû õ, èìåþò îñöèëëÿ-
öèîííóþ ñòðóêòóðó, ïîäîáíóþ ñòðóêòóðå ôóíêöèé 
u(Q), ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3 â [1]. Êàê âèäíî èç 
ðèñ. 2, ôóíêöèÿ y(x) ïðàâèëüíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ 
çà òî÷êîé ñêà÷êà X0 òîëüêî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå 
Lg, îáîçíà÷åííîì íà âåðõíèõ ðèñóíêàõ äâîéíîé 
÷åðòîé. Ïðè çíà÷åíèè R = 10 ñì è ìàëîì çíà÷åíèè 
ïîëóøèðèíû îêíà ñãëàæèâàíèÿ S = 20 ì èíòåðâàë 
Lg ñëàáî çàâèñèò îò êîîðäèíàòû X0. Îí óâåëè÷èâà-
åòñÿ îò çíà÷åíèÿ 0,4 êì (ïðè X0 = 0,2 êì) äî 0,5 êì 
(ïðè X0 = 1,2 êì). Ïðè ñãëàæèâàíèè äàííûõ èíòåðâàë 
ïðèìåíèìîñòè ôîðìóë âîññòàíîâëåíèÿ Lg óâåëè÷è-
âàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà âåëè÷èíó ïîëóøèðèíû S 
îêíà ñãëàæèâàíèÿ. Ïðè çíà÷åíèè ïîëóøèðèíû îêíà 
S = 200 ì èíòåðâàë Lg èçìåíÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, 
â ïðåäåëàõ îò 0,6 äî 0,8 êì. Ïðè çíà÷åíèÿõ ðàäèó-
ñà ïðèåìíîé àïåðòóðû R = 5 è 20 ñì èíòåðâàë Lg, 
êàê áûëî âûÿñíåíî, çàâèñèò îò R ïðèáëèçèòåëü- 
íî ëèíåéíî è èçìåíÿåòñÿ ïðè S = 200 ì è x = 
= 0,25–2 êì â ïðåäåëàõ Lg = 0,35–0,4 êì ïðè R = 
= 5 ñì è Lg = 1,1–1,6 êì ïðè R = 20 ñì. 

Êàê ôîðìóëû ãåîìåòðîîïòè÷åñêîãî ïðèáëèæå-
íèÿ ðàáîòàþò â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé y(x), èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèÿ y(x) 
â ðàñ÷åòàõ ðèñ. 3 çàäàâàëèñü â âèäå 
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 ñ Í = 100 ì, Õ1; 2; 3 = 0,2; 0,5; 1 êì   (8) 

è ïîêàçàòåëåì m = 20 (ñóïåðãàóññîâû ñëîè) è m = 2 
(ãàóññîâû ñëîè). 
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Ðèñ. 2. Çàäàííûå ôîðìóëîé (7) (ïóíêòèð) è âîññòàíîâëåííûå (ñïëîøíûå êðèâûå) ðàñïðåäåëåíèÿ y(x) è Y(x) ïðè çíà÷å-
íèÿõ ðàäèóñà àïåðòóðû R = 10 ñì. Ðàññòîÿíèÿ X0 äî ñêà÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ y(x) ðàâíû 200 ì äëÿ ëåâîãî ðÿäà ðèñóíêîâ  
è 1200 ì – äëÿ ïðàâîãî. Øàã äèñêðåòèçàöèè âûáðàí ðàâíûì Δ = 20 ì, ó ãðàôèêîâ óêàçàíà ïîëóøèðèíà S ãàóññîâà îêíà 
  ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ fn 

 

 
a 

 
á 

Ðèñ. 3. Çàäàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ó (ïóíêòèð) è ðàñïðåäåëåíèÿ Y, âîññòàíîâëåííûå â ãåîìåòðîîïòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè 
(ñïëîøíûå êðèâûå) äëÿ ñëó÷àÿ ñóïåðãàóññîâûõ ñëîåâ (8) ñ m = 20 (à) è äëÿ ãàóññîâûõ ñëîåâ (á). Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: 
  R = 10 ñì, λ = 0,532 ìêì, γ = 11/3, Δ = 20 ì. Íà ðèñóíêàõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ ïîëóøèðèí îêîí ñãëàæèâàíèÿ S 
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Èç ðèñ. 3, à âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ñëîåâ ñ êðó-
òûìè ãðàíèöàìè ïðè îòñóòñòâèè ñãëàæèâàíèÿ ðàç-
ðåøàþòñÿ ëèøü ïîëòîðà ñëîÿ (x ≤ 0,4 êì), ïðè ñãëà-
æèâàíèè îêíîì ñ S = 200 ì – äâà ñëîÿ (x ≤ 0,6 êì), 
êàê è ïðè îäèíî÷íîì ñêà÷êå. Ïëàâíûå ãàóññîâû ñëîè 
ðàçðåøàþòñÿ íà áîëüøåì èíòåðâàëå x ≤ 1 êì. Ïðè-
÷åì ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ â ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ. 
  Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî 
ãåîìåòðîîïòè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà èìååò íåáîëüøóþ 
îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Äëÿ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëü-
íûõ ëèäàðîâ ñ ðàäèóñàìè ïðèåìíîé àïåðòóðû îêî-
ëî 10 ñì âîññòàíîâëåíèå âîçìîæíî íà äèñòàíöèÿõ 
çîíäèðîâàíèÿ, íå ïðåâûøàþùèõ 0,5–1 êì. Ê äî-
ïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ ïðèìåíèìîñòè ìîãóò 
ïðèâåñòè øóìû èçìåðåíèé, êîòîðûå íå ó÷èòûâàëèñü 
â äàííûõ ðàñ÷åòàõ. 

 

2. Ïðèáëèæåíèå òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà 
 

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è â ïðèáëèæåíèè òî-
÷å÷íîãî ïðèåìíèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (23) 
â [1]: 
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Ïðîâåðêà ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (9) ïðîâî-
äèëàñü òàê æå, êàê è ïðîâåðêà ãåîìåòðîîïòè÷åñêîãî 
ïðèáëèæåíèÿ. Òî åñòü ïî ôîðìóëàì (1) è (2) ðàñ-
ñ÷èòûâàëàñü ôóíêöèÿ q(x), à âîññòàíîâëåííàÿ ôóíê-
öèÿ Y(x) ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ôîðìóëå (9). Îáîçíà÷èì 
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)åìíèêà .  
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 4–8. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè y(x) = 1. Ïðè ýòîì 
èñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèÿ (10), (11) ôóíêöèè 
f(x). Âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íåâåëèêà  
 

 
Ðèñ. 4. Âîññòàíîâëåííûå ïî ôîðìóëàì (12), (13) ðàñïðå-
äåëåíèÿ Y(x, R) ïðè çàäàííîì y(x) = 1. Ó ãðàôèêîâ óêà-
çàíû çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ R. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: γ = 11/3, 
  Δ = 100 ì 

 

äàæå â ñëó÷àå àïåðòóðû ñ ðàäèóñîì 1 ñì. Óëó÷øèòü 
òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ìîæíî òåì æå ñïîñîáîì, 
÷òî è ïðè âîññòàíîâëåíèè â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêè, à èìåííî íîðìèðîâêîé ôóíêöèè q(x) íà 
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 îïðåäåëÿþùóþ ôëóê-

òóàöèè íà ïðèåìíèêå êîíå÷íîãî ðàçìåðà â îäíîðîä-
íîé ñðåäå. 

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû âîññòàíîâëå-
íèÿ ñòóïåí÷àòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ y(x) âèäà 
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 ïðè 0 ;x X H≤ +  ( ) 2y x =  ïðè 0x X H> +  (14) 

c H = 100 ì, äëÿ òðåõ çíà÷åíèé X0, ðàâíûõ 0,5; 1,5; 
2,5 êì, è òðåõ çíà÷åíèé ðàäèóñà R. 

Ïåðâîå, ÷òî ìîæíî óâèäåòü èç ðèñóíêà, ýòî ïî-
ÿâëåíèå îñöèëëÿöèé âîññòàíîâëåííîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ çà ñêà÷êîì â èñõîäíîì ðàñïðåäåëåíèè y(x). Îíè 
çàìåòíû óæå ïðè çíà÷åíèè R = 2 ñì è îò÷åòëèâî 
âèäíû ïðè R = 4 ñì. Ýòè îñöèëëÿöèè, â îòëè÷èå îò 
îñöèëëÿöèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ 
ôîðìóë âîññòàíîâëåíèÿ, óáèðàþòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ïðîñòîãî ñãëàæèâàíèÿ. 

Îñíîâíîå îòëè÷èå âîññòàíîâëåííûõ ðàñïðåäåëå- 
íèé îò èñõîäíûõ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçìûòèè ãðàíèöû 

ñêà÷êà â âîññòàíîâëåííîì ðàñïðåäåëåíèè, òåì áîëü-
øåì, ÷åì áîëüøå ðàäèóñ ïðèåìíîé àïåðòóðû è ðàñ-
ñòîÿíèå îò ïðèåìíèêà äî ãðàíèöû ñêà÷êà. Â êà÷å-
ñòâå ïîëóøèðèíû îáëàñòè, íà êîòîðóþ ðàçìûâàåòñÿ 
ñêà÷îê, ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó ñäâèãà dX0(X0), êî- 
òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì YS(X0 + dX0) = 1,5. 
Çäåñü YS – ñãëàæåííîå ãàóññîâûì îêíîì ñ ïîëó-
øèðèíîé S ðàñïðåäåëåíèå Y. Çàâèñèìîñòè dX0(X0), 
ðàññ÷èòàííûå ïðè çíà÷åíèè S = 300 ì, äëÿ ÷åòûðåõ 
çíà÷åíèé ðàäèóñà R ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6. 

Ñäâèã dX0(X0, R) ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì êàê ðà-
äèóñà àïåðòóðû R, òàê è êîîðäèíàòû X0. Óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè çàâèñèìîñòåé dX0(X0, R), 
ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå, ÿâëÿþòñÿ 
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèÿ: y(x), çàäàííûå ôîðìóëîé (12) (ïóíêòèð); Y(x), âîññòàíîâëåííûå ïî ôîðìóëàì (12), (13) ñ ôóíê-
öèåé f(x) = q(x)/q0(x) (ñïëîøíûå êðèâûå); YS(x) – ñãëàæåííûå ãàóññîâûì îêíîì ñ ïîëóøèðèíîé 300 ì ôóíêöèè Y(x) 
  (øòðèõîâûå). Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: γ = 11/3, Δ = 25 ì, H = 100 ì. Ó ãðàôèêîâ óêàçàíû çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ àïåðòóðû R 

 

 
Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòè ñäâèãà dX0 îò êîîðäèíàòû ñêà÷êà X0 
è ðàäèóñà R. Ðîìáèêè – ðàñ÷åòíûå òî÷êè, ñïëîøíûå êðè- 
  âûå – ïðèáëèæåííûå çàâèñèìîñòè (15) 
 

 
–1/2

1/2 0
0 0 0( , ) 2,6[ ( )] 1 ,

( )R d

X
dX X R X l R

C L R

⎛ ⎞

= ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (15) 

ãäå ïàðàìåòðû, èìåþùèå ðàçìåðíîñòü äëèíû, îïðå-

äåëÿþòñÿ êàê 0,6 1,6
0( ) ,l R k R=  2

0( ) .dL R k R=  Çíà÷å-

íèÿ áåçðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà ÑR ïðè R = 1, 2, 
3 è 4 ñì ðàâíû ÑR = 0,28; 0,31; 0,33 è 0,4 ñîîòâåò-
ñòâåííî. 

Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåí ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ ñëîæ- 
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç òðåõ ãàóññîâûõ 
ñëîåâ: 
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ñî çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò Õ1 = 500 ì, Õ2 = 2000 ì, 
Õ3 = 3500 ì è çíà÷åíèåì ïîëóøèðèí ñëîåâ Í = 250 ì. 
 

 
Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèÿ: y, çàäàííîå ôîðìóëîé (16) (ïóíê-
òèð); Y, âîññòàíîâëåííîå ïî ôîðìóëàì (12), (13) (ñïëîø-
íûå êðèâûå). Ôóíêöèè f(x) â ýòèõ ôîðìóëàõ ðàññ÷èòàíû 
  äëÿ çíà÷åíèÿ R = 2 ñì 

 

Âèäíî, ÷òî âîññòàíîâëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ îò-
ëè÷àþòñÿ îò çàäàííûõ íàëè÷èåì ñäâèãà ìàêñèìóìîâ 
è ìèíèìóìîâ è ñãëàæèâàíèåì èñõîäíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé. 

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñäâèãè dX(X, R) 
âîññòàíîâëåííûõ ñëîåâ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 
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ïðèáëèçèòåëüíî òå æå, ÷òî è â ïðèìåðå ñî ñêà÷êî-
îáðàçíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ò.å. îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó- 
ëîé (15) ñ àðãóìåíòîì X âìåñòî X0. Òàêæå è ñãëàæè-
âàíèå îïðåäåëÿåòñÿ îêíîì ñ ïîëóøèðèíîé, ïðèáëè-
çèòåëüíî ðàâíîé dX(X, R). Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè 
ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 8. 

Ñãëàæåííûå ôóíêöèè yS(x), èçîáðàæåííûå íà 
ðèñ. 8 øòðèõîâûìè êðèâûìè, ðàññ÷èòûâàëèñü ñ ïî- 
ìîùüþ ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ ãàóññîâûì îêíîì 

ïåðåìåííîé øèðèíû. Ïîëóøèðèíà îêíà ñãëàæè- 
âàíèÿ êàê ôóíêöèÿ x çàäàâàëàñü ïðîïîðöèîíàëü- 
íîé âåëè÷èíå ñäâèãà dx(x, R), ò.å. ( , )yS x R = 

( ) | ( , ) |,SK R dx x R=  ãäå KS(R) – áåçðàçìåðíûé êî- 
ýôôèöèåíò ïîðÿäêà åäèíèöû. Îí âûáèðàëñÿ èç 
óñëîâèÿ íàèëó÷øåãî âèçóàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ âîñ- 
 

ñòàíîâëåííîãî YS(x) è ñãëàæåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
yS(x). Ïðè çíà÷åíèÿõ R = 2, 3 è 4 ñì âåëè÷èíû KS 
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1,5; 1,1 è 0,9. 

Âîññòàíîâëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ YS èçîáðàæå-
íû êàê ôóíêöèè àðãóìåíòà ,x�  ó÷èòûâàþùåãî ñäâèã 

è îïðåäåëÿåìîãî êàê 

 ( , ) – ( , ) ( ).x x R x dX x R R= + δ�  (17) 

Çäåñü âåëè÷èíà δ(R) – ïîïðàâêà, ïîäáèðàåìàÿ òàê 
æå, êàê è êîýôôèöèåíò KS(R). Åå çíà÷åíèÿ ïðè 
R = 0,02; 0,03; 0,04 ì ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû δ = 50; 
100 è 200 ì. Çíà÷åíèÿ ïîïðàâîê äëÿ ñäâèãà ïðè-
áëèçèòåëüíî â 10 ðàç ìåíüøå ñàìîãî ñäâèãà (ñðàâíè 
ñ ðèñ. 6). 

 
Ðèñ. 8. Çàäàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ y(x) (ïóíêòèð), yS(x) – ðàñïðåäåëåíèÿ y(x), ñãëàæåííûå ãàóññîâûì îêíîì ïåðåìåííîé 
øèðèíû (øòðèõîâûå êðèâûå), è âîññòàíîâëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ( ),SY x�  ñãëàæåííûå îêíîì ïîñòîÿííîé øèðèíû SY = 300 ì 
  êàê ôóíêöèè êîîðäèíàòû ,x�  îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (17) (ñïëîøíûå êðèâûå) 
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Ñðàâíåíèå âîññòàíîâëåííîãî ïî ôîðìóëàì äëÿ 
òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà è ñãëàæåííîãî èñõîäíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèé ïîêàçûâàåò èõ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñî-
ãëàñèå. 

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ðàçäåëà ñëåäóåò îòìåòèòü 
èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò, îáíàðóæåííûé ïðè ðåøåíèè 
îáðàòíîé çàäà÷è ëîêàöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ òóðáó-
ëåíòíîñòè ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè γ òðåõìåðíîãî 
ñïåêòðà, ðàâíûì 4. Âìåñòî ôîðìóë (12), (13) â ýòîì 
ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå Y(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî 
ôóíêöèè f(x) ÷åðåç îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå: 

 
2

2

2

( ) 1 ( )
( ) ( ) .

6

df x d f x
Y x f x x x

dx dx
= + +  (18) 

Îêàçàëîñü, ÷òî âîññòàíîâëåíèå ïî ýòîé ôîðìó-
ëå âîçìîæíî íå òîëüêî äëÿ òóðáóëåíòíîñòè ñ γ = 4, 
íî è äëÿ òóðáóëåíòíîñòè ñ γ = 11/3. Ïðè ýòîì 
ôóíêöèþ f(x) íóæíî ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿòü êàê 
f(x) = q(x)/q0(x), ãäå ôóíêöèè q(x) è q0(x) ðàñ-
ñ÷èòûâàþòñÿ äëÿ ñðåäû ñ ïîêàçàòåëåì γ = 11/3. 
Ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî ôîðìóëà (18) ïðèìåíèìà  
â ñëó÷àå ïðèåìíèêîâ ñ ðàäèóñàìè àïåðòóð áîëüøå 
1 ñì. Çàìåòíûå ðàçëè÷èÿ íàáëþäàþòñÿ ëèøü ïðè 
ðàäèóñàõ àïåðòóð ìåíüøå 0,1 ñì. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè C 

2
n(x) ïî 

äàííûì èçìåðåíèé ôàêòîðà óñèëåíèÿ îáðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ, îñíîâàííûå íà ãåîìåòðîîïòè÷åñêîé 
àñèìïòîòèêå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìå-
íèìû òîëüêî íà êîðîòêèõ òðàññàõ ïðîòÿæåííîñòüþ 
îêîëî 0,5 êì ïðè ðàäèóñå ïðèåìíîé àïåðòóðû 10 ñì 
è îêîëî 1 êì ïðè ðàäèóñå 20 ñì. Ýòè ïðîòÿæåííîñòè 
â ñîòíè ðàç ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå äèôðàê-
öèîííûå äëèíû 2(2 ) ,dL R= π λ  ðàâíûå ïðèáëèçè-

òåëüíî 100 è 400 êì ïðè λ = 0,53 ìêì. Îãðàíè÷å-
íèÿ îáóñëîâëåíû ìàëûìè îñöèëëÿöèÿìè ÿäðà, êîòî-
ðûå ïðèâîäÿò ê ñèëüíûì îñöèëëÿöèÿì òðåòüåé 
ïðîèçâîäíîé èçìåðåííûõ äàííûõ. 

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû, îñíîâàííûå íà àñèìïòî-
òè÷åñêîé ôîðìóëå ÿäðà äëÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà, 
âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â íèõ âõîäÿò ïðîèçâîäíûå íå 
âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê îñ-
öèëëÿöèÿì èçìåðåííûõ äàííûõ. Ïðèìåíåíèå ôîð-
ìóë äëÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà, â ñëó÷àå ïðèåìíèêîâ 
êîíå÷íîãî ðàäèóñà, ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ âîñ-
ñòàíîâëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ ñäâèãó îòíîñè-
òåëüíî çàäàííûõ. Ýòè ôàêòîðû ðåãóëÿðíû è èõ íå-
ñëîæíî ó÷åñòü ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ äàííûõ èçìåðåíèé ñ ïðèåìíèêàìè, 
ðàäèóñ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò 4–5 ñì. 

Âìåñòå ñî ñãëàæèâàíèåì âîññòàíîâëåííûõ äàí-
íûõ ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà 
ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîé ïîòåðå â âîññòàíîâëåííûõ 
äàííûõ èíôîðìàöèè î ïîêàçàòåëå ñïåêòðà òóðáó-
ëåíòíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âîññòàíîâëåíèå 
äàííûõ èçìåðåíèé ñ ïîêàçàòåëåì γ = 11/3 ïî ïðî-
ñòîé ôîðìóëå (18). 

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Â.À. Áàíàõó, Ì.Å. Ãîðáó- 
íîâó, À.Ñ. Ãóðâè÷ó è È.Ã. ßêóøêèíó çà îáñóæäåíèå 
ðåçóëüòàòîâ è êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå 
ÐÔÔÈ, ïðîåêò ¹ 12-05-00332. 
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V.V. Vorob’ev. The validity of asymptotic formulas for recovery of "optical" turbulence parameters 

from data of the lidar sensing. II. Results of the numerical calculations. 
The applicability of the formulas obtained in the first part of the article [1] is investigated in a numerical 

experiment. It is shown that the geometric optics approximation is applicable only for short distances hundreds 
of times smaller than the corresponding length of the diffraction. Limitations caused by the oscillations of the 
original integral equation kernel lead to strong oscillations of the third derivative of the measured data. Rela-
tionships based on the asymptotic formula for a point receiver are insensitive to the oscillations of the measured 
data. The application of formulas for point receiver in the case of finite radius of receivers leads to smoothing 
inversed distributions and their shift relative to the given ones. Method of accounting for these factors is 
developed. The use the approximation of a point receiver together with smoothing the restored distributions 
leads to a partial loss in the restored data information about the turbulence spectrum. This makes it possible  
to simplify the solution of the inverse problem, reducing it to the calculation of the second order derivatives. 
 

 


