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Численно моделируются течения газа вблизи пластины при малых скоростях. Иссле-
дуется влияние интенсивности микровдува с части поверхности и его распределения
на значения локального и интегрального коэффициентов трения. Показано, что при со-
хранении общей интенсивности вдува интегральное значение трения практически не
зависит от распределения участков вдува по поверхности. Полученное в расчетах умень-
шение сопротивления трения качественно и количественно согласуется с результатами
экспериментальных исследований.

Ключевые слова: уравнения Навье — Стокса, численные методы, моделирование те-
чений газа, микровдув, сопротивление трения.

Введение. Поиск перспективных путей уменьшения аэродинамического сопротивле-
ния обтекаемых тел является одной из наиболее актуальных проблем современной при-
кладной гидро- и аэродинамики. К настоящему времени разработан и апробирован ряд

эффективных методов управления течением для уменьшения сопротивления трения. За-
метим, что в последние десятилетия определенный прогресс в этом направлении достигнут
за счет использования различных подходов к управлению турбулентными пограничными

слоями: применения механизма периодического вдува — отсоса, устройств разрушения
вихрей и макропористых стенок, а также других пассивных и активных методов с целью
модификации пограничного слоя и в конечном счете уменьшения сопротивления трения

обтекаемых тел [1–12]. В работах [5–7] предложен метод управления пограничным слоем
путем вдува через микропористую проницаемую поверхность, подвергнутую высокока-
чественной обработке. Экспериментальные исследования, выполненные в [5–7], а также в
[2–4, 8–10], показали возможность снижения поверхностного трения на 50 %, что свидетель-
ствует о высокой эффективности данного подхода. Заметим, что до настоящего времени в
приближении полных уравнений Навье — Стокса рассматриваемый класс задач численно

моделировался в отдельных работах лишь в рамках модели сжимаемого газа [11, 12].
В работе с целью исследования влияния интенсивности микровдува с части поверхно-

сти и характера его распределения на изменение локального и интегрального коэффициен-
тов трения проведено численное моделирование течения газа вблизи пластины при малых
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скоростях. Известно, что в классической постановке такие течения изучаются в приближе-
нии пограничного слоя. Однако в зависимости от интенсивности вдува возможны режимы
течения, при которых справедливость приближения пограничного слоя может быть на-
рушена, поэтому в данной работе в качестве математической модели выбраны уравнения
Навье — Стокса для вязкой несжимаемой жидкости. Сравнение результатов численных
расчетов по модели Навье — Стокса и модели пограничного слоя показывает, что при уве-
личении расхода микровдува необходимо использовать полные уравнения Навье— Стокса

для вязкой несжимаемой жидкости. Результаты проведенных в рамках модели Навье —
Стокса для вязкой несжимаемой жидкости расчетов двумерных и пространственных те-
чений вблизи тел с микровдувом газа с части поверхности качественно и количественно

согласуются с результатами экспериментов.
1. Постановка задачи и метод решения. Задача об обтекании пластины потоком

газа с микровдувом воздуха с части поверхности рассматривалась в двумерном и трех-
мерном приближениях в рамках двух моделей: пограничного слоя и полных уравнений
Навье — Стокса для вязкой несжимаемой жидкости. В приближении уравнений Навье —
Стокса

M
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задача решается в газодинамических переменных скорость— давление; вектор f и матри-
цы потоков, например для N = 3 (N — размерность задачи по пространству), принимают
вид

f =


p
v1

v2

v3

 , M =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , Wj =


vj

v1vj + δ1
j p− τj1

v2vj + δ2
j p− τj2

v3vj + δ3
j p− τj3

 ,

τij =
µ

Re

( ∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)
.

Здесь vj — компоненты скорости; p — давление; µ = µl + µT — вязкость (сумма ла-
минарной и турбулентной вязкостей); τij — тензор напряжений; Re = LU∞/µ∞ — число

Рейнольдса; U∞ — скорость набегающего потока; L — характерный размер области. В ка-
честве характерного размера выбрано значение L = 1 м. При записи уравнений плотность
полагалась постоянной и в дальнейшем исключалась из уравнений. При переходе к без-
размерному виду все величины нормировались на их невозмущенные значения. Система
уравнений (1) является вырожденной, что накладывает дополнительные требования на
применяемые численные методы.

В двумерном приближении расчетная область имела форму прямоугольника, основа-
нием которого служила пластина конечной длины. На части поверхности этой пластины
задавался микровдув газа. В трехмерном приближении решение уравнений находилось в
параллелепипеде, нижним основанием которого служила пластина, а вдув осуществлялся
на участке прямоугольной формы.Параметры течения во входном сечении определялись из
решения двумерных уравнений пограничного слоя [13]. Задавались следующие условия: на
верхней границе области, расположенной вне пограничного слоя, — условия невозмущен-
ного потока; в выходном сечении— “мягкие” условия для вектора скорости [14]; на поверх-
ности пластины, кроме ее части, с которой осуществлялся вдув, — условия прилипания.
При решении трехмерной задачи на боковых границах расчетной области дополнительно
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задавались условия симметрии. Положение верхней границы менялось в зависимости от
интенсивности микровдува. Установлено, что для исключения влияния верхней границы
на решение, получаемое вблизи пластины, необходимо эту границу располагать на рассто-
янии, равном 10–20 толщинам пограничного слоя. Интенсивность микровдува менялась в
диапазоне 0 6 Cb 6 10−2, включающем диапазон значений вдува в экспериментах [8].

Уравнения (1) решались численно с использованием конечно-разностных методов. По-
скольку наибольшие градиенты решения имеют место в тонком слое вблизи пластины,
для обеспечения достаточной точности вводилось сгущение расчетной сетки. С этой целью
использовалось преобразование координат, переводящее расчетную область в единичный
квадрат (при N = 2) или параллелепипед (при N = 3), после чего уравнения решались
в этих преобразованных координатах. В вертикальном направлении преобразование коор-
динат (сгущение) задавалось формулой

x2(k) = Z0 + (Zmax − Z0)(q
k/kmax − 1)/(q − 1), q > 1, (2)

где Zmax − Z0 — высота расчетной области в исходных координатах. Формула (2) обес-
печивала сгущение сетки по нормали к пластине, причем шаг сетки вблизи поверхности
пластины приблизительно в q раз мельче шага вблизи верхней границы. Параметры сгу-
щения выбирались таким образом, чтобы в области пограничного слоя находилась при-
мерно половина узлов. В продольном направлении x1 использовалась равномерная сетка,
при этом в области вдува могла применяться более мелкая сетка. Для повышения досто-
верности расчетов решение уравнений (1) находилось с использованием двух численных
алгоритмов. Первый алгоритм основан на методе приближенной факторизации при специ-
альном расщеплении исходных уравнений по физическим процессам и пространственным

направлениям (подробнее см. [14]). Во втором алгоритме, использующем разнесенную сет-
ку и метод искусственной сжимаемости, давление на новом временном слое и компоненты
скорости, удовлетворяющие уравнению неразрывности, находятся с помощью внутренних
итераций. Оба алгоритма аппроксимируют исходные уравнения со вторым порядком точ-
ности по пространственным координатам.

Для проверки точности предложенных алгоритмов в диапазоне чисел Рейнольдса

103 6 Re 6 106 проведены расчеты обтекания пластины на сетках, обеспечивающих вы-
полнение закона сохранения массы с погрешностью 10−4 ÷ 10−6 (как правило, для этого
достаточно задать неравномерную сетку размером 100× 100 узлов).

2. Результаты численных расчетов. В двумерной постановке численные расчеты
проводились для ламинарного и турбулентного режимов течения. Также был проведен
один трехмерный расчет.

2.1. Ламинарный режим течения. В случае ламинарного режима течения результаты
расчетов обтекания пластины, выполненных на основе двумерных модели погранично-
го слоя и модели Навье — Стокса, в отсутствие вдува практически совпадают во всем
диапазоне чисел Рейнольдса Re. Однако при наличии вдува в картине распределения ко-
эффициента трения появляются различия, которые увеличиваются с ростом интенсивно-
сти вдува. На рис. 1 приведено распределение местного коэффициента трения для значе-
ний вдува Cb = 10−3; 3 · 10−3 при Re = 105. Область вдува располагалась в интервале
0,70 6 x1 6 0,91 и на рис. 1–5, 7 обозначена вертикальными линиями. В модели Навье —
Стокса, в отличие от модели пограничного слоя, влияние вдува распространяется вверх по
потоку, вследствие чего значения коэффициента трения различаются. Однако при неболь-
ших интенсивностях вдува интегральный коэффициент трения, вычисленный по модели
пограничного слоя, близок к значению, полученному при решении уравнений Навье —
Стокса. Например, при Cb = 10−3 по мере удаления от участка вдува значения коэффици-
ентов трения различаются в меньшей степени, а в окрестности области вдува (на участке



А. В. Базовкин, В. М. Ковеня, В. И. Корнилов и др. 29

à á

1,91,40,90,4 x1

3

2

1

0

cf .10
3

1

2

3

1

2

3

1,91,40,90,4 x1

3

2

1

0

cf .10
3

Рис. 1. Распределение коэффициента трения на пластине для ламинарного ре-
жима течения при Re = 105:
а— Cb = 10−3, б— Cb = 3 ·10−3; 1 — расчет в отсутствие вдува, 2 — расчет по модели

Навье — Стокса, 3 — расчет по модели пограничного слоя
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Рис. 2. Распределение коэффициента трения cf для ламинарного режима тече-
ния при Re = 105, Cb = 10−3 и различном числе участков вдува:
1 — течение в отсутствие вдува, 2 — равномерный вдув, 3 — дискретный вдув с 4
участков, 4 — дискретный вдув с 16 участков

0,4 6 x1 6 1,4) значения интегральных коэффициентов трения различаются менее чем
на 0,5 %. Увеличение интенсивности вдува приводит к увеличению различий в поведении
зависимости коэффициентов трения от продольной координаты и несовпадению их ин-
тегральных значений, что объясняется неприменимостью модели пограничного слоя для
течений со вдувом газа с поверхности. Аналогичные результаты получены в расчетах с
другими размером и положением области вдува (вдув осуществлялся с части поверхности,
площадь которой составляла 55,6 % общей площади поверхности).

Для сравнения коэффициентов трения при различных режимах вдува проведены рас-
четы, в которых в одном случае вдув задавался равномерным по всей подобласти, в дру-
гом — осуществлялся с последовательно расположенных в области вдува участков, ко-
личество которых варьировалось, но их общая площадь не менялась и составляла 19 %
площади равномерно распределенного вдува. При изменении пространственной структуры
интенсивность вдува газа менялась таким образом, чтобы массовый расход сохранялся.
Область вдува (как в случае равномерного вдува со всего участка, так и при вдуве с от-
дельных участков) располагалась в интервале 0,70 6 x1 6 0,91.

На рис. 2 приведено распределение коэффициента трения cf для ламинарного режима

течения при Re = 105, Cb = 10−3. При расчете течения с несколькими подобластями вдува
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Та бли ц а 1

Относительное отклонение δ значения интегрального коэффициента трения пластины Cf

от значения коэффициента Cfu при ламинарном и турбулентном режимах течения

Количество участков вдува
δ, %

Ламинарный режим Турбулентный режим

4 −0,45 −0,09
8 — −0,04
16 −0,35 −0,04

использовались более мелкие сетки, так чтобы на каждую подобласть вдува приходилось
от 4 до 8 узлов (ячеек). Этого оказалось достаточно, чтобы в зоне вдува распределение
коэффициента трения не зависело от числа узлов сетки. Расчеты показывают, что при уве-
личении числа участков вдува (при сохранении массового расхода) значение интегрально-
го коэффициента трения приближается к соответствующему значению при равномерном

вдуве. В табл. 1 приведены значения относительного отклонения δ = (Cf − Cfu)/Cfu

значения интегрального коэффициента трения пластины Cf при различном количестве

участков вдува от значения коэффициента Cfu в случае равномерного вдува при Re = 105,

Cb = 10−3. Интегральные коэффициенты трения вычислялись в интервале 0,6 6 x1 6 1,2,

т. е. во всей области, где распределения коэффициентов трения различны: Cf =

1,2∫
0,6

cf dx1.

Из табл. 1 следует, что если область вдува состоит из большого числа участков, то зна-
чение коэффициента сопротивления приближается к значению, соответствующему равно-
мерному вдуву, при условии сохранения массового расхода вдуваемого газа. Приведенные
результаты расчетов позволяют сделать вывод о правомерности замены дискретного вду-
ва при большом числе участков на равномерный вдув в данной подобласти. Это упрощает
решение задачи, так как дает возможность использовать сетку с меньшим числом узлов
при сохранении точности расчетов.

2.2. Турбулентный режим течения. Серия расчетов посвящена исследованию влия-
ния турбулентности на течение газа вблизи пластины со вдувом с части поверхности. Для
расчета турбулентного режима течения использовалась алгебраическая модель турбулент-
ности — модель пути перемешивания Прандтля [13]. В исходных уравнениях к вязкости
добавляется турбулентная вязкость µT = l2|dv1/dx2|, где l — длина пути перемешива-

ния, во внешней области равная l = 1,1875

∞∫
0

v1(1 − v1) dx2, а в пристенной области —

l = 0,4
[
1− exp

(
−x2

√
Re (0,25 dv1/dx2 + 0,75 dv1/dx2

∣∣
x2=0

) /26
)]

x2. Переход от одной фор-

мулы к другой осуществлялся таким образом, чтобы соблюдалось условие непрерывно-
сти турбулентной вязкости. На рис. 3 показано распределение коэффициента трения при
турбулентном обтекании пластины для различного числа участков вдува при Re = 105,
Cb = 10−3.

В табл. 1 приведено отклонение δ = (Cf − Cfu)/Cfu интегрального коэффициента

трения для 4, 8 и 16 участков вдува. Данные, представленные в табл. 1 и на рис. 3, сви-
детельствуют о том, что в случае турбулентного течения с увеличением числа участков
вдува значение интегрального коэффициента поверхностного трения также стремится к

его значению при равномерном вдуве. Это позволяет в дальнейших исследованиях огра-
ничиться расчетами для случая равномерно распределенного вдува.
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Рис. 3. Распределение коэффициента трения cf для турбулентного режима те-
чения при Re = 105, Cb = 10−3 и различном числе участков вдува:
1 — течение в отсутствие вдува, 2 — равномерный вдув, 3 — дискретный вдув с 4
участков, 4 — дискретный вдув с 8 участков
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Рис. 4. Распределение коэффициента поверхностного трения для различных ин-
тенсивностей вдува, полученное с использованием различных численных алго-
ритмов при Re = 105:
сплошные линии — метод искусственной сжимаемости, штриховые — метод расщеп-
ления; 1 — Cb = 0, 2 — Cb = 10−3, 3 — Cb = 1,5 · 10−3, 4 — Cb = 3,0 · 10−3, 5 —
Cb = 5,1 · 10−3, 6 — Cb = 10−2

Далее в расчетах исследовалось влияние интенсивности вдува на коэффициент поверх-
ностного трения. Как и ранее, вдув осуществлялся с участка 0,70 6 x1 6 0,91. На рис. 4
приведено распределение локального коэффициента трения cf для различных интенсивно-

стей вдува Cb при Re = 105. Видно, что результаты, полученные с использованием двух
различных алгоритмов, хорошо согласуются.

На рис. 5 приведено распределение локального коэффициента трения, полученное в
расчетах с использованием уравнений Навье — Стокса и уравнений пограничного слоя.
Видно, что при увеличении интенсивности вдува различие значений коэффициента трения,
вычисленных по различным математическим моделям, возрастает, причем при использо-
вании модели пограничного слоя коэффициент трения уменьшается менее существенно
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Рис. 5. Распределение коэффициента поверхностного трения для различных

интенсивностей вдува, полученное с использованием различных моделей:
сплошные линии — модель Навье — Стокса, штриховые — модель пограничного слоя;
1 — Cb = 0, 2 — Cb = 10−3, 3 — Cb = 1,5 · 10−3, 4 — Cb = 3,0 · 10−3

(для ламинарных течений использование модели пограничного слоя, наоборот, предсказы-
вало большее падение).

В следующей серии расчетов проведено сравнение численных решений уравнений На-
вье — Стокса с результатами натурного эксперимента [8]. Начало пористой вставки, из
которой осуществлялся поверхностный вдув, находилось на расстоянии 1181,3 мм от пе-
редней кромки пластины. Длина пористой вставки составляла 400 мм, а общая длина
пластины — 2313,6 мм. Эксперименты проводились при скорости невозмущенного потока
U∞ = 21,2 м/с, что соответствовало числу Рейнольдса Re1 = 1,4 ·106 м−1. При отсутствии
вдува значения коэффициентов трения, полученные путем решения уравнений Навье —
Стокса и уравнений пограничного слоя, совпадают. На рис. 6 приведен профиль скорости
при Rex = 2,1 · 106, полученный путем решения уравнений Навье — Стокса (кривая 1) и
представленный в универсальных переменных закона стенки u+ = f(log y+), где u+, y+ в

безразмерных переменных имеют вид

u+ = v1

/√
(dv1/dx2)

∣∣
x2=0

/
Re, y+ = x2

√
Re (dv1/dx2)

∣∣
x2=0

.

Для сравнения на рис. 6 приведены также профиль u+ = y+, соответствующий линей-
ному распределению скорости в вязком подслое (кривая 2), и профиль u+ = 5,75 log y+ +
5,5 [15], соответствующий логарифмическому участку пограничного слоя (кривая 3). Вид-
но, что профиль скорости, полученный в расчетах по модели Навье — Стокса, хорошо
согласуется с классическими данными. Это свидетельствует о высокой точности числен-
ных расчетов.

На рис. 7 представлено распределение коэффициента трения cf для режимов течения

без вдува (кривые 1–3, 8) и со вдувом (кривые 4–7), интенсивность которого равна Cb =
0,001 48, что в эксперименте соответствовало массовому расходу Q = 0,038 кг/(с ·м2).
Продольная координата нормирована следующим образом: x̄ = (x1 − 0,1091)/(L− 0,1091),
где L = 2,3136 — длина пластины. Различие значений рассчитанного и экспериментально
полученного коэффициентов трения cf составляет приблизительно 7 %.

На рис. 8 представлена зависимость коэффициента трения в середине пористой встав-
ки от интенсивности поверхностного вдува. Заметим, что при увеличении интенсивности
вдува результаты расчетов по модели Навье— Стокса становятся близкими к эксперимен-
тальным данным. При максимальной интенсивности вдува уменьшение трения достигает
45–47 %.
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Рис. 6. Профиль скорости в переменных закона стенки при Re = 2,1 · 106:
1 — распределение, полученное из решения уравнений Навье — Стокса, 2 — линейное

распределение в вязком подслое, 3 — логарифмическое распределение по формуле u+ =
5,75 log y+ + 5,5
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Рис. 7. Распределение коэффициента трения cf по длине модели при Cb = 0,001 48:
1–3, 8 — течение в отсутствие вдува, 4–7 — течение со вдувом; 1, 4 — данные эксперимента [8],
2, 5 — расчет по модели Навье — Стокса методом искусственной сжимаемости, 3, 6 — расчет

по модели Навье — Стокса методом расщепления, 7, 8 — расчет по модели пограничного слоя
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Рис. 8. Зависимость коэффициента трения cf от интенсивности вдува:
1 — расчет по модели пограничного слоя, 2 — расчет по модели Навье — Стокса, 3 — данные

эксперимента
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Рис. 9. Распределение коэффициента трения cf (а) и изолинии 106cf (б) на
пластине при интенсивности вдува Cb = 0,0051

2.3. Моделирование пространственных течений. При моделировании пространствен-
ных течений с поверхностным вдувом задача рассматривалась в следующей постановке.
На продольно обтекаемой пластине имеется квадратный участок, через который осуществ-
ляется равномерный микровдув газа. Набегающий поток движется в направлении x1. В на-
чальном сечении задаются давление и вектор скорости, полученный из решения уравнений
двумерного пограничного слоя, на боковых границах — условия симметрии

v2 =
∂v1

∂x2
=

∂v3

∂x2
=

∂p

∂x2
= 0,

а на верхней и выходной границах — “мягкие” условия. Проведены расчеты простран-
ственных турбулентных течений газа при Re = 105 и различных интенсивностях вдува.
Вдув осуществлялся с участка 0,705 6 x1 6 0,765, 0,12 6 x2 6 0,18 при общих размерах
обтекаемой пластины 1,4× 0,3. Расчеты пространственных течений показали, что, как и
в двумерном случае, сопротивление трения уменьшается с ростом интенсивности вдува.

В качестве примера на рис. 9,а представлено распределение локального коэффициен-
та трения cf на пластине при интенсивности вдува Cb = 0,0051. Для тех же парамет-
ров течения на рис. 9,б представлены изолинии коэффициента трения, характеризующие
снижение сопротивления трения при наличии вдува. В табл. 2 приведено относитель-
ное изменение интегрального коэффициента трения пластины при различных значениях

интенсивности вдува. Следует отметить, что площадь участка микровдува составляет
приблизительно 1,2 % общей площади пластины. В расчетах также получено, что уже
при Cb = 0,03 происходит отрыв пограничного слоя за областью вдува (x1 ≈ 0,79). На
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Та бли ц а 2

Относительное изменение интегрального коэффициента трения

при различной интенсивности вдува

Cb (Cf − Cf0)/Cf0, %

10−3 −0,25
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Рис. 10. Зависимость коэффициента трения cf от интенсивности вдува на конце

пластины (1) и в середине участка вдува (2)

рис. 10 приведена зависимость местного коэффициента трения от интенсивности вдува
для двух точек в плоскости пластины. Кривая 1 соответствует точке x1 = 1,4, x2 ≈ 0,15,
расположенной в конце пластины, а кривая 2 — точке x1 = 0,735, x2 ≈ 0,15, находящейся
в середине области вдува. Более подробная информация о течении для двух описанных то-
чек представлена в табл. 3, где приведено относительное изменение коэффициента трения
δ = [(cfb − cf )/cf ] · 100 % для различных интенсивностей вдува по отношению к течению

без вдува (значение δ1 соответствует середине пористой вставки, значение δ2 — концу пла-
стины). Подобное уменьшение коэффициента трения имеет место и при других режимах
вдува.

3. Выводы. Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.

Как и предполагалось, модель пограничного слоя справедлива лишь при относительно
небольшой интенсивности вдува. При увеличении интенсивности вдува в случае ламинар-
ной вязкости уменьшение коэффициента трения в модели пограничного слоя было более

существенным, чем в модели Навье — Стокса, при турбулентных течениях, наоборот, в
модели Навье — Стокса уменьшение коэффициента трения более значительное, чем в мо-
дели пограничного слоя.

Результаты, полученные при моделировании турбулентных течений со вдувом газа
с части поверхности в приближении уравнений Навье — Стокса для вязкой несжимаемой

жидкости, близки к результатам эксперимента. Это свидетельствует о том, что уменьше-
ние сопротивления трения обтекаемых поверхностей в случае микровдува с части поверх-
ности является эффективным способом управления турбулентным пограничным слоем.
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Таб ли ц а 3

Относительное изменение коэффициента трения

при различной интенсивности вдува

Cb δ1, % δ2, %

10−3 −10,58 −0,19
5,1 · 10−3 −42,92 −0,96

10−2 −71,89 −2,54
3 · 10−2 −88,51 −11,43

Влияние микровдува на область, расположенную ниже по течению, является более
существенным, чем влияние на область, расположенную выше по потоку, и это влияние
возрастает при увеличении интенсивности вдува. Данный результат может быть исполь-
зован при создании более эффективного метода уменьшения турбулентного трения.
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