
ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2012. Т. 53, N-◦ 4 171

УДК 539.3

К РАСЧЕТУ ПЛАСТИНЫ С ЛОКАЛЬНЫМ ВОЗМУЩЕНИЕМ ФОРМЫ
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На основе метода локальных возмущений решения изучается асимптотика решения за-
дачи изгиба пластин с локальными возмущениями формы (соединения, ребра, отвер-
стия, сравнимые по размеру с толщиной пластины) в трехмерной постановке. Прово-
дится полная декомпозиция задачи — разделение на двумерную задачу теории пластин
и локальные задачи, описывающие трехмерное напряженно-деформированное состоя-
ние в области возмущения. С использованием численных методов решены локальные
задачи.

Ключевые слова: пластина, асимптотика решения, трехмерная задача теории упру-
гости, локальное возмущение решения, декомпозиция.

Введение. В данной работе проводится асимптотический анализ трехмерной задачи
теории упругости для тонкой области (пластины) при наличии единичного локального
возмущения формы (например, ребра, отверстия и т. п.). Решения этой задачи как плос-
кой задачи теории упругости и теории пластин хорошо известны (см., например, [1]).
Актуальной проблемой, возникающей при расчете пластин с единичными локальными
возмущениями, является построение метода, позволяющего проводить декомпозицию за-
дачи на “глобальную” задачу (задачу теории пластин) и локальную задачу (трехмерную
задачу теории упругости), а также на основе решения “глобальной” задачи рассчиты-
вать локальное напряженно-деформированное состояние в любой области пластины (пре-
жде всего в области возмущения). Отметим, что подобная проблема, возникающая при
использовании метода усреднения [2–4], решается путем разделения исходной задачи на
усредненную задачу и задачу на ячейке периодичности. Исследование рассматриваемой
задачи было продолжено в [5] и других работах, в которых применялся метод частич-
ного усреднения. Для соединенных пластин разработаны асимптотические методы [6, 7],
существенным ограничением которых является использование априорных гипотез о ви-
де напряженно-деформированного состояния в области соединения. Применение методов
теории пограничного слоя [8, 9], свободных от многих ограничений, пока не позволяет
решать практические задачи, например рассчитывать напряженно-деформированное со-
стояние в болтовом соединении.

В настоящей работе предлагается метод полной декомпозиции для трехмерной зада-
чи теории упругости в тонкой области при наличии единичных локальных возмущений

формы. Метод основан на применении многомасштабного разложения, известного из тео-
рии усреднения [2–4]. Данную задачу можно решить с использованием метода локального
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Рис. 1. Тонкая трехмерная пластина с ребром (линейное возмущение формы) и
отверстием (точечное возмущение формы) в нем

корректора [10]. При этом возникает задача теории упругих тел с локальными возму-
щениями формы, подобная ячеечной задаче теории усреднения, но в ней условие “коррек-
тор является периодической функцией” заменено условием “корректор локализован вблизи
возмущения”. Данное отличие является существенным. В частности, оно обусловливает
“стирание” возмущения (отверстия, соединения) в “глобальной” задаче, что соответству-
ет инженерной теории конструкций. В то же время в предлагаемом методе сохраняются
многие преимущества метода усреднения, прежде всего возможность полной декомпозиции
задачи (разделения исходной задачи на “глобальную” и локальные задачи). Возникающие
локальные задачи можно решить с помощью стандартных конечно-элементных программ.

1. Формулировка задачи. Рассмотрим трехмерную область Ωε, состоящую из двух
прямоугольных параллелепипедов, толщины которых существенно меньше двух других

размеров (далее — пластины), и области произвольной формы, размеры которой малы в
двух направлениях (далее — линейное возмущение формы) или трех направлениях (да-
лее— точечное возмущение формы) (рис. 1). Примером пластин с линейным возмущением
формы являются тонкие пластины с соединениями различного типа (сварными, клепаны-
ми и т. д.), а примером пластин с точечным возмущением формы — тонкие пластины

с отверстиями или вставками (например, резервуар с пробкой небольшого размера).

Во многих инженерных конструкциях и элементах механических приборов характер-
ный размер возмущения равен толщине пластины. Рассмотрим случай, когда характерная
толщина пластины и размеры возмущений (в двух направлениях для линейных возмуще-
ний формы и в трех направлениях для точечных возмущений формы) пропорциональны
одному малому параметру ε (см. рис. 1).

Следует отметить, что существует большое количество конструкций с возмущени-
ями формы (например, вырезами), размеры которых значительно превышают толщину

пластины (в данной работе они не рассматриваются). В таких случаях для определения
напряженно-деформированного состояния обычно применяется двумерная теория [1]. При-
веденные ниже результаты показывают, что использовать только двумерную теорию для
расчета локальных напряжений на границах “больших” возмущений недостаточно.

Введем следующие обозначения: x = (x1, x2, x3), X = (x1, x2) — координаты в плос-
кости пластины. Считаем, что ось x3 направлена перпендикулярно плоскости пластины.
Индексы у величин, обозначенные латинскими буквами, принимают значения 1, 2, 3, гре-
ческими — значения 1, 2, по повторяющимся индексам проводится суммирование (за ис-
ключением случаев, оговоренных особо).
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Задача теории упругости может быть записана в виде задачи минимизации [11]

L(u) =

∫
Ωε

E(x, u(x)) dx +

∫
Ωε

f(X)u(x) dx → min, u ∈ Vε, (1)

где E(x, u(x)) — локальная плотность энергии упругой деформации:

E(x, u(x)) =
1

2

3∑
k=1, l=1

σkluk,l =
1

2

3∑
i=1, j=1

aijkluk,lui,j ,

aijkl — упругие постоянные; Vε = {u(x) ∈ H1(Ωε): u(x) = 0 на Γε} — множество до-
пустимых перемещений. Предполагается, что пластина закреплена на поверхности Γε,
остальные поверхности свободны от напряжений и тело находится под действием массо-
вых сил f(X).

Метод локального возмущения основан на поиске решения задачи (1) в виде

uε(x) = uα(X)eα + w(X)e3 − εw,αx(X)x3eα + εV (x3/ε) + εv(x/ε) =

= uα(X)eα + w(X)e3 − w,αx(X)y3eα + εV (y3) + εv(y), (2)

где функции uα(X) (α = 1, 2) и w(X) “медленной” переменной X = (x1, x2) имеют смысл
глобальных перемещений в плоскости пластины и глобального нормального прогиба пла-
стины соответственно; функция v(y) “быстрой” переменной y = x/ε быстро затухает при
удалении от геометрического возмущения; выражение uα(X)eα +w(X)e3− εw,αx(X)x3eα

описывает перемещения однородной пластины в соответствии с классической теорией [11];
εV (x3/ε) — корректор в асимптотической теории пластин [12, 13] (в отсутствие этого
корректора перемещения в классической теории не удовлетворяют условию равенства ну-
лю нормальных напряжений на свободной поверхности пластины); εv(x/ε) — локальный

корректор [10], т. е. возмущение решения задачи (1), порожденное возмущением формы
пластины.

Производные перемещений uε(x) (2) равны

uε
k,l(x) = uα,βx(X)δkαδlβ − w,αxβx(X)y3δkαδlβ + Vk,ly(y3) + vk,ly(y). (3)

С учетом формулы (3) компоненты тензора напряжений σij , соответствующие пере-
мещениям uε(x) (2), определяются в виде

σij = aijklu
ε
k,l(x) = aijαβuα,βx(X)δkαδlβ − aijαβw,αxβx(X)x3δlβδkα +

+ aijkl(Vk,ly(y3) + vk,ly(y)). (4)

В (4) использовано свойство симметрии упругих постоянных [11].
C учетом формулы (3) выражение для локальной энергии E(x, uε(x)), соответствую-

щей перемещениям uε(x) (2), записывается в виде

E(x, uε(x)) = aijklu
ε
i,j(x)uε

k,l(x)/2 =

= σkl[uα,βx(X)δkαδlβ − w,αxβx(X)x3δkαδlβ + Vk,ly(y3) + vk,ly(y)]/2 =

= aαβγδuα,βx(X)uγ,δx(X)/2− aαβγδw,αxβx(X)x3uγ,δx(X) +

+ aγδkl(Vk,ly(y3) + vk,ly(y))uγ,δx(X)− aαβγδw,αxβx(X)w,γxδx(X)x2
3/2−

− aijαβ(Vk,ly(y3) + vk,ly(y))w,αxβx(X)x3 +

+ aijkl(Vk,ly(y3) + vk,ly(y))(Vi,jy(y3) + vi,jy(y))/2 = E(u1, u2, w,v, V ). (5)
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После подстановки (5) в (1) задача (1) переходит в задачу минимизации

L(u1, u2, w, v, V ) =

∫
Ωε

E(u1, u2, w,v, V ) dx +

∫
Ωε

[fα(X)uα(X) + f3(X)w(X)] dx → min,

u1 ∈ W1, u2 ∈ W1, w ∈ W2, v ∈ U, V ∈ Uh,

(6)

рассматриваемую относительно функций u1(X), u2(X) ∈ W , w ∈ W2 и v(y) ∈ U ,
V (y) ∈ Uh. Здесь W1 = {u(X) ∈ H1(D): u(X) = 0 на ∂D}; W2 = {u(X) ∈ H2(D):
u(X) = ∂w/∂n = 0 на ∂D}; U = {v(y) ∈ H1(Qe): v(y)} (функция U локализована в окрест-
ности возмущения); Uh = {V (y3) ∈ H1(Qε)}. В (6) члены, имеющие порядок ε, опущены.

Несмотря на то что в данной работе отсутствует строгое математическое обоснование

асимптотик, представляется целесообразным указать функциональные классы, имеющие
механический смысл, в которых предлагается искать решения.

Уравнения Эйлера — Лагранжа для функционала L(u1, u2, w, v, V ) имеют вид

δLv =

∫
Ωε

[aγδkluγ,δx(X)− aijαβw,αxβx(X)y3 +

+ aijkl(Vi,jy(y3) + vi,jy(y))] δvk,ly(y) dx = 0; (7)

δLV =

∫
Ωε

[aγδkluγ,δx(X)− aijαβw,αxβx(X)y3 +

+ aijkl(Vi,jy(y3) + vi,jy(y))] δVk,ly(y) dx = 0; (8)

δLuγ =

∫
Ωε

[−aγδαβw,αxβx(X)x3 + aγδkl(Vk,ly(y3) + vk,ly(y))] δuγ,δx(X) dx +

+

∫
Ωε

fγ(X)δuγ,δx(X) dx = 0 (γ = 1, 2); (9)

δLw =

∫
Ωε

[−aαβγδx3uγ,δx(X)− aαβγδw,γxδx(X)x2
3 −

− aijαβ(Vk,ly(y3) + vk,ly(y))y3] δw,αxβx(X) dx +

∫
Ωε

f3(X)δw(X) dx = 0, (10)

где δL — вариация по соответствующей переменной.
Введем функцию W (y) = v(y) + V (y3). Сложив уравнения (7) и (8), получаем уравне-

ние в вариациях относительноW (y). Интегрируя это уравнение по частям, имеем краевую
задачу:

— в области Ωε

[aijklWk,ly(y) + aγδkluγ,δx(X)− aijαβw,αxβx(X)y3],jy = 0; (11)

— на свободной поверхности

[aijklWk,ly(y) + aγδkluγ,δx(X)− aijαβw,αxβx(X)y3]nj = 0; (12)

— вдали от возмущения

W (x/ε) → V (y3). (13)
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Поскольку в “основной” части пластины (т. е. вдали от геометрического возмущения)
v(y) = 0, получаем задачу для определения функции V (y3):

— в области Ωε

d

dy3

(
ai3k3

dVk

dy3
(y3) + ai3γδluγ,δx(X)− ai3αβw,αxβx(X)y3

)
= 0; (14)

— на свободной поверхности

ai3k3
dVk

dy3
(y3) + ai3γδluγ,δx(X)− ai3αβw,αxβx(X)y3 = 0. (15)

Используя идею, лежащую в основе метода усреднения [2–4], разделим в (11)–(13)
“быстрые” y и “медленные” x переменные. Задачу (11)–(13) будем рассматривать как
задачу в “быстрых” переменных y, в которую функции “медленной” переменной x входят
в качестве параметров. В силу линейности задачи (11)–(13) ее решение можно записать в
виде

W
(x

ε

)
=

2∑
α=1, β=1

[
εN (0αβ)

(x

ε

)
uα,βx(X)− εN (1αβ)

(x

ε

)
w,αxβx(X)

]
, (16)

где функции N (ναβ)(x/ε) (ν = 0,1, α = 1, 2, β = 1, 2) — решения задач в области Ω∞ =
ε−1Ωε:

— в области Ω∞ [
aijkl N

1αβ
k,ly (y)− aijαβyν

3

]
,jy

= 0; (17)

— на свободной поверхности[
aijklN

1αβ
k,ly (y)− aijαβyν

3

]
nj = 0; (18)

— вдали от возмущения

N1αβ(y) → n1αβ(y3). (19)

Для задачи (14), (15) имеет место аналогичное (16) представление с функциями n(ναβ)(x/ε)
(ν = 0, 1, α = 1, 2, β = 1, 2), определяемыми из решения следующей задачи:

— в области Ω∞

d

dy3

[
ai3k3

dn1αβ
k

dy3
(y3)− ai3αβyν

3

]
= 0; (20)

— на свободной поверхности

ai3k3
dn1αβ

k

dy3
(y3)− ai3αβyν

3 = 0. (21)

Задача (20), (21), являющаяся краевой задачей для обыкновенных дифференциальных
уравнений, имеет точные решения для всех ν = 0, 1, α = 1, 2, β = 1, 2. Указанные ре-
шения приведены, например, в [14].

Задачи (17)–(21) будем называть локальными задачами. Локальные задачи являются
аналогами ячеечных задач теории усреднения (см., например, [2–4]). Однако, поскольку
в рассматриваемом случае у пластин отсутствует периодическая структура, необходимо
ввести новый термин “локальная задача”.

Возмущениями решения являются функции N (0αβ)(y) и N (1αβ)(y)− n(1αβ)(y3). Под-
ставляя (16) в (9), (10), получаем макроскопические уравнения деформирования (растяже-
ния в плоскости и изгиба) пластины. Заметим, что для получения невырожденных урав-
нений (не обращающихся в нуль при ε → 0) уравнение (9) следует разделить на ε, а (10) —
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на ε3. Величины ε и ε3 задают порядок жесткостей пластины характерной толщины ε на
растяжение в плоскости и на изгиб соответственно [11]. Нетривиальные слагаемые в (9),
(10) представляют собой интегралы вида

1

ε

∫
Ωε

aγδklN
0αβ
k,ly (y) δuγ,δx(X) dx; (22)

1

ε3

∫
Ωε

aijαβ(N1αβ
k (y)− n1αβ

k (y3))y3 δw,αxβx(X) dx, (23)

которые стремятся к нулю при ε → 0. Заметим, что подынтегральные выражения в (22),
(23) являются функциями вида F (y)yν

3 (ν = 0, 1), причем функция F (y)yν
3 интегрируема

в R3. Выполнив замену переменных y = x/ε, получаем∫
Ωε

F
(x

ε

)(x3

ε

)ν
dx = ε3+ν

∫
Ωε

F (y)yν
3 dy 6 ε3+νc,

где постоянная c одинакова для всех индексов ναβ. Для интеграла (22) ν = 0, и предел (22)
равен нулю. Для интеграла (23) ν = 1, и предел (23) также равен нулю. Тогда, подставляя

в (9), (10) функции N (ναβ) и

W
(x

ε

)
=

2∑
α=1, β=1

[
εn(0αβ)

(x

ε

)
uα,βx(X)− εn(1αβ)

(x

ε

)
w,αxβx(X)

]
(24)

(n(ναβ) — решение (20), (21)), получаем в пределе (при ε → 0) один и тот же результат.
Известно, что из формул (9), (10) с функцией W (x/ε), заданной выражением (24),

следуют уравнения классической теории плоских однородных пластин [11] и уравнения
асимптотической теории пластин [12, 13]. Несмотря на то что в классической теории пла-
стин отсутствует аналог функции V (y3) (вследствие этого возникает противоречие между
гипотезой недеформируемых нормалей и условием равенства нулю нормальных напряже-
ний на свободной поверхности пластины), предельные уравнения асимптотической теории
(в частности, формулы для расчета жесткостей пластины) для однородных пластин сов-
падают с уравнениями асимптотической теории пластин (см., например, [14]).

Обозначим через σ
(0αβ)
ij (x/ε) = aijkln

(0αβ)
k,ly (x/ε) локальные напряжения, соответ-

ствующие глобальным “деформациям” uα,βx(X) = δαβ в плоскости пластины, а через

σ
(1αβ)
ij (x/ε) = aijkln

(1αβ)
k,ly (x/ε) локальные напряжения, соответствующие глобальным из-

гибным “деформациям” w,αxβx(X) = δαβ. В случае однородной пластины эти напряже-
ния определяются из локальных задач (17)–(19). Выше отмечено, что локальные задачи
(20), (21) могут быть решены в явном виде [14], а локальные задачи (17)–(19) — численно.
В силу (4), (16) локальные напряжения в пластине равны

σij =
2∑

α=1, β=1

[
σ

(0αβ)
ij

(x

ε

)
uα,βx(X) + σ

(1αβ)
ij

(x

ε

)
w,αxβx(X)

]
. (25)

Формулы (16), (25) позволяют представить перемещения и локальные напряжения в
пластине в виде линейной комбинации функций “быстрых” и “медленных” переменных,
причем указанные функции определяются из разных задач — трехмерных локальных за-
дач и двумерной задачи теории пластин. Величины uα,βx(X) (α = 1, 2, β = 1, 2) образуют
базис двумерных деформаций в плоскости пластины, а w,αxβx(X) (α = 1, 2, β = 1, 2) —
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базис кривизн (кручения) пластины. Соответственно функции N (0αβ)(x/ε), N (1αβ)(x/ε)

и напряжения σ
(0αβ)
ij (x/ε), σ

(1αβ)
ij (x/ε) (α = 1, 2, β = 1, 2) образуют базис локальных пе-

ремещений и напряжений. На основе формул (16), (25) осуществляется полная декомпо-
зиция исходной задачи. Следовательно, надо решить локальные задачи и определить ба-

зисные функции N (0αβ)(x/ε), N (1αβ)(x/ε), σ
(0αβ)
ij (x/ε), σ

(1αβ)
ij (x/ε) (α = 1, 2, β = 1, 2).

Решая задачу теории пластин, надо найти функции uα,βx(X), w,αxβx(X), после чего мож-

но вычислить локальные напряжения по формуле (25). Заметим, что функцииN (0αβ)(x/ε),

N (1αβ)(x/ε), σ
(0αβ)
ij (x/ε), σ

(1αβ)
ij (x/ε) (α = 1, 2, β = 1, 2) определяются только геометрией

возмущения и не зависят от усилий, приложенных к пластине, т. е. являются свойства-
ми данного возмущения формы пластины. Функции uα(X) (α = 1, 2) и w(X) находятся
из решения задачи теории пластин, т. е. определяются усилиями и краевыми условиями.
Поскольку в силу (22), (23) предельная задача теории пластин не зависит от единичного
возмущения формы, функции uα(X) (α = 1, 2) и w(X) также не зависят от единичного
возмущения формы пластины. Иными словами, указанные задачи не связаны между собой,
т. е. полученная декомпозиция является полной.

2. Решение типовых задач. Ниже приведены примеры решения задач с использо-
ванием предложенного метода. Особенностью метода является нахождение решений ло-
кальных задач. Как правило, эти решения могут быть получены только численно.

2.1. Отверстие в пластине. Сначала изложим метод локального возмущения для од-
ного типа возмущений (комбинация линейного и точечного возмущений формы рассматри-
вается ниже). Более простым является точечное возмущение (отверстие, дефект и т. п.).
В качестве примера рассмотрим однородную пластину толщиной ε с круговым отверстием
радиусом ε.

Найдем решение задачи для функции N (122)(y) (этот случай соответствует цилин-
дрическому изгибу пластины в плоскости y2y3, где y = x/ε). Задача решалась численно
с использованием конечно-элементной программы. На рис. 2 показана деформированная
форма 1/4 пластины (так как в данном случае задача обладает симметриями, можно
ограничиться рассмотрением 1/4 пластины). На рис. 3 представлены распределения ло-

кальных напряжений σ
(122)
11 , σ

(122)
22 и σ

(122)
12 , соответствующие функции N (122)(y).

47,503 58,773 70,042 81,312 92,582 103,851 115,121 126,391 137,660 148,930

Рис. 2. Распределение перемещений N
(122)
3 (y) (соответствующих нормальному

прогибу) в пластине с круговым отверстием, подвергнутой изгибу в плоско-
сти x2x3
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0,575

à á â

Рис. 3. Распределения напряжений σ
(122)
11 (а), σ

(122)
22 (б), σ

(122)
12 (в) в пластине

с круговым отверстием, подвергнутой изгибу в плоскости y2y3

Согласно изложенной выше теории должны выполняться следующие условия:
1) перемещения не должны зависеть от наличия отверстия (с точностью до членов

порядка ε � 1);

2) N (122)(y) → n(122)(y3), где n(122)(y3) — решение задачи (20), (21) о цилиндриче-
ском изгибе однородной пластины в плоскости y2y3. Иными словами, в основной части
пластины (вдали от отверстия) распределение напряжений должно быть таким же, как
в однородной пластине. Возмущение напряжений относительно напряжений в однородной
пластине должно быть локализовано вблизи отверстия в области, размеры которой имеют
порядок толщины пластины.

Результаты численных расчетов подтверждают теоретические предположения (см.
рис. 2, 3).

Вследствие сильной локализации возмущения решения формула (25) для напряжений
вблизи отверстия может быть записана в приближенном виде (координаты центра отвер-
стия (0, 0))

σij ≈
2∑

α=1, β=1

[
σ

(0αβ)
ij

(x

ε

)
uα,βx(0) + σ

(1αβ)
ij

(x

ε

)
w,αxβx(0)

]
.

2.2. Возмущение геометрии, имеющее несколько различных масштабов. Отверстие
в ребре пластины. В случае линейных возмущений, размер которых не мал в одном из на-
правлений (например, одиночное ребро в пластине), а также в случае комбинации точеч-
ных и линейных возмущений (например, ребро с отверстием (см. рис. 1)) анализ задач
проводится по схеме, описанной выше, но перемещения ищутся в виде

uε(x) = uα(X)eα + w(X)e3 − εw,αx(X)x3eα + εV (x3/ε) + εv(x/ε) =

= uα(X)eα + w(X)e3 − w,αx(X)y3eα + εV (y3) + εvd(y) + εvl(y),

где функция vl(y) локализована в окрестности линейного возмущения формы (ребра),
а функция vd(y) — в окрестности точечного возмущения формы (отверстия).

В рассматриваемой задаче имеется две области возмущения формы, соответствую-
щие ребру и отверстию. При удалении от отверстия вдоль ребра локальные напряжения
становятся приближенно равными локальным напряжениям, распределенным в пластине
с одним ребром, а при удалении от ребра — приближенно равными локальным напряже-
ниям, возникающим при изгибе однородной пластины.
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Рис. 4. Распределение напряжений σ
(122)
22 в пластине с ребром и круговым от-

верстием в нем, подвергнутой изгибу в плоскости y2y3:
а — напряжения вблизи отверстия; б — напряжения вдали от отверстия

Результаты численных расчетов представлены на рис. 4 (показана 1/4 пластины).
Видно, что возмущения напряжений обоих типов сильно локализованы в смысле [15]
в окрестности возмущений формы пластины. Следует отметить, что возмущение напряже-
ний, подобное показанному на рис. 4,б, возникает при соединении двух пластин различной
толщины. Данное локальное возмущение не учитывается в рамках подходов, основанных
на двумерных моделях пластин [1].

2.3. Ребро периодической структуры. Одномерное линейное возмущение (ребро,
соединительный шов) может иметь форму с периодом εT (рис. 5). Периодическая
структура линейного возмущения обусловливает периодический характер напряженно-
деформированного состояния всей конструкции. Размер ячейки периодичности конструк-
ции εP (см. рис. 5) в направлении линейного возмущения равен εT и бесконечен в пер-

eT

eP_1 1

Рис. 5. Линейное возмущение (ребро) периодической структуры и соответству-
ющая ему ячейка периодичности конструкции
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0,054 2,126 4,198 6,270
1,090 3,162 5,234 7,306 9,378

8,342 _0,558 _0,307 _0,055 0,196
_0,432 _0,181 0,071 0,322 0,574

0,448 _0,169 _0,092 _0,016 0,060
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Рис. 6. Результаты решения задачи (26)–(28) для ячейки периодичности:
а — модуль функции N122(y); б, в — напряжения σ

(122)
22 (б — в левой пластине, в —

в правой пластине)

пендикулярном направлении. В этом случае используется следующее представление для
перемещений:

uε(x) = uα(X)eα + w(X)e3 − εw,αx(X)x3eα + εV (x3/ε) + εv(x/ε) =

= uα(X)eα + w(X)e3 − w,αx(X)y3eα + εV (y3) + εvl(y)

(функция vl(y) локализована в направлении, перпендикулярном направлению возмущения
и периодична в направлении возмущения). Условие (19) стабилизации решения на беско-
нечности должно выполняться в направлении, перпендикулярном ребру, а в направлении
вдоль ребра должны быть поставлены условия периодичности. Таким образом, возникает
задача на ячейке периодичности P (ν = 0, 1):

— в ячейке P

[aijklN
ναβ
k,ly (y)− aijαβyν

3 ],jy = 0; (26)

— на свободной поверхности

[aijklN
ναβ
k,ly (y)− aijαβyν

3 ]nj = 0; (27)

— при |y2| → ∞

N (ναβ)(y) → n(ναβ)(y3); (28)

— функция N (ναβ)(y) периодична по y1 с периодом T .
Задача (26)–(28) имеет свойства как локальной задачи (стабилизация решения по пе-

ременной y2), так и ячеечной задачи (периодичность по переменной y1). На рис. 6 приве-
дены результаты численного решения задачи (26)–(28) для двух пластин разной толщины
с соединением периодической структуры.

2.4. Соединенные пластины периодического строения.Метод локального возмущения,
основанный на идее многомасштабного разложения, хорошо сочетается с методом усред-
нения [2–4], основанным на той же идее. В качестве примера рассмотрим задачу о двух
упругих пластинах периодического строения, соединенных ребром. В левой пластине име-
ется квадратная ячейка периодичности P3 размером 3×3 с отверстием, диаметр которого
равен двум (рис. 7), в правой пластине — квадратная ячейка периодичности P7 размером

7× 7 с отверстием, диаметр которого равен шести. Пластины соединены ребром. Перио-
дическое строение пластин обусловливает периодическое строение конструкции в целом.
Размер ячейки периодичности P конструкции в направлении ребра равен 21 и бесконечен
в перпендикулярном ребру направлении.
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Рис. 7. Напряжения σ
(122)
22 в “основных” частях пластин (а) и в области соеди-

нительного ребра (б) при изгибе пластины в плоскости y2y3

Используется следующее представление для перемещений:

uε(x) = uα(X)eα + w(X)e3 − εw,αx(X)x3eα + εV (x3/ε) + εv(x/ε) =

= uα(X)eα + w(X)e3 − w,αx(X)y3eα + εVp(y) + εvl(y)

(функция vl(y) локализована в направлении, перпендикулярном направлению ребра (ло-
кальный корректор); функция Vp(y) периодична по переменным y1, y2 (ось y3 направлена

перпендикулярно плоскости пластины) с ячейкой периодичности P3 в левой пластине и

ячейкой периодичности P7 в правой пластине, т. е. является периодическим корректором
в теории усреднения для пластин [12, 13]).

На рис. 7 представлены результаты численного расчета напряжений в пластине. Вда-
ли от ребра наблюдается периодическое распределение напряжений, соответствующее ре-
зультатам численных расчетов с использованием метода усреднения. Вблизи ребра имеет
место локальное возмущение напряжений, сосредоточенное в области, размер которой ра-
вен нескольким толщинам пластины.

ЛИТЕРАТУРА

1. Космодамианский А. С. Плоская задача теории упругости для пластин с отверстиями,
вырезами и выступами. Киев: Вища шк., 1975.

2. Санчес-Паленсия Э. Неоднородные среды и теория колебаний. М.: Мир, 1984.
3. Жиков В. В. Усреднение дифференциальных операторов / В. В. Жиков, С. М. Козлов,
О. А. Олейник. М.: Физматлит, 1993.

4. Bensoussan A. Analysis for periodic structures / A. Bensoussan, J. L. Lions, G. Papanicolaou.
Amsterdam: North-Holland Publ., 1978.

5. Panasenko G. P. Multi-scale modeling for structures and composites. Berlin etc.: Springer, 2005.
6. Ciarlet G. P. Plates and junctions in elastic multi-structures: an asymptotic analysis. Heidelberg

etc.: Springer, 1990.
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