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Представлено замыкающее соотношение, описывающее гидравлические прыжки в двух-
слойной жидкости со свободной поверхностью над плоским дном. Это соотношение по-
лучено из уравнений импульса каждого слоя, которые при выполнении условия сохране-
ния полного импульса и массы каждого слоя становятся в некотором смысле консерва-
тивными. Показано, что выбор данного соотношения обеспечивает уменьшение полной
энергии на скачке.

Ключевые слова: уравнения двухслойной мелкой воды, законы сохранения, соотно-
шения Рэнкина — Гюгонио, консервативные уравнения.

1. Определяющие уравнения. Рассматривается течение двух тяжелых несмеши-
вающихся слоев жидкости толщиной h1 и h2 соответственно над плоским дном (рис. 1).
В приближении мелкой воды может быть получена следующая модель [1, 2]:

(γ1h1)t + (γ1h1u1)x = 0,

(γ2h2)t + (γ2h2u2)x = 0;
(1)

γ1h1(u1t + u1u1x) + gh1(γ1h1 + γ2h2)x = 0,

γ2h2(u2t + u2u2x) + gh2γ2(h1 + h2)x = 0.
(2)

Здесь γ1, γ2 — постоянные плотности (γ1 > γ2); u1, u2 — скорости жидкости в каждом

слое; g — ускорение свободного падения.
В работах [3, 4] показано, что система (1), (2) наряду с законами сохранения массы

каждого слоя допускает только законы сохранения полного импульса

(γ1h1u1 + γ2h2u2)t + (γ1h1u
2
1 + γ2h2u

2
2 + E)x = 0, (3)

полной энергии

(γ1h1u
2
1/2 + γ2h2u

2
2/2 + E)t +

+ (u1h1(γ1u
2
1/2 + g(γ1h1 + γ2h2)) + u2h2(γ2u

2
2/2 + gγ2(h1 + h2)))x = 0
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Рис. 1. Схема двухслойного течения со свободной поверхностью над плоским дном

и интегралы Бернулли

γ1u1t + (γ1u
2
1/2 + g(γ1h1 + γ2h2))x = 0,

γ2u2t + (γ2u
2
2/2 + gγ2(h1 + h2))x = 0.

(4)

Здесь E — “внутренняя энергия”, определяемая по формуле

E = gγ1h
2
1/2 + gγ2h1h2 + gγ2h

2
2/2.

Соответствующий характеристический полином нетрудно получить из (1), (2):

((u1 − λ)2 − gh1)((u2 − λ)2 − gh2)− g2(γ2/γ1)h1h2 = 0. (5)

Система (1), (2) является гиперболической при условии малости относительной скорости
w = u1 − u2 [2, 4–6]. Вследствие гиперболичности возможно формирование разрывных
решений (соответствующих, например, гидравлическому прыжку), даже если начальные
данные являются гладкими.

Дисперсионная регуляризация уравнений (1), (2) проведена в [7] и изучена в [8, 9].
В частности, в [8, 9] исследуются солитонные решения дисперсионных уравнений. Уста-
новлено, что если на бесконечности скорости жидкости в каждом слое равны, то при опре-
деленных значениях числа Фруда дисперсионные уравнения допускают решения в виде

внутренней уединенной волны повышения (или понижения). Как правило, амплитуда волн
на свободной поверхности существенно меньше амплитуды внутренних волн. Некоторые
из таких волн повышения можно рассматривать как регулярные гидравлические прыжки,
для которых полный импульс и энергия сохраняются.

Модель гидравлических прыжков для системы (1), (2), описывающей двухслойную
мелкую воду, есть некоторое упрощение модели волнового бора, имеющего нестационар-
ный осциллирующий “хвост” за передним гладким фронтом, представляющим собой уеди-
ненную волну. Такие волновые боры изучались в случае однослойных течений жидкости
[10, 11], однако их нестационарный анализ для двухслойных течений не проводился.

При описании гидравлических прыжков в двухслойной жидкости важной проблемой

является выбор соотношений Рэнкина — Гюгонио, определяющих скачок. Такими соотно-
шениями могут быть законы сохранения массы (1) и полного импульса системы (3), закон
сохранения энергии, играющий роль неравенства энтропии на скачке (случай однослойной
жидкости рассмотрен в [12]), один из интегралов Бернулли. Подобная проблема возникает
при описании двухслойных течений под твердой крышкой [2. § 3.5]. В этом случае одним
из возможных способов для замыкания является использование интеграла Бернулли для

сжимающегося слоя. Однако, как отмечается в [2], такое предположение не может быть
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строго корректным, поскольку диссипация происходит в каждом слое. Таким образом,
возможность использования интегралов Бернулли для двухслойных течений со свободной

поверхностью не обоснована.
В [13] при изучении сдвиговых течений в однородных жидкостях для замыкания со-

отношений на скачке предложено использовать локальную завихренность. В случае двух-
слойной жидкости аналогом завихренности является разность скоростей. В [14] доказано,
что при выборе в качестве основных переменных толщин слоев h1, h2, полного импульса
γ1h1u1 + γ2h2u2 и разности скоростей u1 − u2 размер области выпуклости полной энергии

как функции этих переменных будет наибольшим по сравнению с другими вариантами

выбора консервативных переменных (например, h1, h2, u1, u2). Этот факт был принят
в качестве математического обоснования выбора закона сохранения для относительной

скорости. В [13] в случае очень слабой стратификации (γ1 ≈ γ2) использование закона
сохранения для относительной скорости позволило построить решение задачи Римана в

области гиперболичности, удовлетворяющее на скачке условию устойчивости Лакса.
В [6] при численном исследовании двухслойных течений над неровным дном исполь-

зовалось приближение твердой крышки. В [15] неконсервативные члены оценивались с

помощью процедуры интегрирования вдоль линейного пути в пространстве состояний. В
последних двух случаях условия на скачке априори несовместны с энтропийным неравен-
ством. Однако это неравенство всегда проверялось апостериори.

В настоящей работе реализована идея, предложенная В. М. Тешуковым в 2007 г. Он
заметил, что неконсервативные уравнения импульса для каждого слоя становятся консер-
вативными на многообразии, на котором масса каждого слоя и полный импульс системы
сохраняются. В частности, в данной работе показано, что такое замыкание совместно с
энтропийным неравенством.

2. Основные соотношения. Будем считать, что гидравлический прыжок является
неподвижным в связанной с ним системе координат. Уравнения масс и импульсов (1), (3)
могут быть проинтегрированы:

γ1h1u1 = Q1 = const, γ2h2u2 = Q2 = const,

γ1h1u
2
1 + γ2h2u

2
2 + gγ1h

2
1/2 + gγ2h1h2 + gγ2h

2
2/2 = M = const .

(6)

Исключив скорости из уравнения импульсов, получаем

Q2
1

γ1h1
+

Q2
2

γ2h2
+

gγ1h
2
1

2
+ gγ2h1h2 +

gγ2h
2
2

2
= M = const .

Для заданных γ1, γ2 (γ1 > γ2) и малых Q1, Q2 функция

M(h1, h2) =
Q2

1

γ1h1
+

Q2
2

γ2h2
+

gγ1h
2
1

2
+ gγ2h1h2 +

gγ2h
2
2

2
(7)

имеет только одну невырожденную критическую точку, которая является точкой мини-
мума. Рассмотрим функцию M(h1, h2), определенную в (7). Ее гессиан, обозначенный
M ′′(h1, h2), положительно определен:

M ′′(h1, h2) =

(
2Q2

1/(γ1h
3
1) + gγ1 gγ2

gγ2 2Q2
2/(γ2h

3
2) + gγ2

)
> 0,

поскольку γ1 > γ2. Координаты точки минимума M(h1, h2) определяются из уравнений

h2
1

(
h1 +

γ2

γ1
h2

)
=

Q2
1

gγ2
1

, h2
2(h2 + h1) =

Q2
2

gγ2
2

. (8)

Линии уровня функции M(h1, h2) в окрестности критической точки замкнуты.
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Рассмотрим выражение для полной энергии

e =
γ1h1u

2
1

2
+

γ2h2u
2
2

2
+

gγ1h
2
1

2
+ gγ2h1h2 +

gγ2h
2
2

2
.

Частные производные полной энергии по скоростям ui и толщинам hi задают потоки ин-
тегралов Бернулли (4) и массовые потоки (1) [16]:

∂e

∂h1
=

γ1u
2
1

2
+ g(γ1h1 + γ2h2) = R1,

∂e

∂u1
= γ1h1u1 = Q1,

∂e

∂h2
=

γ2u
2
2

2
+ gγ2(h1 + h2) = R2,

∂e

∂u2
= γ2h2u2 = Q2.

Выражение для потока энергии имеет вид

D(h1, h2) =
Q1

γ1
R1 +

Q2

γ2
R2 =

=
Q1

γ1

( Q2
1

2γ1h2
1

+ g(γ1h1 + γ2h2)
)

+
Q2

γ2

( Q2
2

2γ2h2
2

+ gγ2(h1 + h2)
)
. (9)

Вычислим гессиан функции D:

D′′(h1, h2) =

(
3Q3

1/(γ
2
1h4

1) 0
0 3Q3

2/(γ
2
2h4

2)

)
.

Критические точки функции D задаются уравнениями

Q1

γ1

(
− Q2

1

γ1h3
1

+ gγ1

)
+

Q2

γ2
gγ2 = 0,

Q1

γ1
gγ2 +

Q2

γ2

(
− Q2

2

γ2h3
2

+ gγ2

)
= 0,

или

h3
1 =

Q3
1

gγ2
1(Q1 + Q2)

, h3
2 =

Q3
2

gγ2
2((γ2/γ1)Q1 + Q2)

. (10)

Возможны два случая:
1. Течение в слоях происходит в одном направлении, т. е. знаки массовых потоков

одинаковы. Для определенности предположим, что потоки положительны (течение проис-
ходит слева направо):

Q1 > 0, Q2 > 0. (11)

2. Знаки массовых потоков противоположны, например:

Q1 > 0, Q2 < 0. (12)

Случай (12) более сложный, поскольку в (10) могут возникнуть дополнительные осо-
бенности в знаменателе. Далее рассматривается только случай (11), для которого крити-
ческая точка является минимумом, а линии уровня функции D(h1, h2) также замкнуты.

В точках минимума функций M(h1, h2) и D(h1, h2), обозначенных MM и DM соответ-
ственно, скорости каждого слоя u1, u2 определены по соответствующим толщинам h1, h2

в (8) и (10). Можно показать, что точки MM и DM всегда принадлежат области гипер-
боличности (в этих точках соответствующий характеристический полином (5) имеет три
положительных корня и один нулевой). Рассмотрим более подробно случай, соответству-
ющий нулевому корню. Запишем уравнение для критической кривой

C(h1, h2) =
( Q2

1

γ2
1h2

1

− gh1

)( Q2
2

γ2
2h2

2

− gh2

)
− g2 γ2

γ1
h1h2 = 0, (13)

полученное из характеристического полинома (5) при λ = 0.
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Теорема 1. Если (h1, h2) — координаты точки экстремума функции M(h1, h2) или
D(h1, h2), определенные соответственно в (8) или (10), то C = 0, т. е. точки экстре-
мума принадлежат критической кривой.

Доказательство. Точка минимума M(h1, h2) определяется уравнениями (8) и удо-
влетворяет соотношениям

Q2
1

γ2
1h2

1

= g
(
h1 +

γ2

γ1
h2

)
,

Q2
2

γ2
2h2

2

= g(h2 + h1).

Следовательно,

C =
( Q2

1

γ2
1h2

1

− gh1

)( Q2
2

γ2
2h2

2

− gh2

)
− g2 γ2

γ1
h1h2 =

=
(
g
(
h1 +

γ2

γ1
h2

)
− gh1

)
(g(h2 + h1)− gh2)− g2 γ2

γ1
h1h2 = 0.

Точка минимума D определяется уравнениями (10) и удовлетворяет соотношениям

Q2
1

γ2
1h2

1

=
g(Q1 + Q2)

Q1
h1,

Q2
2

γ2
2h2

2

=
g((γ2/γ1)Q1 + Q2)

Q2
h2.

Тогда

C =
( Q2

1

γ2
1h2

1

− gh1

)( Q2
2

γ2
2h2

2

− gh2

)
− g2 γ2

γ1
h1h2 =

=
(g(Q1 + Q2)

Q1
h1 − gh1

)(g((γ2/γ1)Q1 + Q2)

Q2
h2 − gh2

)
− g2 γ2

γ1
h1h2 = 0.

Теорема доказана.

Замечание. Линия равных скоростей u1 = u2, которая может быть описана форму-
лой

Q1

γ1h1
− Q2

γ2h2
= 0,

всегда проходит выше точек минимума функций M(h1, h2) и D(h1, h2) на плоскости
(h1, h2).

Рассмотрим точку минимума функцииM(h1, h2), для которой справедливы соотноше-
ния

Q2
1

γ2
1h2

1

= u2
1 = g

(
h1 +

γ2

γ1
h2

)
,

Q2
2

γ2
2h2

2

= u2
2 = g(h2 + h1).

Тогда

Q2
1

γ2
1h2

1

− Q2
2

γ2
2h2

2

= u2
1 − u2

2 = gh2

(γ2

γ1
− 1

)
< 0,

т. е. в точке минимума функции M(h1, h2) u1 − u2 < 0.
Рассмотрим точку минимума функции D(h1, h2), для которой справедливы соотноше-

ния

Q3
1

γ3
1h3

1

=
g(Q1 + Q2)

γ1
,

Q3
2

γ3
2h3

2

=
g((γ2/γ1)Q1 + Q2)

γ2
.
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Рис. 2. Типичное расположение кривых C = 0, M = const, D = const, u1 = u2

на плоскости (h1, h2)

Таким образом,

Q3
1

γ3
1h3

1

− Q3
2

γ3
2h3

2

= u3
1 − u3

2 =
g(Q1 + Q2)

γ1
− g((γ2/γ1)Q1 + Q2)

γ2
= g

Q2

γ2

(γ2

γ1
− 1

)
< 0,

т. е. также в точке минимума функции D(h1, h2) u1 − u2 < 0. Можно показать, что точ-
ка DM расположена выше точки MM . На рис. 2 показано типичное расположение кривых
C = 0, M = const, D = const, u1 = u2 и точек минимума DM и MM на плоскости (h1, h2).
Точки минимума DM и MM всегда находятся ниже кривой u1 = u2, причем точка MM —
всегда ниже точки DM .

Теорема 2. Кривые M(h1, h2) = const и D(h1, h2) = const касаются в точке (h1, h2)
тогда и только тогда, когда u1 = u2 или C = 0.

Доказательство. Рассмотрим кривые M(h1, h2) = const и D(h1, h2) = const, опре-
деляемые уравнениями (7), (9):

M(h1, h2) =
Q2

1

γ1h1
+

Q2
2

γ2h2
+

gγ1h
2
1

2
+ gγ2h1h2 +

gγ2h
2
2

2
,

D(h1, h2) =
Q1

γ1

( Q2
1

2γ1h2
1

+ g(γ1h1 + γ2h2)
)

+
Q2

γ2

( Q2
2

2γ2h2
2

+ gγ2(h1 + h2)
)
.

Кривые касаются, если

0 =
∂M

∂h1

∂D

∂h2
− ∂D

∂h1

∂M

∂h2
=

(
− Q2

1

γ1h2
1

+ gγ1h1 + gγ2h2

)(
g
(
Q2 + Q1

γ2

γ1

)
− Q3

2

γ2
2h3

2

)
−

−
(
− Q2

2

γ2h2
2

+ gγ2h1 + gγ2h2

)(
g(Q2 + Q1)−

Q3
1

γ2
1h3

1

)
=



С. Л. Гаврилюк, М. Ю. Казакова 31

= −Q2γ1h1 −Q1γ2h2

h3
1h

3
2γ

2
1γ2

2

(Q2
1(−Q2

2 + gh3
2γ

2
2) + gh3

1γ1(Q
2
2γ1 + gh3

2γ
2
2(γ2 − γ1))) =

= g2(Q2γ1h1 −Q1γ2h2)
(( Q2

2

gh3
2γ

2
2

− 1
)( Q2

1

gh3
1γ

2
1

− 1
)
− γ2

γ1

)
.

Таким образом, матрица Якоби вырождена, если

Q2γ1h1 −Q1γ2h2 = 0

или ( Q2
2

gh3
2γ

2
2

− 1
)( Q2

1

gh3
1γ

2
1

− 1
)
− γ2

γ1
= 0,

что эквивалентно соотношениям u2 = u1 или C = 0.
3. Сверхкритическое и докритическое состояния. Рассмотрим кусочно-

постоянное разрывное решение уравнений (1), (2)

(h1(x), h2(x), u1(x), u2(x))т =

{
(h10, h20, u10, u20)

т, x < 0,
(h1, h2, u1, u2)

т, x > 0.

Для переменных характеристик состояния справа от скачка будем использовать те же

обозначения, что и для основных переменных. Критическая кривая C(h1, h2) = 0, разде-
ляющая состояния перед скачком и за ним, определена в (13). Течение является сверх-
критическим, если C > 0, и докритическим, если C < 0. Предположим, что выполнено
условие Q1 > 0, Q2 > 0 и состояние (h10, h20) слева от скачка сверхкритическое. Для
сопряженных состояний, удовлетворяющих соотношениям (6), дополнительно должно вы-
полняться естественное диссипативное неравенство (в теории гиперболических уравнений
называемое энтропийным неравенством)

[D(h1, h2)] =
[Q1

γ1
R1 +

Q2

γ2
R2

]
=

=
[Q1

γ1

( Q2
1

2γ1h2
1

+ g(γ1h1 + γ2h2)
)

+
Q2

γ2

( Q2
2

2γ2h2
2

+ gγ2(h1 + h2)
)]

6 0,

где

[D] = D(h1, h2)−D(h10, h20).

Из энтропийного неравенства следует, что область докритического состояния должна рас-
полагаться внутри кривой D(h1, h2) = D(h10, h20), поскольку она замкнута. В частности,
энтропийное неравенство обеспечивает докритическое состояние справа от скачка.

Для заданных Q1 > 0, Q2 > 0 выберем точку (h10, h20), так чтобы замкнутая кри-
вая M(h1, h2) = M(h10, h20) полностью находилась в области гиперболичности (рис. 3).
В области эллиптичности характеристический полином (5) имеет два вещественных и два
комплексно-сопряженных собственных значения.

КривуюM(h1, h2) = M(h10, h20) можно параметризовать, введя полярные координаты
(r, θ):

h1 = r(θ) cos θ, h2 = r(θ) sin θ, θ ∈ (θ−, θ+).

Здесь функция r(θ) определяется полиномом третьей степени, полученным из соотноше-
ния

Q2
1

γ1h1
+

Q2
2

γ2h2
+

gγ1h
2
1

2
+ gγ2h1h2 +

gγ2h
2
2

2
= M = const
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Рис. 3. Области гиперболичности (I) и эллиптичности (II) системы (1), (2)

Рис. 4. Кривая полного импульса M = const в полярных координатах на плос-
кости (h1, h2)

и имеющим вид

r3g
(
γ1

cos2 θ

2
+ γ2 cos θ sin θ + γ2

sin2 θ

2

)
−Mr +

Q2
1

γ1 cos θ
+

Q2
2

γ2 sin θ
= 0. (14)

Один из корней данного полинома всегда отрицательный (следовательно, он не имеет
физического смысла), два других корня действительны и положительны: r1(θ) < r2(θ)
при θ ∈ (θ−, θ+). Объединение кривых r1 = r1(θ) и r2 = r2(θ) представляет собой гладкую
замкнутую кривуюM = const на плоскости (r, θ): r1(θ

−) = r2(θ
−), r1(θ

+) = r2(θ
+) (рис. 4).

Критическая кривая C = 0 пересекает кривую M = const в точках, соответствующих
углам θ−C < θ+

C , таким что θ− < θ−C < θ+
C < θ+.

Рассмотрим стационарные неконсервативные уравнения импульсов для каждого

слоя (2):

γ1h1u1u1x + gh1(γ1h1 + γ2h2)x = 0,

γ2h2u2u2x + gh2γ2(h1 + h2)x = 0,

которые являются консервативными вдоль кривой M = const. Действительно, неконсер-
вативное произведение h1(h2)x записывается в виде

h1(h2)x = r(θ) cos θ
(dr(θ)

dθ
θx sin θ + r(θ)θx cos θ

)
=

=
(r2(θ)

2
sin θ cos θ +

1

2

θ∫
θ∗

r2(θ) dθ
)

x
=

(h1h2

2
+

1

2

θ∫
θ∗

r2(θ) dθ
)

x
,
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аналогично

h2(h1)x = r(θ) sin θ
(dr(θ)

dθ
θx cos θ − r(θ)θx sin θ

)
=

=
(r2(θ)

2
sin θ cos θ − 1

2

θ∫
θ∗

r2(θ) dθ
)

x
=

(h1h2

2
− 1

2

θ∫
θ∗

r2(θ) dθ
)

x
.

Здесь θ∗ — произвольная константа, принадлежащая интервалу (θ−, θ+). Поскольку урав-
нения записываются в консервативной форме, может быть выбрана одна из следующих
сохраняющихся величин:

Q2
1

γ1h1
+ g

(γ1h
2
1

2
+ γ2

(h1h2

2
+

1

2

θ∫
θ∗

r2(θ) dθ
))

=

=
Q2

1

γ1h10
+ g

(γ1h
2
10

2
+ γ2

(h10h20

2
+

1

2

θ0∫
θ∗

r2(θ) dθ
))

= M1,

Q2
2

γ2h2
+ g

(γ2h
2
2

2
+ γ2

(h1h2

2
− 1

2

θ∫
θ∗

r2(θ) dθ
))

=

=
Q2

2

γ2h20
+ g

(γ2h
2
20

2
+ γ2

(h10h20

2
− 1

2

θ0∫
θ∗

r2(θ) dθ
))

= M2.

Данная система совместна с законом сохранения полного импульса. Действительно, сум-
мируя уравнения, получаем

M1 + M2 = M.

В качестве дополнительного замыкающего соотношения можно выбрать закон сохранения

импульса одного слоя (M1 или M2). Далее, необходимо показать, что соответствующее
сопряженное состояние принадлежит докритической области и энтропийное неравенство

выполнено. Для определенности выберем закон сохранения импульса первого слоя, кото-
рый, очевидно, не зависит от выбора θ∗. Наконец, для заданного сверхкритического со-
стояния, соответствующего выбранной точке (h10, h20), можно определить сопряженное
докритическое состояние (h1, h2) из следующей системы уравнений:

Q2
1

γ1h1
+

gγ1h
2
1

2
+

gγ2h1h2

2
+

gγ2

2

θ∫
θ0

r2(θ) dθ =
Q2

1

γ1h10
+

gγ1h
2
10

2
+

gγ2h10h20

2
; (15)

Q2
1

γ1h1
+

Q2
2

γ2h2
+

gγ1h
2
1

2
+ gγ2h1h2 +

gγ2h
2
2

2
=

=
Q2

1

γ1h10
+

Q2
2

γ2h20
+

gγ1h
2
10

2
+ gγ2h10h20 +

gγ2h
2
20

2
. (16)

Здесь θ0 = arctg (h20/h10); θ = arctg (h2/h1); функция r(θ) определяется формулой (14).
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Рис. 5. Типичное расположение кривых C = 0, M = const в плоскости (r, θ)

4. Алгоритм определения докритического состояния. Для расчета постоянной
функции M(h10, h20) были выбраны параметры h10 = 0,45, h20 = 0,045, Q1 = 10, Q2 = 1,1,
γ1 = 10, γ2 = 9,5, которые задают замкнутую кривую M(h1, h2) = M(h10, h20), полностью
принадлежащую области гиперболичности. Далее (h10, h20) — некоторая произвольная

точка на этой неподвижной кривой. Более целесообразно рассмотреть структуру решения
в плоскости (r, θ) (рис. 5).

Численно показано, что для любого сверхкритического начального состояния, при-
надлежащего кривой r1(θ) (θ−C < θ < θ+

C ), не существует нетривиального решения систе-
мы (15), (16) при угле θ, принадлежащем той же кривой r1(θ) (θ− < θ < θ+). Следова-
тельно, решение может принадлежать только кривой r2(θ) (θ− < θ < θ+). Представим
интеграл в (15) в виде

θ∫
θ0

r2(θ) dθ =

θ−∫
θ0

r2
1(θ) dθ +

θ∫
θ−

r2
2(θ) dθ

и найдем нетривиальное решение θ на кривой r = r2(θ). Установлено, что такое решение
θ всегда единственно и удовлетворяет энтропийному неравенству. Характерное располо-
жение кривых C = 0, M = const, D = const и точек решения показано на рис. 6 (S —
начальное сверхкритическое состояние; J — сопряженное докритическое состояние). Точ-
ки, соответствующие сверхкритическому состоянию S и сопряженному докритическому

состоянию J , принадлежат одной и той же замкнутой кривой M = const. Состояние J
удовлетворяет энтропийному неравенству: оно располагается внутри замкнутой кривой
D = const, проходящей через точку S.

Также выявлено следующее свойство: если начальные данные, соответствующие
сверхкритическому состоянию, изменяются монотонно с изменением угла θ0 (точки 1–8
на рис. 7), то монотонно изменяются и докритические состояния (точки 1 ′–8 ′).

5. Сравнение предлагаемого подхода с подходом, основанным на исполь-
зовании интегралов Бернулли. Альтернативный подход к решению рассматриваемой
задачи состоит в выборе уравнения для разности скоростей u1, u2 в качестве замыкающего

соотношения на скачке (разность двух уравнений Бернулли):

(u1 − u2)t +
(u2

1

2
− u2

2

2
+ gh2

(γ2

γ1
− 1

))
x

= 0.
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Рис. 6. Характерное расположение кривых C = 0, M = const, D = const и точек S, J ,
соответствующее решению, удовлетворяющему энтропийному неравенству

Рис. 7. Сверхкритические начальные состояния, равномерно распределенные на кри-
вой M = const (1–8), и соответствующие им докритические состояния (1 ′–8 ′)
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Рис. 8. Амплитуды внутреннего (а) и поверхностного (б) скачков, полученные
с помощью предложенного подхода (темные точки) и подхода, основанного на
использовании интегралов Бернулли (светлые точки)

Для стационарного гидравлического прыжка это равенство означает, что сохраняется ве-
личина

u2
1

2
− u2

2

2
+ gh2

(γ2

γ1
− 1

)
= const .

Показано, что для обоих подходов выполнено энтропийное неравенство. Для 10 точек,
равномерно распределенных на участке кривой M = const, соответствующем сверхкрити-
ческому состоянию, и пронумерованных в порядке возрастания значений угла θ, на рис. 8
приведены результаты расчетов для соответствующих докритических состояний (N — но-
мер точки). Установлено, что амплитуды внутренних и поверхностных скачков, получен-
ные предлагаемым методом, больше амплитуд, полученных с использованием уравнения
для разности скоростей.
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Рис. 9. Амплитуды внутреннего скачка, полученные с использованием предло-
женного подхода (темные точки) и подхода Бернулли (светлые точки)

Численно показано, что при использовании предлагаемого подхода всегда выполняется
неравенство

f =
h1

h10
− h1 + h2

h10 + h20
> 0. (17)

Это означает, что амплитуда внутреннего скачка всегда превышает амплитуду соответ-
ствующей поверхностной волны. При использовании уравнения для разности скоростей
неравенство (17) выполнено не всегда (рис. 9). Неравенство (17) подтверждает, что пове-
дение двухслойного течения со свободной поверхностью и малой разностью безразмерных

плотностей аналогично поведению жидкости под твердой крышкой [17].
Авторы выражают благодарность С. В. Головину и Р. Левеку за обсуждение работы.
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