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Статья посвящена теоретическому анализу вязких пленок жидкости, стекающих вдоль единичного эле-
мента структурированной упаковки с крупными ребрами и микротекстурой в виде волнистой двухмерной 
поверхности или трехмерной поверхности «холмистого» типа. Рассмотрено влияние сил инерции, поверхност-
ного натяжения, геометрии крупного гофрирования и мелкой текстуры на осредненные характеристики пле-
ночного течения. Получены новые уравнения для расчета трехмерного пленочного течения вдоль пластины 
с двойной структурой гофрирования. В расчетах основное внимание уделено влиянию, которое оказывают 
микротекстуры различного типа на растекание пленки. Варьировались тип, амплитуда, угол наклона  мелкой 
текстуры и число Рейнольдса жидкости. Обнаружено, что трехмерная микротекстура «холмистого» типа ока-
зывает малое влияние на растекание жидкой пленки по единичному элементу структурированной насадки; 
осредненные расходы жидкости вдоль и поперек крупных ребер слабо зависят от амплитуды и угла наклона 
мелкой текстуры этого типа. Выявлено, что только средняя толщина пленки чувствительна к изменению ам-
плитуды микроповерхности «холмистого» типа. Это сильно отличается от влияния, которое оказывает волни-
стая двухмерная микротекстура на растекание пленки вдоль и поперек крупных ребер. В этом случае воздей-
ствие волнистости на гидродинамику растекания существенно зависит от амплитуды и угла наклона мелкой 
текстуры. 

Ключевые слова: пленочное течение вязкой жидкости; крупное гофрирование и микротекстура; струк-
турированные насадки. 

Введение 

Структурированные насадки находят широкое применение в современных техно-
логических процессах [1−4]. В качестве примера можно привести дистилляционные ко-
лонны, где жидкость в виде тонких пленок стекает по элементам такой насадки, обеспе-
чивая хорошую площадь контакта с встречным паром [5, 6]. Насадка состоит из индиви-
дуальных элементов, расположенных вертикально и изготовленных из различных мате-
риалов ⎯ от металла до пластика. Элементы насадки имеют крупные ребра с углом на-
клона к горизонту, образующие каналы для потока пара, и микротекстуру [1−6]. Круп-
ные ребра соседних элементов насадки наклонены в разные стороны [1]. В результате 
формируется сложная сеть каналов для пара [7]. Микротекстура наносится на начальном 
этапе изготовления насадки и бывает двух типов: волнистая двухмерная поверхность и 
трехмерная поверхность «холмистого» типа [5]. 
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Таким образом, внутри дистилляционных колонн, заполненных структурированной 
насадкой, наблюдается сложное трехмерное течение пленки жидкости по твердым по-
верхностям с крупными ребрами и микротекстурой [8−11]. Дополнительными, влияю-
щими на гидродинамику, факторами являются контактные точки между соседними эле-
ментами насадки и перфорация [1]. С учетом вышесказанного, очевидно, что математи-
ческое предсказание распределения жидкой фазы по сечению и высоте колонны со струк-
турированной насадкой представляет собой чрезвычайно сложную задачу [8−11]. Мно-
жество работ посвящено исследованию стекания пленки вдоль одномерной гофрирован-
ной поверхности [5, 6, 12−36]. В них изучались различные аспекты такого течения [12]. 
Установившееся течение по одномерному гофрированию различной формы, амплитуды 
и периода исследовалось экспериментально [5, 6, 13, 14] и численно с использованием 
различных асимптотических методов [15−17], осредненных подходов [18−20] и прямых 
расчетов по уравнениям Навье−Стокса [18, 22−25], также проводился анализ устойчиво-
сти [19, 24−32] и волнообразования [35−36]. Существует лишь небольшое количество 
работ, где рассматривается трехмерное течение. Ранее автор, используя осредненный 
подход, исследовал стекание пленки вдоль поверхности с крупными ребрами и двухмер-
ной микротекстурой волнистого типа [37]. Для трехмерной поверхности «холмистого» 
типа в работах [38, 39] с помощью асимптотических методов изучалось стекание пленок 
вдоль слабомодулированной поверхности. В работах [40, 41] рассматривалось стекание 
пленок вдоль наклонной поверхности с одиночным препятствием. С течениями такого 
типа были проведены эксперименты [42]. В работе [43] для течения вдоль трехмерной 
поверхности «холмистого» типа исследовались инерционные эффекты с использованием 
аналитических численных и экспериментальных методов. 

Цель настоящей работы ⎯ изучение пленочного течения вдоль поверхности, на ко-
торой присутствуют как крупные ребра, так и микротекстура. Предлагается исследовать 
гидродинамику течения для микротекстур в виде волнистой двухмерной поверхности и 
трехмерной поверхности «холмистого» типа. В работе также рассматривается влияние 
инерции, поверхностного натяжения, геометрии крупного гофрирования и микротексту-
ры на осредненные характеристики пленки вязкой жидкости, стекающей вдоль единич-
ного элемента структурированной насадки. Использование численных расчетов по рас-
пределению жидкости в дистилляционных колоннах, заполненных структурированной 
насадкой, имеет большое практическое значение для анализа общей эффективности раз-
деления смеси [1−10]. 

Основные уравнения 

Рассматривается течение пленки вдоль трехмерной поверхности с крупным гофри-
рованием и мелкой текстурой (рис. 1а). Проекции вектора силы тяжести, изображенные 
на рис. 1а, направлены вдоль и поперек крупных ребер. Форма крупного гофрирования 
предполагается близкой к треугольной с углом раскрытия ω при вершине этого тре-
угольника. Амплитуда крупных ребер предполагается много больше, чем локальная 
толщина пленки, и поперечная компонента вектора силы тяжести обеспечивает скаты-
вающую силу (рис. 1b, здесь B0 ⎯ период крупного гофрирования). Оси координат (x, z) 
на рис. 1c привязаны к координатам мелкой текстуры. Полагая амплитуду мелкой текс-
туры и локальную толщину пленки малыми величинами в сравнении с периодом тексту-
ры, можно упростить исходную систему уравнений Навье−Стокса с граничными усло-
виями и использовать приближение пограничного слоя: 

2

2 2
1 3 ,
Re x

u u u P uu v w g
x y z x y

ε
ε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                            (1) 

0,P y∂ ∂ =                                                          (2) 



Теплофизика и аэромеханика, 2019, том 26, № 6 

 923  

2

2 2 2
1 3 ,
Re z

w w w P wu v w g
x y z z y

ε ε
ε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                               (3) 

2 0,u v w
x y z

ε∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                                                    (4) 

1

10,       ( , ),u v w y f x z
ε

= = = =                                             (5) 

2 2
2 2,   0,   We( ),   ( , ),a

xx zz
h h u wv u w P P h h y h x z
x z y y

ε ε ε∂ ∂ ∂ ∂
= + = = = − + =

∂ ∂ ∂ ∂
          (6) 

sin sin( ) cos cos( )sin( / 2),xg α ϕ α α ϕ α ω= + + +                              (7) 

sin cos( ) cos sin( )sin( / 2),zg α ϕ α α ϕ α ω= + − +                              (8) 

здесь u, w и v ⎯ компоненты скорости соответственно в направлениях осей x, z, y (ось y 
перпендекулярна плоскости (x, z) (см. рис. 1c), P ⎯ давление в жидкости, h (x, z) = 
= 1( , ) ( , )H x z f x z ε+  ⎯ форма свободной поверхности. Локальная толщина пленки об-
значена как H(x, z), а f (x, z) описывает форму мелкой текстуры. Для обезразмеривания 
переменных в уравнениях (1)−(8) использовались следующие масштабы (переменные со 
звездочкой являются размерными величинами): 
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0 0 0 0 0
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здесь ν ⎯ кинематическая вязкость жидкости, ρ ⎯ плотность жидкости, σ ⎯ поверхно-
стное натяжение, α ⎯ угол наклона крупных гофров, ϕ и A ⎯ угол наклона и амплитуда 
мелкой текстуры, L и L1 ⎯ периоды мелкой текстуры в x- и z-направлениях. Уравнения (1)−(3) 

 
 

Рис. 1. Схема отдельного элемента структурированной насадки с крупными ребрами 
(сплошные линии) и микротекстурой (штриховые линии) (a), изображение формы 
крупного гофрирования, близкой к треугольной (b) и схема течения пленки вдоль 

поверхности с микротекстурой f (x, z) под воздействием проекций силы тяжести gx и gz (с). 
α ⎯ угол наклона крупных ребер, ω ⎯ угол раскрытия треугольника при вершине крупного гофра 

для одного периода, ϕ ⎯ угол наклона микротекстуры. 
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и (4) представляют собой законы сохрания импульса и массы соответственно. Уравне-
ния (5) являются условиями прилипания на твердой границе, уравнения (6) ⎯ кинема-
тическое условие и равенство касательных и нормальных напряжений на свободной гра-
нице. Уравнения (7) и (8) описывают проекцию силы тяжести на оси (x, z). 

Сформулированные выше уравнения описывают течение пленки вдоль трехмерной 
поверхности с крупным гофрированием и мелкой текстурой и близки к уравнениям по-
граничного слоя для волнового течения тонких вязких слоев жидкости [20]. Для даль-
нейшего упрощения используем автомодельные профили скорости, удовлетворяющие 
граничным условиям:  
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Интегрирование уравнений (1)−(4) поперек слоя дает систему осредненных уравнений 
на толщину пленки и расходы жидкости при стекании вдоль трехмерной поверхности 
с крупным гофрированием и мелкой текстурой (см. рис. 1): 
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где cos sin 1,q Qϕ ϕ<< >> − << >> =  sin sin( ) cos cos( )sin( / 2),xg α ϕ α α ϕ α ω= + + +  gz  = 
= sin α cos(ϕ + α) − cosα sin(ϕ + α)sin(ω /2), q ⎯ расход жидкости в x-направлении, Q ⎯ 
расход жидкости в z-направлении, <<...>> обозначает осреднение по координатам x и z. 
При решении задачи исходим из предположения, что изначально поверхность орошается 
в вертикальном направлении и последнее уравнение представляет собой общий баланс 
массы. 

Сформулированный осредненный подход существенно упрощает исходные урав-
нения. Справедливость его допущений обосновывается сопоставлением с результатами 
прямого расчета уравнений Навье−Стокса. В работах [18, 24] было продемонстрировано 
такое сопоставление для случая стекания жидкого азота вдоль одномерной гофрирован-
ной поверхности с мелкой синусоидальной текстурой, и для течения на линии насыще-
ния получено удовлетворительное согласование вплоть до чисел Рейнольдса Re 30.≤  
Использование осредненного подхода для описания одномерного волнового течения 
вязкой пленки вдоль гладкой поверхности берет начало с работы [44]. Далее осреднен-
ный подход был обобщен [45] на случай двухмерных волн, и полупараболические про-
фили скорости закладывались в двух направлениях. К настоящему времени осредненный 
подход в различных модификациях широко используется как в задачах волнового стека-
ния вдоль гладкой стенки [20], так и в задачах течения пленок вдоль гофрированной по-
верхности [12, 32]. Особенно хорошо преимущества его использования демонстрируют 
расчеты трехмерных задач. 

Уравнения (9)−(11) решались численно с использованием спектрального метода 
для определения толщины пленки и расходов жидкости: 

( ) 2 ( 1) 2 ( 1)

1 1
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После подстановки приведенного выражения в уравнения (9)−(11) получаем систему 
нелинейных алгебраических уравнений, которая решалась численно методом Ньютона. 
Расчеты начинались со слабомодулированной поверхности, где решение близко к нус-
сельтовскому случаю. Затем с использованием непрерывности увеличивалась амплитуда 
гофрирования. В дальнейших расчетах будем рассматривать три случая микротекстуры 
(см. рис. 1, 2): 

[ ] [ ]

[ ]

1 1

2 1

1 1  ( ) 1 cos(2 / ) ,   ( , ) 1 0,5cos(2 / ) 0,5cos(2 / ) ,
2 2

1                     ( , ) 1 cos(2 / ) cos(2 / ) .
2

f x x L f x z x L z L

f x z x L z L

π π π

π π

= − = − −

= −
       (12) 

Следует еще раз отметить, что параметрами крупного гофрирования в рассматриваемых 
уравнениях являются угол наклона крупных ребер α и угол раскрытия ω при вершине 
крупного ребра, 0 0tg( / 2) /(2 ),B Aω =  где B0 и A0 ⎯ период и амплитуда крупного гоф-
рирования. 

Результаты расчетов 

Рассматривается стекание жидкого азота на линии насыщения при атмосферном 
давлении. Результаты расчетов представлены на рис. 3−5. Даже при фиксированных фи-
зических свойствах жидкости в уравнениях (9)−(11) присутствуют семь безразмерных 
параметров: α, ω, ϕ, A/L, L1/L, / /L gσ ρ  и Re. В настоящей работе основное внимание 
уделено выявлению качественных различий в гидродинамике растекания по поверхно-
стям с различным типом микротекстуры: для двухмерной волнистости и для трехмерной 
поверхности «холмистого» типа. Зафиксируем параметры крупного гофрирования: пусть 
α = 48° и ω = 80°, а периоды мелкой текстуры составляют / / 1,5L gσ ρ =  и L1 /L = 1. 
Эти значения близки к соответствующим характеристикам единичного элемента ком-
мерческой насадки Sulzer500Y, используемой в реальных производствах [1]. Будем 

 
 

Рис. 2. Профили микротекстуры. 
a ⎯ волнистая двухмерная поверхность, b ⎯ «холмистая» трехмерная поверхность первого типа, 

c ⎯ «холмистая» трехмерная поверхность второго типа; 
показаны четыре периода волны в обоих направлениях. 
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варьировать в расчетах амплитуду A/L и угол наклона ϕ мелкой текстуры, а также тип 
микротекстуры (см. уравнение (12)) и число Рейнольдса. 

На первом этапе проводится сопоставление результатов настоящих расчетов, полу-
ченных по уравнениям (9)−(11) (сплошные линии на рис. 3), с результатами работы [37] 
(штриховые линии на рис. 3), где гидродинамика стекания вязкой пленки рассматрива-
лась без использования аппроксимации формы крупного гофрирования треугольником. 
В работе [37] она задавалась синусоидальной, и мелкое гофрирование представляло со-
бой двухмерную волнистость. В задаче присутствовало два периода: период микротек-
стуры L и период крупных ребер B0. Авторы [37] использовали «погранслойную пере-
менную» вдоль периметра крупного ребра, интегрирование уравнений поперек слоя и 
двумерные ряды Фурье. Сопоставление результатов, представленных на рис. 3, демонст-
рирует их хорошее согласование, это подтверждает возможность использования уравне-
ний (9)−(11) для описания стекания вязких пленок жидкости вдоль поверхности с круп-
ными гофрами и микротекстурой. Отметим, что использование уравнений из работы [37] 
для рассмотрения стекания пленки по поверхности с трехмерной микротекстурой «хол-
мистого» типа не представляется возможным, т.к. в этом случае имеется три несоизме-
римых периода и, следовательно, спектральный метод [37], использующий двойной ряд 
Фурье, становится неприменимым. 

 
 

Рис. 3. Течение вдоль единичного элемента структурированной насадки  с волнистой 
двухмерной микроструктурой  с амплитудой А и периодом L(σ/(ρg))1/2 = 1,5. 

a, b ⎯ минимальная толщина пленки (номера линий со штрихом) и средняя толщина  пленки (номера линий 
без штрихов) при Re = 30 (a), 5 (b);  c, d ⎯  расход в пленке вдоль крупного ребра (номера линий со штрихом) 

и расход в пленке поперек крупного ребра (номера линий без штрихов) при Re = 30 (c), 5 (d); 
1 ⎯ ϕ = −8° (горизонтальная микротекстура), 2 ⎯ ϕ = 27° (наклонная микроструктура), 
3 ⎯ ϕ = 90° (вертикальная микроструктура);  сплошные линии ⎯ результаты расчетов 
по уравнениям (9)−(11) настоящей работы, штриховые линии ⎯ данные работы [37]. 
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На рис. 3−5 представлены средняя и минимальная толщины пленки и средний рас-

ход в пленке поперек и вдоль крупного ребра в зависимости от амплитуды микротексту-
ры. Отметим, что на рис. 3, 4 ислользуются две y-оси. Фрагменты слева соответствуют 
Re = 30, фрагменты справа ⎯ Re = 5. Линии 1, 2 и 3 соответствуют ϕ = −8° (горизон-
тальная микротекстура), 27° (наклонная микротекстура) и 90° (вертикальная микротек-
стура). Результаты, представленные на рис. 3, соответствуют мелкой текстуре в виде 
двухмерной волнистости; результаты, приведенные на рис. 4, 5, соответствуют трехмер-
ной микротекстуре «холмистого» типа (см. уравнения (12)). В расчетах автор постепен-
но увеличивал амплитуду микротекстуры, и в зависимости от ряда факторов решения 
осредненных уравнений (9)−(11) переставали существовать для амплитуды, превышаю-
щей некоторое пороговое значение. При небольших расходах жидкости минимальная 
толщина пленки уменьшается с ростом амплитуды микротекстуры и, начиная с некото-
рого порогового значения A* становится очень малой. Для больших значений амплитуды 
мелкой текстуры решение уравнений (9)−(11) с полностью смоченной твердой поверх-
ностью отсутствует. Величина порогового значения A* существенно зависит от числа 
Рейнольдса, типа микротекстуры и ее угла наклона ϕ. Следует указать, что представлен-
ные расчеты проводились в области параметров, где поверхностное натяжение оказывет 
доминирующее влияние на гидродинамику течения. Сравнение результатов осредненного 
подхода с прямыми расчетами уравнений Навье−Стокса в этой области для случая 

 
 

Рис. 4. Течение вдоль единичного элемента структурированной насадки  с трехмерной «холмистой» 
микроструктурой двух типов (f1 и f2 ) с амплитудой А и периодами L(σ/(ρg))1/2 = 1,5, L1 = L. 

a, b ⎯ минимальная толщина пленки (номера линий со штрихом) и средняя толщина пленки 
(номера линий без штрихов) при Re = 30 (a), 5 (b);  c, d ⎯  расход в пленке вдоль крупного ребра 

(номера линий со штрихом) и расход в пленке поперек крупного ребра (номера линий без штрихов) 
при Re = 30 (c), 5 (d);  ϕ = −8° (1), 27° (2) и 90° (3). 
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стекания жидкости вдоль одномерной гофрированной поверхности [18, 24] демонстри-
рует хорошее количественное согласование, которое начинает ухудшаться при больших 
числах Рейнольдса, где свободная поверхность пленки «выпрямляется» и где жидкость 
затапливает микротекстуру [18, 24]. 

Микротекстура, имеющая вид двухмерной волнистости, оказывает сильное влия-
ние на осредненные характеристики пленочного течения (см. рис. 3). Обнаруженные 
эффекты существенно зависят от угла наклона мелкой текстуры и могут быть противо-
положными для горизонтальной и вертикальной текстур. Так, например, средний расход 
вдоль крупного ребра увеличивается, а средний расход поперек крупного ребра умень-
шается с увеличением амплитуды двухмерной волнистой микротекстуры с горизонталь-
ным направлением. Для вертикальной и наклонной двухмерных волнистостей характер-
ны противоположные тенденции. Аналогичный эффект наблюдается для средней тол-
щины пленки: она существенно увеличивается с ростом амплитуды микротекстуры для 
случаев горизонтальной и наклонной ориентаций, а в случае вертикальной ориентации 
двухмерной волнистости демонстрирует противоположную тенденцию. 

Трехмерная микротекстура «холмистого» типа оказывает малое влияние на расте-
кание жидкой пленки по единичному элементу структурированной насадки (см. рис. 4). 
Осредненные расходы жидкости вдоль и поперек крупных ребер слабо зависят от ам-
плитуды и угла наклона мелкой текстуры этого типа. Только средняя толщина пленки 

 
 

Рис. 5. Средняя толщина пленки и расход в пленке поперек крупного ребра 
в зависимости от амплитуды микроструктуры A при течении вдоль единичного элемента 

структурированной насадки  с трехмерной «холмистой» микроструктурой 
двух типов (f1 и f2 ) и периодами L(σ/(ρg))1/2 = 1,5, L1 = L. 

Re = 30 (a, с), 5 (b, d);  ϕ = −8° (1), 27° (2) и 90° (3). 
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демонстрирует чувствительность по отношению к изменению амплитуды микроповерх-
ности «холмистого» типа. Более детальное представление результатов приведено на рис. 5 
(масштаб y-осей изменен по сравнению с рис. 4), они демонстрируют зависимость рас-
хода жидкости поперек крупного ребра от амплитуды, угла наклона и типа микропо-
верхности «холмистого» типа. 

Выводы 

Исследована гидродинамика течения для микротекстур в виде волнистой двухмер-
ной поверхности и в виде трехмерной поверхности «холмистого» типа. Рассмотрено 
влияние инерции, поверхностного натяжения, геометрии крупного гофрирования и мик-
ротекстуры на осредненные характеристики пленочного течения вязкой жидкости. Мо-
дель, предложенная в статье, позволяет рассчитывать растекание жидкости по единич-
ному элементу структурированной насадки, что имеет большое практическое значение 
для анализа общей эффективности разделения смеси [1−10]. 

Получены новые уравнения для расчета трехмерного пленочного течения вдоль 
пластины с крупными ребрами и наличием микротекстуры. Основное внимание уделено 
влиянию, которое оказывают микротекстуры различного вида на растекание пленки. 
При расчетах варьировались тип, амплитуда, угол наклона микротекстуры и число Рей-
нольдса жидкости. 

Обнаружено, что трехмерная микротекстура «холмистого» типа оказывает малое 
влияние на растекание жидкой пленки по единичному элементу структурированной на-
садки. Осредненные расходы жидкости вдоль и поперек крупных ребер слабо зависят от 
амплитуды и угла наклона микроструктуры этого типа. Только средняя толщина пленки 
демонстрирует чувствительность по отношению к изменению амплитуды микротексту-
ры «холмистого» типа. Это очень сильно отличается от эффектов, которые оказывает 
волнистая двухмерная микротекстура на растекание пленки вдоль и поперек крупных 
ребер. В этом случае влияние волнистости на гидродинамику растекания существенно 
зависит от амплитуды и угла наклона микротекстуры. 
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