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1. Постановка задачи

В работе рассматриваются нелинейные обратные задачи, моделируемые операторны-
ми уравнениями

F (u) = f, u ∈ D, (1)
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где F : H1 → H2 — оператор прямой задачи, предполагаемый дифференцируемым по
Фреше на ограниченном замкнутом множестве D ⊂ H1; H1, H2 — вещественные гиль-
бертовы пространства. В приложениях множество D определяет априорные ограничения
на искомый элемент u ∈ H1. Этот элемент описывает подлежащий определению набор
параметров исследуемой модели. Элемент f ∈ H2 описывает результаты наблюдения, по-
лученные в ходе экспериментов с моделируемым процессом, и выполняет роль входных
данных для обратной задачи реконструкции параметров модели. Всюду далее считаем,
что оператор F инъективен на множестве D и f ∈ F (D). Обозначим через u∗ искомое ре-
шение задачи (1). Ввиду неизбежных погрешностей измерения, элемент f и оператор F ,
как правило, бывают заданы приближенно, так что вместо них доступны аппроксимации
f̃ ∈ H2 и F̃ : H1 → H2. В дальнейшем считаем, что

‖f̃ − f‖H2 ≤ δ, (2)

оператор F̃ дифференцируем по Фреше на D и, кроме того,

‖F̃ (u)− F (u)‖H2 ≤ h, ‖F̃ ′(u)− F ′(u)‖L(H1,H2) ≤ h ∀u ∈ D. (3)

Величины δ, h в (2), (3) характеризуют уровень погрешности в задании элемента f и
оператора F соответственно. Будем предполагать, что δ + h ≤ ∆, где фиксированная
постоянная ∆ определяет ограничения на суммарные возмущения элементов задачи.
Через ‖ · ‖H и (·, ·)H в статье обозначаются норма и скалярное произведение гильбертова
пространства H.

Характерное свойство многих прикладных обратных задач, в частности обратных
задач математической физики [1–5], состоит в том, что обратный оператор F−1 как
отображение из H2 в H1 не является непрерывным в точках из F (D) в том смысле, что
из сходимости

lim
n→∞

‖fn − f‖H2 = 0; fn ∈ H2, f ∈ F (D), (4)

не следует сходимость элементов F−1(fn), если они определены, к F−1(f) в метрике H1.
В этом случае уравнение (1) является некорректной по Адамару задачей.

Важным и широко распространенным подклассом некорректных обратных задач (1)
является класс условно-корректных (корректных по А.Н. Тихонову) на D задач [1, 2,
6, 7]. Условная корректность задачи (1) на множестве D по определению означает, что
оператор F−1 относительно непрерывен на F (D), т. е. что равенство

lim
n→∞

‖fn − f‖H2 = 0; fn, f ∈ F (D), (5)

влечет limn→∞ ‖F−1(fn)−F−1(f)‖H1 = 0. В (5) в отличие от (4) требуется, чтобы аппрок-
симирующие f ∈ F (D) элементы fn также лежали в F (D). Если условие (5) выполняется
для фиксированного элемента f , то задача (1) называется условно-корректной в точке
u∗ = F−1(f).

Классический подход к построению устойчивых процедур аппроксимации решений
некорректных задач связан с понятием регуляризующего оператора (алгоритма). В этой
статье проанализируем метод квазирешений В.К. Иванова [1, 8], первоначально предло-
женный для задач (1) с компактным множеством D и непрерывным на D отображением
F : H1 → H2. Регуляризующий оператор, отвечающий методу квазирешений, имеет вид

R(F̃ , f̃) = arg min
u∈D

J̃(u), J̃(u) =
1

2
‖F̃ (u)− f̃‖2H2

. (6)
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Таким образом, в качестве приближения к u∗ выбирается элемент из D, доставляющий
глобальный минимум функционалу J̃ на множестве D.

Заметим, что метод (6) трудно реализуем численно в случае произвольного непрерыв-
ного и даже гладкого оператора F̃ , заданного на выпуклом компакте D. Дело в том, что
задача (6), вообще говоря, — многоэкстремальная (см. ниже пример 1) и потому трудно-
разрешима стандартными итерационными методами, даже отыскание ее приближенного
решения может потребовать привлечения комбинаторных алгоритмов и суперкомпью-
терных технологий.

В вычислительной практике используются различные схемы конечномерной аппрок-
симации задачи (6). Ниже рассмотрим одну из простейших таких схем. Выберем семей-
ство конечномерных подпространств {HN}∞N=1 ⊂ H1 таких, что

HN ⊂ HN+1, N = 1, 2, . . . ;

∞⋃
N=1

HN = H1. (7)

Обозначим DN = D ∩HN и сопоставим (6) конечномерную экстремальную задачу:

min{J̃(u) : u ∈ DN}. (8)

Без потери общности можем считать, что 0 ∈ D, тогда 0 ∈ DN для всех номеров N ≥ 1.
Таким образом, в наших условиях DN есть непустой выпуклый компакт, а J̃ — непре-
рывный на DN функционал. Поэтому задача (8) имеет непустое множество решений
при любом N ≥ 1. В общем случае аппроксимирующая задача (8) многоэкстремальна,
как и исходная задача (6). Поэтому непосредственное применение к (8) классических
итерационных методов минимизации приводит лишь к некоторой стационарной точке,
близость которой к глобальному минимуму в задачах (8) или (6) априори не гарантиру-
ется. Тем не менее ниже будет показано, что для широкого класса условно-корректных
задач такая близость может быть обеспечена за счет обозримых дополнительных усло-
вий на характеристики задачи (1). При этом мы отказываемся от условия компактности
множества D, но вводим требование равномерной условной корректности (1) в точке u∗,
т. е. равномерной относительной непрерывности оператора F−1 на F (D) в окрестности
точки f . Сформулируем это условие в следующем уточненном виде.

Условие 1. Имеет место степенная оценка условной устойчивости задачи (1) с показа-
телем 1 ≤ p ≤ 2:

‖F (u)− F (u∗)‖H2 ≥ m‖u− u∗‖
p
H1

∀u ∈ D (m > 0). (9)

Из (9) очевидно следует условная корректность задачи (1) в точке u∗.

Замечание. Поскольку элемент u∗ неизвестен, на практике обоснование (9) естественно
заменять проверкой более жесткого условия

‖F (u)− F (v)‖H2 ≥ m‖u− v‖
p
H1

∀u, v ∈ D (m > 0, 1 ≤ p ≤ 2).

В этом усиленном виде условие 1 выполняется для многих обратных задач математиче-
ской физики, см., например, [3–5]. Отметим, что в большинстве примеров из [3–5] можно
принять p = 1. Для конечномерных аппроксимаций обратных задач (1) с гладким опе-
ратором F аналогичная (9) оценка использовалась также в [9].
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Относительно множества D и оператора F всюду в дальнейшем считаем выполнен-
ным следующее условие.

Условие 2. МножествоD ⊂ H1 выпукло, замкнуто и ограничено, 0 ∈ D. Производная F ′
удовлетворяет условию Липшица:

‖F ′(u)− F ′(v)‖L(H1,H2) ≤ L‖u− v‖H1 ∀u, v ∈ D. (10)

Из неравенства (10) следует, что

‖F (u)− F (v)‖H2 ≤M‖u− v‖H1 , ‖F ′(u)‖L(H1,H2) ≤M ∀u, v ∈ D, (11)

где M = ‖F ′(u)‖L(H1,H2) + Ldiam(D) с произвольной точкой u ∈ D. Здесь diam(D) ,
sup{‖u− v‖H1 : u, v ∈ D} <∞.

Далее будет установлено, что любая не слишком удаленная от u∗ стационарная точка
задач (6) и (8) на самом деле лежит в малой окрестности искомого решения u∗. Будет
дана оценка диаметра указанной окрестности в терминах уровней погрешности δ, h и
величины, характеризующей качество аппроксимации D множеством DN . Тем самым
обосновывается способ конструирования конечномерных устойчивых итерационных про-
цессов аппроксимации u∗. Этот способ состоит в применении к задаче (8) произвольного
итерационного процесса, сходящегося в целом или вдоль подпоследовательности к точке,
удовлетворяющей необходимому условию минимума. В теории конечномерной оптимиза-
ции известен широкий спектр таких процессов. Для условно-корректных обратных задач
с точно заданным оператором указанный подход развивался в [10].

План работы следующий. В пункте 2 устанавливается оценка близости произвольной
стационарной точки задач (6) и (8), принадлежащей фиксированному шару, к искомому
решению задачи (1). В п. 3 анализируются некоторые примеры построения аппроксими-
рующих подпространств, удовлетворяющих условию (7).

2. Погрешность конечномерной аппроксимации

Пусть точка u∗N ∈ DN удовлетворяет необходимому условию минимума в задаче (8):

(J̃ ′(u∗N ), u∗N − u)H1 ≤ 0 ∀u ∈ DN . (12)

Целью последующих рассуждений является получение оценки для ‖u∗N − u∗‖H1 . Пусть
PDN

есть оператор метрического проектирования из H1 на DN , PHN
— ортопроектор

из H1 на подпространство HN . Обозначим

εN = ‖u∗ − PDN
(u∗)‖H1 . (13)

Величина εN характеризует качество аппроксимации множества D его конечномерным
сечением DN . Устанавливаемая далее оценка ‖u∗N − u∗‖H1 = O((εN + δ +

√
h)1/p)

(см. (26)) содержательна в том случае, когда

lim
N→∞

εN = 0. (14)

Обсуждению условия (14) и примерам его реализации посвящен п. 3.
Будем рассматривать J̃ как функционал, действующий из гильбертова пространства

HN с метрикой, индуцированной из H1. Градиент J̃ имеет вид:

J̃ ′(u) = PHN
F̃ ′∗(u)(F̃ (u)− f̃), u ∈ DN . (15)
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Полагая в (12) u = PDN
(u∗) и используя равенство P ∗HN

= PHN
, с учетом (15) получаем(

F̃ ′∗(u∗N )(F̃ (u∗N )− f̃), PHN
(u∗N − PDN

(u∗))
)
H1

=
(
F̃ ′∗(u∗N )(F̃ (u∗N )− f̃), u∗N − PDN

(u∗)
)
H1
≤ 0. (16)

Из (10) следует, что для всех точек u, v ∈ D выполняется

F ′(u)(u− v) = F (u)− F (v) +G(u, v), ‖G(u, v)‖H2 ≤
1

2
L‖u− v‖2H1

. (17)

На основании (16) имеем(
F̃ ′∗(u∗N )(F̃ (u∗N ) − f̃), u∗N − PDN

(u∗)
)
H1

= (F (u∗N )− f̃ , F ′(u∗N )(u∗N − PDN
(u∗)))H2 +

(F̃ (u∗N )− F (u∗N ), F ′(u∗N )(u∗N − PDN
(u∗)))H2 +

([F̃ ′∗(u∗N )− F ′∗(u∗N )](F̃ (u∗N )− f̃), u∗ − PDN
(u∗))H1

= (F (u∗N )− f + (f − f̃), F ′(u∗N )(u∗N − u∗) + F ′(u∗N )(u∗ − PDN
(u∗)))H2 +

(F̃ (u∗N )− F (u∗N ), F ′(u∗N )(u∗N − PDN
(u∗)))H2 +

(F̃ (u∗N )− f̃ , [F̃ ′(u∗N )− F ′(u∗N )](u∗N − PDN
(u∗)))H2 ≤ 0.

Используя (17), получаем

(F (u∗N )− f + (f − f̃), F (u∗N )− f +G(u∗N , u
∗) + F ′(u∗N )(u∗ − PDN

(u∗)))H2 +

(F (u∗N )− f, [F̃ ′(u∗N )− F ′(u∗N )](u∗N − PDN
(u∗)))H2 +

(F̃ (u∗N )− F (u∗N ) + (f − f̃), [F̃ ′(u∗N )− F ′(u∗N )](u∗N − PDN
(u∗)))H2 +

(F̃ (u∗N )− F (u∗N ), F ′(u∗N )(u∗N − PDN
(u∗)))H2 ≤ 0. (18)

Запишем представление

u∗N − PDN
(u∗) = (u∗N − u∗) + (u∗ − PDN

(u∗)).

Ввиду (2), (3), (11), (13), (17) и последнего равенства, из (18) следует оценка

‖F (u∗N )− f‖2H2
≤ 1

2
L‖F (u∗N )− f‖H2‖u∗N − u∗‖2H1

+

((M + h)εN + δ)‖F (u∗N )− f‖H2 +
1

2
Lδ‖u∗N − u∗‖2H1

+

(M + h)(h+ δ)εN + ‖F (u∗N )− f‖H2‖u∗N − u∗‖H1h+

(M + h+ δ)‖u∗N − u∗‖H1h.

Обозначим:

M1 = M + ∆, M2 = M1 +Mdiam(D), M3 = max{L,M2}.

Тогда из предыдущей оценки с учетом неравенства

‖F (u∗N )− f‖H2 ≤M‖u∗N − u∗‖H1 ≤Mdiam(D)

следует
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‖F (u∗N )− f‖2H2
≤ 1

2
L‖F (u∗N )− f‖H2‖u∗N − u∗‖2H1

+

(M1εN + δ)‖F (u∗N )− f‖H2 +
1

2
Lδ‖u∗N − u∗‖2H1

+

M1(h+ δ)εN +M2‖u∗N − u∗‖H1h.

Пользуясь неравенством

‖u∗N − u∗‖H1 ≤
1

2
(1 + ‖u∗N − u∗‖2H1

),

далее получаем

‖F (u∗N )− f‖2H2
≤ 1

2
L‖F (u∗N )− f‖H2‖u∗N − u∗‖2H1

+

(M1εN + δ)‖F (u∗N )− f‖H2 +
1

2
M3(δ + h)‖u∗N − u∗‖2H1

+

M1(h+ δ)εN +
1

2
M2h.

Отсюда с учетом (9) находим

‖F (u∗N )− f‖2H2
≤ L

2m2/p
‖F (u∗N )− f‖1+2/p

H2
+

(M1εN + δ)‖F (u∗N )− f‖H2 +
M3(δ + h)

2m2/p
‖F (u∗N )− f‖2/pH2

+

M1(δ + h)εN +
1

2
M2h

≤ L

2m2/p
‖F (u∗N )− f‖1+2/p

H2
+M1(δ + h)εN +

1

2
M2h+

(M1εN + δ + h)‖F (u∗N )− f‖H2

(
1 +

M3

2m2/p
‖F (u∗N )− f‖2/p−1H2

)
≤ L

2m2/p
‖F (u∗N )− f‖1+2/p

H2
+ C1(M1εN + δ + h)‖F (u∗N )− f‖H2 +

M1(δ + h)εN +
1

2
M2h, (19)

где C1 = 1 + (2m2/p)−1M3(Mdiam(D))2/p−1. Пользуясь неравенством

(M1εN + δ + h)‖F (u∗N )− f‖H2 ≤
C1

2
(M1εN + δ + h)2 +

1

2C1
‖F (u∗N )− f‖2H2

,

из (19) получаем

‖F (u∗N )− f‖2H2
≤ L

m2/p
‖F (u∗N )− f‖1+2/p

H2
+ (C2

1 + 1)(M1εN + δ + h)2 +M2h.

Отсюда следует, что

‖F (u∗N )− f‖2H2
≤ L

m2/p
‖F (u∗N )− f‖1+2/p

H2
+ C2(M1εN + δ +

√
h)2, (20)

где C2 = (C2
1 + 1) max{1,∆}+M2.

Рассмотрим далее два возможных случая.

Случай 1. p = 2. Предположим, что
L

m
< 1. (21)
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Тогда из (20) следует оценка

‖F (u∗N )− f‖H2 ≤ C3(M1εN + δ +
√
h), C3 =

[
C2

(
1− L

m

)−1]1/2
. (22)

Случай 2. 1 ≤ p < 2. Предположим, что

‖F (u∗N )− f‖H2 ≤
(m2/p

2L

)p/(2−p)
. (23)

Тогда с использованием равенства

‖F (u∗N )− f‖1+2/p
H2

= ‖F (u∗N )− f‖2H2
‖F (u∗N )− f‖2/p−1H2

из (20) получаем оценку (22) с константой

C3 =
√

2C2. (24)

Используя первое неравенство в (11), заключаем, что условие (23) выполняется, если

‖u∗N − u∗‖H1 ≤
1

M

(m2/p

2L

)p/(2−p)
. (25)

В свою очередь неравенство (22) ввиду (9) приводит к оценке

‖u∗N − u∗‖H1 ≤
(C3

m

)1/p
(M1εN + δ +

√
h)1/p. (26)

Следующая теорема подытоживает проведенные рассуждения.

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1 и 2. Предположим, что при p = 2 выпол-
нено (21), а в случае 1 ≤ p < 2 справедливо соотношение либо (23), либо (25). Тогда
имеет место оценка (26), в которой константа C3 определена в (22) и (24).

Прокомментируем вкратце полученный результат. В случае 1 ≤ p < 2 теорема 1
утверждает, что если величины εN , δ, h достаточно малы, то все стационарные точки
задачи (8), лежащие в шаре

ΩN (u∗;m,L,M) =
{
u ∈ HN : ‖u− u∗‖H1 ≤

1

M

(m2/p

2L

)p/(2−p)}
,

реально находятся от u∗ на расстоянии порядка O((εN + δ +
√
h)1/p). Тем самым

возможная многоэкстремальность задачи (8) оказывается несущественной, если огра-
ничиться указанным шаром. В частности, любая стационарная предельная точка из
ΩN (u∗;m,L,M), порожденная произвольным итерационным процессом конечномерной
минимизации, служит хорошим приближением для u∗ при малых εN , δ, h. В случае h = 0
для одного из вариантов метода проекции градиента это свойство было отмечено в [10].
В случае p = 2 при выполнении условия (21) дополнительных ограничений на u∗N нет,
т. е. можно положить ΩN (u∗;m,L,M) = HN .

Выясним теперь, когда в шаре ΩN (u∗;m,L,M) имеются стационарные точки зада-
чи (8). Пусть ũ∗N = argmin{J̃(u) : u ∈ DN} есть произвольная точка, реализующая
глобальный минимум в (8). Тогда, согласно (11), (13),



400 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2018. Т. 21, №4

‖F̃ (ũ∗N )− f̃‖H2 ≤ ‖F̃ (PDN
(u∗))− f̃‖H2 ≤MεN + δ + h.

Следовательно,
‖F (ũ∗N )− f‖H2 ≤MεN + 2(δ + h). (27)

Используя (9), из (27) получаем

‖ũ∗N − u∗‖H1 ≤
(MεN + 2(δ + h)

m

)1/p
.

Видим, что стационарная точка ũ∗N задачи (8) удовлетворяет условиям (23) и (25), если
выполняются соответственно условия

MεN + 2(δ + h) ≤
(m2/p

2L

)p/(2−p)
, MεN + 2(δ + h) ≤ m

Mp

(m2/p

2L

)p2/(2−p)
.

Если величины δ, h достаточно малы и выполняется условие (14), то последние неравен-
ства выполнены при всех N ≥ N0 с подходящим N0. Итак, при выполнении условия (14)
и малых δ, h шар ΩN (u∗;m,L,M), N ≥ N0, действительно содержит стационарные точки
задачи (8).

В процессе доказательства теоремы 1 конечномерность подпространства HN факти-
чески не использовалась. Условие dimHN < ∞ требуется лишь для обеспечения непо-
средственной численной реализуемости алгоритмов, применяемых для решения зада-
чи (8). Таким образом, результат теоремы 1 остается в силе при выборе HN = H1. В этом
случае DN = D, и согласно (13) величина εN = 0. Используя оценку (26), приходим к
следующему результату.

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1, 2 и u∗ ∈ D есть произвольная стационар-
ная точка задачи (6). Предположим, что при p = 2 выполнено условие (21). В случае
1 ≤ p < 2 пусть выполняется условие

‖u∗ − u∗‖H1 ≤
1

M

(
m2/p

2L

)p/(2−p)
.

Тогда имеет место оценка

‖u∗ − u∗‖H1 ≤
(
C3

m

)1/p

(δ +
√
h)1/p. (28)

Наличие стационарных точек в задаче (6) гарантировано, например, в случае ком-
пактного множества D.

Как показывает оценка (28), при наших предположениях несмотря на возможную
многоэкстремальность задачи (6), имеет место эффект кластеризации ее стационарных
точек. Именно, любая стационарная точка, не слишком далекая от решения u∗, лежит
от u∗ на расстоянии порядка O((δ +

√
h)1/p) и при малых δ, h годится в качестве ап-

проксимации u∗. В [11] этот эффект использовался при обосновании аппроксимирую-
щих свойств бесконечномерной версии метода проекции градиента в исходном простран-
стве H1.

В заключение пункта приведем пример, иллюстрирующий эффект кластеризации в
конечномерном пространстве.
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Пример 1. Зафиксируем постоянные a > 0, ci > 0, 1 ≤ i ≤ m, m ≥ 2, и рассмотрим
отображение

F (x) = (c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm, x
2
2, . . . , x

2
m), x = (x1, . . . , xm),

действующее из компакта D = {x ∈ Rm : 0 ≤ xi ≤ a, 1 ≤ i ≤ m} ⊂ Rm в Rm. Ясно, что F
инъективно на D. Кроме того, производная F ′(x) удовлетворяет на D условию Липшица.
Положим: f = (0, 0, . . . , 0), f̃ = (δ1, δ2, . . . , δm), F̃ ≡ F , h = 0. Решением задачи F (x) = f ,
x ∈ D, является x∗ = (0, 0, . . . , 0). Следовательно, для всех точек x ∈ D выполняется

‖F (x)− F (x∗)‖Rm =
(

(c1x1 + · · ·+ cmxm)2 +
m∑
i=2

x4i

)1/2
≥
(

min
1≤i≤m

ci

)
‖x‖Rm =

(
min

1≤i≤m
ci

)
‖x− x∗‖Rm .

Поэтому условие 1 выполнено при p = 1 иm = min1≤i≤m ci. Функция (6) в данном случае
имеет вид

J̃(x) =
1

2
(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1)2 +

1

2

m∑
i=2

(x2i − δi)2, x ∈ Rm.

Предположим, что погрешности в задании компонент вектора f удовлетворяют услови-
ям:

δi > 0, 1 ≤ i ≤ m; c2
√
δ2 + · · ·+ cm

√
δm ≤ δ1 < 1, (29)

δ1 < min{1, c1}a; δi ≤ a2, ciδ1 +
4

3
√

3
δ
3/2
i < c2i a, 2 ≤ i ≤ m. (30)

С учетом (29) получаем

‖f̃ − f‖Rm = ‖f̃‖Rm ≤ δ1
√

1 +
(

min
2≤i≤m

ci

)−4
, δ.

Необходимое условие минимума функции J̃ в точке x ∈ D (см. (12)) означает, что:

(i) либо x ∈ D является стационарной точкой задачи

min{J̃(x) : x ∈ K+}, K+ = {x ∈ Rm : xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ m},

(ii) либо для некоторого номера 1 ≤ j ≤ m выполняется

xj = a, J̃ ′xj
(x) ≤ 0. (31)

В случае (i) необходимое условие минимума J̃ на конусе K+ имеет вид

J̃ ′xi
(x) ≥ 0, J̃ ′xi

(x)xi = 0, 1 ≤ i ≤ m. (32)

Вычислим все такие точки x. Имеем

J̃ ′x1
(x) = c1(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1),

J̃ ′xi
(x) = ci(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1) + 2xi(x

2
i − δi), 2 ≤ i ≤ m.
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Предположим вначале, что J̃ ′xs
(x) > 0 для некоторого номера s. Тогда, согласно (32),

xs = 0. Следовательно,

J̃ ′x1
(x) = c1(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1) =

c1
cs
J̃ ′xs

(x) > 0. (33)

Вновь, используя (32), получаем x1 = 0. В то же время соотношение J̃ ′xs
(x) > 0 не может

иметь место для всех номеров 1 ≤ s ≤ m. В этом случае мы имели бы x1 = · · · =
xm = 0 и J̃ ′x1

(x) = −c1δ1 < 0 вопреки условию J̃ ′x1
(x) > 0. Производя при необходимости

перенумерацию переменных x2, . . . , xm, без ограничения общности можем считать, что
для некоторого 1 ≤ l ≤ m− 1 выполняется

J̃ ′xi
(x) > 0, 1 ≤ i ≤ l; J̃ ′xi

(x) = 0, l + 1 ≤ i ≤ m.

Таким образом,
xi = 0, 1 ≤ i ≤ l;

J̃ ′xi
(x) = ci(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1) + 2xi(x

2
i − δi) = 0, l + 1 ≤ i ≤ m.

Отсюда с учетом (33) следует 0 < xi <
√
δi при l + 1 ≤ i ≤ m. Но тогда в силу (29)

c1x1 + · · ·+ cmxm = cl+1xl+1 + · · ·+ cmxm < cl+1

√
δl+1 + · · ·+ cm

√
δm ≤ δ1.

Последнее неравенство противоречит (33). Тем самым установлено, что для любой ста-
ционарной точки x функции J̃ на K+ выполняется J̃ ′(x) = 0. Решая систему уравнений

J̃ ′xi
(x) = 0, 1 ≤ i ≤ m,

получаем 2m−1 стационарных точек x = (x1, . . . , xm):

xi ∈ {0,
√
δi}, 2 ≤ i ≤ m; x1 = c−11 (δ1 − (c2x2 + · · ·+ cmxm)). (34)

Здесь, ввиду (29), 0 ≤ x1 ≤ c−11 δ1. Кроме того, из (30) следует, что x ∈ D для любой
определенной в (34) точки x. При этом на основании (29)

‖x− x∗‖Rm = ‖x‖Rm ≤ (c−21 δ21 + δ2 + · · ·+ δm)1/2 ≤ c−11 δ1 +
√
δ2 + · · ·+

√
δm

≤
(
c−11 +

(
min

2≤i≤m
ci

)−1)
δ1 =

(
c−11 +

(
min

2≤i≤m
ci

)−1)(
1 +

(
min

2≤i≤m
ci

)−4)−1/2
δ.

Убедимся, что в случае (ii) стационарные точки J̃ наD отсутствуют. Непосредственно
проверяется, что

min
t≥0

2t(t2 − δ) = − 4

3
√

3
δ3/2, δ > 0. (35)

Пусть j = 1. Тогда, ввиду (30) и равенства x1 = a, выполняется

J̃ ′x1
(x) = c1(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1) ≥ c21a− c1δ1 > 0.

Полученное неравенство противоречит (31). В случае 2 ≤ j ≤ m с использованием (30),
(35) и соотношения xj = a имеем

J̃ ′xj
(x) = cj(c1x1 + · · ·+ cmxm − δ1) + 2xj(x

2
j − δj) ≥ c2ja− cjδ1 −

4

3
√

3
δ
3/2
j > 0.

Последнее неравенство противоречит (31), тем самым, наше утверждение доказано.
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Видим, что множество стационарных точек функции J̃ на D образует кластер из
2m−1 точек, лежащих вO(δ)-окрестности решения x∗. Этот результат соответствует оцен-
ке (28) при p = 1, h = 0. Показательно, что количество стационарных точек кластера
экспоненциально растет с размерностью задачи. При этом глобальный минимум J̃ на D
достигается в единственной точке (δ1 − c−11 (c2

√
δ2 + · · ·+ cm

√
δm),

√
δ2, . . . ,

√
δm).

3. Примеры аппроксимирующих подпространств

Оценка (26) из теоремы 1 актуальна лишь при малых значениях погрешностей конеч-
номерной аппроксимации εN . Обсудим в этой связи практические возможности выбора
подпространства HN , обеспечивающего выполнение условия (14). Следующий пример
показывает, что произвольный выбор HN в рамках условия (7), не учитывающий спе-
цифики множества D, не приводит к построению стремящейся к нулю последовательно-
сти εN даже в случае компактного D.

Пример 2. Пусть

H1 = l2 ≡
{

(a1, a2, . . . ) : ai ∈ R, i = 1, 2, . . . ;

∞∑
i=1

a2i <∞
}
.

Зафиксируем элемент g = (g1, g2, . . . ) ∈ l2 такой, что gi 6= 0, i = 1, 2, . . . , и положим
D = {t g : |t| ≤ 1}. Выберем в l2 семейство подпространств

HN = {(a1, . . . , aN , 0, 0, . . . ) : ai ∈ R, i = 1, . . . , N}, N = 1, 2, . . . .

Очевидно, что так определенные HN удовлетворяют условию (7). Нетрудно видеть, что
DN = D ∩ HN = {0}. Следовательно, в случае u∗ = g имеем постоянное значение εN =
‖g‖l2 > 0 для любого N = 1, 2, . . . .

Пример 3. Пусть выполняется условие (7). Используя [12, лемма 4.2], получаем, что
соотношение (14) имеет место для любого выпуклого замкнутого ограниченного множе-
ства D такого, что 0 ∈ int(D).

В следующих примерах представлены другие возможности конструктивного постро-
ения аппроксимирующих подпространств HN .

Пример 4. Предположим, что множество условной устойчивости компактно и задается
истокообразным представлением

D = {Av : v ∈ H1, ‖v‖H1 ≤ R},

где A — неотрицательный вполне непрерывный оператор, A∗ = A ∈ L(H1, H1), такой,
что {v ∈ H1 : Av = 0} = {0}. Пусть {ei}∞i=1 есть полная система ортонормирован-
ных собственных векторов оператора A, отвечающих собственным значениям σi > 0,
limi→∞ σi = 0. Положим

HN = span{ei}Ni=1.

В данном случае

D =

{ ∞∑
i=1

σiviei :
∞∑
i=1

v2i ≤ R

}
, DN =

{
N∑
i=1

σiviei :
N∑
i=1

v2i ≤ R

}
.
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Для произвольного элемента u∗ ∈ D имеем представление:

u∗ =
∞∑
i=1

σiv
∗
i ei,

∞∑
i=1

(v∗i )2 ≤ R.

Поэтому

PHN
u∗ =

N∑
i=1

σiv
∗
i ei ∈ DN .

Следовательно, PDN
(u∗) = PHN

u∗ и

εN = ‖(E − PN )u∗‖H1 =

( ∞∑
i=N+1

σ2i (v∗i )2

)1/2

→ 0, N →∞.

Пример 5. Пусть H1 есть пространство L2(−π, π) суммируемых с квадратом периоди-
ческих функций на отрезке [−π, π] и

D = {u ∈W 1
2 (−π, π) : u(−π) = u(π), ‖u‖W 1

2
≤ R}.

Пространство Соболева W 1
2 (−π, π) снабдим стандартной нормой:

‖u‖W 1
2

= (‖u‖2L2
+ ‖u′‖2L2

)1/2.

Очевидно, что D компактно в H1. Для функции u ∈ L2(−π, π) имеет место разложение
в ряд Фурье:

u(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt)),

∞∑
k=1

(a2k + b2k) <∞. (36)

Определим подпространство

HN =
{
a0 +

N∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt)) : a0, a1, . . . , bN ∈ R
}

и оператор ортогонального проектирования PHN
: L2(−π, π) → HN , сопоставляющий

функции (36) начальный отрезок a0 +
N∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt)) ее разложения в ряд

Фурье. В рассматриваемом случае имеем

DN = {u ∈ HN : ‖u‖W 1
2
≤ R}.

Убедимся, что для любого элемента u∗ ∈ D выполняется PHN
u∗ ∈ DN . В этом случае,

подобно примеру 4, будем иметь

u∗N = PDN
(u∗) = PHN

u∗; εN = ‖u∗ − u∗N‖L2 → 0, N →∞. (37)

Имеем
‖PHN

u∗‖2W 1
2

= ‖PHN
u∗‖2L2

+ ‖(PHN
u∗)′‖2L2

. (38)
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Здесь ‖PHN
u∗‖L2 ≤ ‖u∗‖L2 . Далее, ряд, полученный почленным дифференцированием

разложения (36), есть ряд Фурье для функции u′(t) [13, с. 87]. Поэтому (PHN
u∗)′ =

PHN
[(u∗)′], и значит, ‖(PHN

u∗)′‖L2 ≤ ‖(u∗)′‖L2 . Суммируя последние неравенства, из (38)
получаем

‖PHN
u∗‖2W 1

2
≤ ‖u∗‖2L2

+ ‖(u∗)′‖2L2
= ‖u∗‖2W 1

2
≤ R2.

Тем самым включение PHN
u∗ ∈ DN доказано. Заметим, что для величины εN в (37)

имеет место оценка εN ≤ C4N
−1 [13, с. 882].
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