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Â îä íî ìåð íîì âà ðè àí òå ðàñ ñìîò ðå íû èçîá ðà æà þ ùèå ñè ñ òå ìû ñ ìî äå ëü íîé
ñòðóê òó ðîé: âõîä íîå èçîá ðà æå íèå – çà äàí íàÿ èñ êà æà þ ùàÿ ëè íåé íàÿ ñè ñ òå ìà –
çà äàí íûé àä äè òèâ íûé áå ëûé øóì – çà äàí íûé ëè íåé íûé ôèëüòð ñ ðå ãó ëè ðó -
åìûì ïà ðà ìåò ðîì – âû õîä íîå èçîá ðà æå íèå. Óñòà íîâ ëå íà ìàê ñè ìà ëü íàÿ ðàç -
ðåøà þ ùàÿ ñïî ñîá íîñòü òà êèõ ñè ñ òåì, äî ñòè ãà å ìàÿ ïðè îï òè ìà ëü íîì âû áî ðå
ïàðà ìåò ðà  ôè ëü òðà.  Ïðè âå äåí  ïðè ìåð  èñ ïî ëü çî âà íèÿ  ïî ëó ÷åí íûõ  ðå çó ëü -
òàòîâ  è  ïîêà çà íà  âîç ìîæ íîñòü  èõ  ïðè ìå íå íèÿ  â  ñêà íè ðó þ ùèõ èçîá ðà æà þ -
ùèõ ñèñòåìàõ.

Ââå äå íèå. Âî ïðî ñàì ïî âû øå íèÿ ïðî ñòðàí ñò âåí íîé ðàç ðå øà þùåé ñïî -
ñîá íî ñòè (ÐÑ) ïî Ôóêî ðàç ëè÷ íûõ èçîá ðà æà þ ùèõ ñè ñ òåì (ÈÑ) òðà äè öè îí íî
óäå ëÿ åò ñÿ çíà ÷è òå ëü íîå âíè ìà íèå ñïå öè à ëè ñòîâ, çà íè ìà þ ùèõ ñÿ îá ðà áîò êîé 
èí ôîð ìà öèè îá èñ ñëå äó å ìûõ îáú åê òàõ, ïî ëó ÷à å ìîé â ôîð ìå èçîá ðà æå íèé.
Îä íèì èç ìå òî äîâ ïî âû øå íèÿ ÐÑ ÈÑ, êàê èç âå ñò íî [1–4], ÿâ ëÿ åò ñÿ ôè ëü òðà -
öèÿ ñôîð ìè ðî âàí íûõ èçîá ðà æå íèé. Â [5] â äâó ìåð íîì âà ðè àí òå ðå øå íà âà -
ðè à öè îí íàÿ çà äà ÷à îï òè ìà ëü íîé ïî êðè òå ðèþ ìàê ñè ìó ìà ÐÑ ëè íåé íîé
ôèëü òðà öèè ñôîð ìè ðî âàí íûõ èçîá ðà æå íèé. Ìåæ äó òåì âïîë íå àê òó à ëü íîé
ÿâ ëÿ åò ñÿ çà äà ÷à îïòè ìè çà öèè (ïî äàí íî ìó êðè òå ðèþ) ïà ðà ìåò ðà îä íî ìåð íî -
ãî ôè ëü òðà çà äàí íî ãî âèäà, âêëþ ÷åí íî ãî â ñòðóê òóð íûé ñî ñòàâ ÈÑ. Ýòî, â
÷àñò íî ñòè, õà ðàê òåð íî äëÿ âðå ìåí íîé ôè ëü òðà öèè ñèã íà ëîâ èçîá ðà æå íèé â
ñêà íè ðó þ ùèõ ÈÑ [6].

Ìî äåëü èçîá ðà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû è åå ðàç ðå øà þ ùàÿ ñïîñîáíîñòü. Ïðåä -
ïî ëî æèì ïî àíà ëî ãèè ñ [2], ÷òî â îä íî ìåð íîì âà ðè àí òå ìà òå ìà òè ÷å ñêàÿ ìî -
äåëü ôóí ê öè î íè ðî âà íèÿ ÈÑ óäîâ ëåò âî ðè òå ëü íî ïðåä ñòàâ ëå íà ñî îò íî øå íè -
åì âè äà

$( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ).B x B x h x x x= Ä + Äy j (1)

Çäåñü $( )B x  – èçîá ðà æå íèå íà âû õî äå ÈÑ; B x( ) – èçîá ðà æå íèå íà âõî äå ÈÑ; 

h x( ) – èì ïó ëü ñíûé îò êëèê èñ êà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû; y( )x  – ñòà öè î íàð íûé øóì
ñ íó ëå âûì ñðåä íèì çíà ÷å íè åì; B x h x x( ) ( ) ( )Ä + y  – ñôîð ìè ðî âàí íîå (èñ êà -
æåí íîå) èçîá ðà æå íèå; j( )x  – èì ïó ëü ñíûé îò êëèê ôè ëü òðà; ñèì âîë Ä îçíà ÷à -
åò îä íî ìåð íóþ ñâåð ò êó. Îò íî ñè òå ëü íî ôóí ê öèé  h x( ) è j( )x  ïðåä ïî ëà ãà åò ñÿ, 
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÷òî îíè óäîâ ëåò âî ðÿ þò óñëî âèþ íîð ìè ðîâ êè

h x dx x dx
-¥

¥

-¥

¥

ò ò= =( ) ( ) .j 1 (2)

Ïðåä ïî ëî æèì  òàê æå,  ÷òî  ïî ðî ãî âûé  êîí ò ðàñò  K  îáó ñëîâ ëåí ïðå è ìó -
ùå ñò âåí íî çà øóì ëåí íî ñòüþ âû õîä íî ãî èçîá ðà æå íèÿ, ò. å. (ñì. [7])
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ïîðd
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(3)

ãäå M ïîð  – ïî ðî ãî âîå îò íî øå íèå ñèã íàë/øóì; d s= Bô  – îò íî ñè òå ëü íîå
ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å ñêîå çíà ÷å íèå øóìà íà âû õî äå ÈÑ (s – ñðåä íå êâàä ðà òè ÷å -
ñêîå çíà ÷å íèå øóìà íà âû õî äå ÈÑ, Bô – ÿð êîñòü ôîíà âû õîä íî ãî èçîá ðà æå -
íèÿ); k 0  – èñ õîä íûé êîí ò ðàñò. Òîã äà â îä íî ìåð íîì âà ðè àí òå îá ùåå âû ðà æå -
íèå äëÿ ðàç ðå øà þ ùåé ñïî ñîá íî ñòè R ìî æåò áûòü ïðåä ñòàâ ëå íî ñî ãëàñ íî [8]
â ñëå äó þ ùåì âèäå:
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Çäåñü n n,  – ïðî ñòðàí ñò âåí íûå ÷à ñ òî òû;

R G0
0

0 0= ³ >
£ £

sup{ infn n n
n n

| , ( ) } (5)

– ïðå äå ëü íàÿ ÐÑ; G( )n  – ÷à ñ òîò íî-êîí ò ðà ñò íàÿ õà ðàê òå ðè ñòè êà ÈÑ.
Ïðè ìå íè òå ëü íî ê ÈÑ, ïðåäñòàâëåííîé ìî äå ëüþ (1), ñ ó÷å òîì (2) áó äåì

èìåòü

G h( )
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( ) ~( ) ,n n j n= (6)

s n j n n2 2
=
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ò S d( ) ~( ) , (7)

ãäå 
~

( ), ~( )h n j n  – ïå ðå äà òî÷ íàÿ ôóí ê öèÿ èñ êà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû è ôè ëü òðà ñî -

îòâåò ñò âåí íî (ïðå îá ðà çî âà íèå Ôó ðüå îò h x( ) è j( )x  ñî îò âåò ñò âåí íî); S ( )n  –
ñïåê ò ðà ëü íàÿ ïëîò íîñòü øóìà.

Ïðè ïîä ñòà íîâ êå (3), (6), (7) â (4), (5) ïî ëó ÷à åì
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Ïî ñòà íîâ êà çà äà ÷è. Ïðåä ïî ëî æèì òå ïåðü, ÷òî øóì áå ëûé, ò. å.

S S( ) ,n º (9)

à ôèëüòð çà äàí ñ òî÷ íî ñòüþ äî ïà ðà ìåò ðà a a( ),³ 0  è ïðè ýòîì

F F( ) ( ; ) ( ),n n nº ºa W a (10)

ãäå W x( ) – íå êî òî ðàÿ çà äàí íàÿ ôóí ê öèÿ, ïðè ÷åì 0< < ¥
-¥

¥

òW x dx( ) .

Ïîä ñòà âèâ (9), (10) â (8), ïî ëó ÷èì
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ãäå

L CS W x dx= = >
-¥

¥

ò ( ) .const 0 (12)

Çà ìå òèì, ÷òî â ïî ëó ÷åí íîì âû ðà æå íèè äëÿ ÐÑ R a( ) íå ðà âåí ñò âî n £ R0  îïó -
ùå íî â ñèëó ïî ëî æè òå ëü íî ñòè L.

Â ïðåä ëà ãà å ìîé ðàáîòå îï òè ìè çà öè îí íóþ çà äà ÷ó áó äåì ðå øàòü â ñëå äó -
þ ùåé ìà òå ìà òè ÷å ñêîé ïî ñòà íîâ êå: òðå áó åò ñÿ íàé òè ìàê ñè ìóì ôóí ê öèè R a( )
( ),a ³ 0  îïðå äå ëÿ å ìîé ðà âåí ñò âîì (11), â ïðåä ïî ëî æå íèè, ÷òî ôóí ê öèè W x( )
è H ( )n  óäîâ ëåò âî ðÿ þò óñëî âè ÿì:

1à) W x( ) îïðå äå ëå íà è íå îò ðè öà òå ëü íà äëÿ âñåõ x Î -¥ ¥( , );
1á) H ( )n  îïðå äå ëå íà è íå îò ðè öà òå ëü íà äëÿ âñåõ nÎ -¥ ¥( , );
2à) W x( ) ÷åò íàÿ;
2á) H ( )n  ÷åò íàÿ;
3à) W ( ) ;0 1=
3á) H ( ) ;0 1=
4à) W x( ) íå ïðå ðûâ íà â íóëå;
4á) H ( )n  íå ïðå ðûâ íà â íóëå;
5) äëÿ ëþ áî ãî a L³  ñïðà âåä ëè âî ðà âåí ñò âî

inf inf inf äëÿ âñ
0 0 0£ £ £ £ £ £

=
n n n n n n

n n n n[ ( ) ( )] ( ) ( )H W a H W a åõ n ³ 0; (13)

6) ñó ùå ñò âó åò

g =
³ £ £

max[ ( )].
x y x

x W y
0 0

inf
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Ñëå äó åò çà ìå òèòü, ÷òî óñëî âèÿ 1–4 ïî ñó ùå ñò âó ÿâ ëÿ þò ñÿ «åñ òå ñò âåí íû -
ìè» (ñëå äó þò èç ñâîéñòâ ìî äó ëÿ îä íî ìåð íî ãî ïðå îá ðà çî âà íèÿ Ôó ðüå [9] è
ñî îò íî øå íèÿ (2)) è ïî ý òî ìó íå îãðà íè ÷è âà þò ñêî ëü êî-íè áóäü çíà ÷è òå ëü íî
îá ùíîñòü ïî ñòà íîâ êè äàí íîé çà äà ÷è.

Ðå øå íèå çà äà ÷è. Ðå øå íèå ñôîð ìó ëè ðî âàí íîé âûøå îï òè ìè çà öè îí íîé
çà äà ÷è ïðåä ñòà âèì â âèäå óòâåð æ äå íèÿ.

Óòâåð æ äå íèå. Ìàê ñè ìóì ôóí ê öèè R a( ), îïðå äå ëÿ å ìîé (11), ïðè óñëî -
âèÿõ 1–6 åñòü

R R a H L
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(14)

è äî ñòè ãà åò ñÿ ïðè
a x Ropt = 0 max , (15)

ãäå x 0  – ïðî èç âî ëü íàÿ òî÷ êà íàè áî ëü øå ãî çíà ÷å íèÿ ôóí ê öèè x W y
y x

inf
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( ) íà 

ïðî ìå æóò êå [ , );0 ¥  L – ïî ñòî ÿí íàÿ, îïðå äå ëÿ å ìàÿ ðà âåí ñò âîì (12).
(Äî êà çà òå ëü ñò âî óòâåð æ äå íèÿ ïðè âå äå íî â ïðè ëî æå íèè.)
Ñëåä ñò âèå. Åñëè â ÈÑ îò ñóò ñò âó þò (ïðå íå áðå æè ìî ìàëû) ñè ñ òå ìà òè ÷å -

ñêèå èñ êà æå íèÿ, ò. å. 
~

( ) ( ) ,h Hn nº º1  òî ñî ãëàñ íî (14) è (15) áó äåì èìåòü

R L a x Lmax ; ( ).= =g gopt 0

Ïðè ìåð îï òè ìè çà öèè ïà ðà ìåò ðà ôè ëü òðà. Ðàñ ñìîò ðèì ïðè ìå íå íèå
óòâåð æ äå íèÿ:

– èì ïó ëü ñíûé îò êëèê èñ êà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû åñòü ôóí ê öèÿ âè äà
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ãäå ïà ðà ìåòð b b( )> 0  îçíà ÷à åò äëè íó ïðî ìå æóò êà óñðåä íå íèÿ;
– èì ïó ëü ñíûé îò êëèê ôè ëü òðà åñòü ôóí ê öèÿ âèäà
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Èç (10) è (20) ñëå äó åò, ÷òî â äàí íîì ñëó ÷àå

W x
x

( ) ,=
+

1

1 4
2 2

p

(21)

è ïðè ýòîì ñî ãëàñ íî (12)

L CS= 2. (22)

Çà ìå òèì, ÷òî ôóí ê öèÿ (18) (à çíà ÷èò, è ôóí ê öèÿ (19)) ñ÷è òà åò ñÿ äî îï ðå äå ëåí -
íîé â òî÷ êå n = 0 çíà ÷å íè åì 1. Ýòî ñëå äó åò èç îïðå äå ëå íèÿ îä íî ìåð íî ãî ïðå -
îá ðà çî âà íèÿ Ôó ðüå è òîãî, ÷òî ôóí ê öèÿ (16) óäîâ ëåò âî ðÿ åò óñëî âèþ íîð ìè -
ðîâ êè (2). Ñ ó÷å òîì òàêîãî çà ìå ÷à íèÿ íå òðóä íî âè äåòü, ÷òî ôóí ê öèè (19) è
(21) óäîâ ëåò âî ðÿ þò óñëî âè ÿì 1–4. Äà ëåå, ïî ñêî ëü êó ôóí ê öèÿ (19) ìî íî òîí -
íî óáû âà åò íà îò ðåç êå [ , ],0 1 b  ãäå n =1 b åñòü åå ïåð âûé ïî ëî æè òå ëü íûé
íóëü, à ôóí ê öèÿ (20) ìî íî òîí íî óáû âà åò íà ïðî ìå æóò êå [ , ),0 ¥  òî äëÿ âñåõ 
n ³ 0 áóäóò âåð íû ñëå äó þ ùèå ðà âåí ñò âà:
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Èç (23)–(25) ñëå äó åò, ÷òî ôóí ê öèè (19) è (21) óäîâ ëåò âî ðÿ þò ðà âåí ñò âó (13)
äëÿ ëþ áî ãî a ³ 0, à çíà ÷èò, äëÿ ýòèõ ôóí ê öèé óñëî âèå 5 âû ïîë íÿ åò ñÿ. Íà êî -
íåö, ïî ñêî ëü êó ôóí ê öèÿ (21) ìî íî òîí íî óáû âà åò íà ïðî ìå æóò êå [ , ),0 ¥  òî
äëÿ âñåõ x ³ 0 áó äåò âåð íî ðà âåí ñò âî
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è ïðè ýòîì (åäèí ñò âåí íàÿ) òî÷ êà ìàê ñè ìó ìà

x 0 1 2= ( ).p (27)

 Îò ñþ äà âû òå êà åò, ÷òî äëÿ ôóí ê öèè (21) âû ïîë íÿ åò ñÿ óñëî âèå 6.
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Òà êèì îá ðà çîì, ôóí ê öèè (19) è (21) óäîâ ëåò âî ðÿ þò âñåì óñëî âè ÿì óòâåð -
æ äå íèÿ. Òîã äà ïðè ïîä ñòà íîâ êå (19), (22) è (26) â (14) ïî ëó ÷èì äëÿ ìàê ñè ìó -
ìà ÐÑ ðàñ ñìàò ðè âà å ìîé ÈÑ ñî ãëàñ íî óòâåð æ äå íèþ ñëå äó þ ùåå âû ðà æå íèå:
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Ïðè ýòîì ñî ãëàñ íî (15) è (27) îï òè ìà ëü íûé ïà ðà ìåòð ôè ëü òðà

a Ropt =1 2( ).maxp (29)

Èç (24) ñëå äó åò, ÷òî ìíî æå ñò âî â ôè ãóð íûõ ñêîá êàõ â (28) áó äåò îò ðåç êîì 
[ , $ ],0 n  ãäå $n – ðå øå íèå óðàâ íå íèÿ

sin

( )

2

2
2

pn

pn
p n

b

b
CS=

(30)

îò íî ñè òå ëü íî n íà îò ðåç êå [ , ].0 1 b  À ïî ñêî ëü êó sup[ , $ ] $ ,0 n n=  òî ñ ó÷å òîì (28)
îêîí ÷à òå ëü íî ïî ëó ÷à åì, ÷òî ìàê ñè ìóì ÐÑ ðàâåí ðå øå íèþ óðàâ íå íèÿ (30) îò -
íî ñè òå ëü íî n íà îò ðåç êå [ , ].0 1 b

Ðå çó ëü òà òû ÷èñ ëåí íî ãî ðå øå íèÿ óðàâ íå íèÿ (30) äëÿ ðàç ëè÷ íûõ çíà ÷å íèé
ïà ðà ìåò ðà b èñ êà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû ïðåä ñòàâ ëå íû â òàá ëè öå. Òàì æå äëÿ óäîá -
ñò âà ïðè âå äå íû ñî îò âåò ñò âó þ ùèå çíà ÷å íèÿ îï òè ìà ëü íî ãî ïà ðà ìåò ðà ôèëüò-
ðà, ðàñ ñ÷è òàí íî ãî ïî ôîð ìó ëå (29).

Çà êëþ ÷å íèå. Âû ðà æå íèå (8) ìî æåò áûòü èí òåð ï ðå òè ðî âà íî äëÿ äâó -
ìåðíî ãî ñëó ÷àÿ êàê ïðî äî ëü íàÿ (âäîëü îñè Ox ) ÐÑ ÈÑ, èì ïó ëü ñíûé îò êëèê 
j0 ( , )x y  ôè ëü òðà êî òî ðîé ïðåä ñòà âèì â âè äå

j j d0 ( , ) ( ) ( ),x y x y= (31)

ãäå d( )y   –  d-ôóí ê öèÿ Äè ðà êà. Ïðè ýòîì ôóí ê öèè H ( )n  è F( )n  ìî ãóò áûòü
èíòåð ï ðå òè ðî âà íû êàê êâàä ðà òû ïðî äî ëü íîé ÷à ñ òîò íî-êîí ò ðà ñò íîé õà ðàê òå -
ðè ñòè êè èñ êà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû è ôè ëü òðà ñîîòâåòñòâåííî, à ôóí ê öèÿ S ( )n
áóäåò ïðåä ñòàâ ëÿòü ñî áîé ñïåê ò ðà ëü íóþ ïëîò íîñòü øóìà, ïðî èí òåã ðè ðî âàí -
íóþ ïî ïå ðå ìåí íîé ny  (ïðî ñòðàí ñò âåí íîé ÷à ñ òî òå âäîëü îñè Oy )  â ïðå äå ëàõ
îò -¥ äî +¥.

Â ÷à ñò íî ñòè, ðà âåí ñò âî (31) áó äåò âåð íî äëÿ ÈÑ, â êî òî ðûõ îñó ùå ñò â -
ëÿåò ñÿ íå ïðå ðûâ íîå ñêà íè ðî âà íèå âõîä íûõ èçîá ðà æå íèé âäîëü îñè Ox  ñî
ñêî ðî ñòüþ q, à âîç íè êà þ ùèå ïðè ýòîì (íà âû õî äå èñ êà æà þ ùåé ñè ñ òå ìû) ñèã -
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b CS( ) pCSR max a CSopt ( )

0,1 0,50 1,00

1,0 0,46 1,09

3,0 0,35 1,43

5,0 0,27 1,85

10,0 0,17 2,94



íà ëû ïîä âåð ãà þò ñÿ âðå ìåí íîé ôè ëü òðà öèè [6]. Ïðè ýòîì èì ïó ëü ñíî ìó îò -
êëè êó jB t( )  âðå ìåí íî ãî ôè ëü òðà áó äåò ñî îò âåò ñò âî âàòü ôóí ê öèÿ 

j j
q q

( ) .x B
x= æ

è
ç

ö

ø
÷

1

Â ðàñ ñìîò ðåí íîì âûøå ïðè ìå ðå ôóí ê öèÿ (17) ñî îò âåò ñò âó åò èì ïó ëü ñíî ìó
îò êëè êó âðå ìåí íî ãî RC-ôè ëü òðà ñ ïî ñòî ÿí íîé âðå ìå íè a q.

Êîí ê ðåò íû ìè ïðè ìå ðà ìè ÈÑ, ãäå âû ïîë íÿ åò ñÿ ñî îò íî øå íèå (31), ìî ãóò
ñëó æèòü íå êî òî ðûå òèïû ñêà íè ðó þ ùèõ ñè ñ òåì öèô ðî âîé ðåíò ãå íîã ðà ôèè
[10, 11]. Ýòî ïî çâî ëÿ åò èñ ïî ëü çî âàòü ïî ëó ÷åí íûå â ïðåä ëà ãà å ìîé ðà áî òå ðå -
çó ëü òà òû (óòâåð æ äå íèå, ñëåä ñò âèå) äëÿ ñî îò âåò ñò âó þ ùåé îï òè ìè çà öèè ïà ðà -
ìåò ðîâ âðå ìåí íûõ ôè ëü òðîâ, ïðè ìå íÿ å ìûõ â äàí íûõ ñè ñ òå ìàõ.

ÏÐÈ ËÎ ÆÅ ÍÈÅ

Äî êà çà òå ëü ñò âî óòâåð æ äå íèÿ. Ïðè ïîä ñòà íîâ êå (13) â (11) ïî ëó ÷èì

R a H W a aL

a
( ) | , ( ) ( ) ,= ³ ³ì

í
î

ü
ý
þ£ £ £ £

sup inf infn n n n
n n n n

0
0 0

³ L.
(Ï1)

Òà êèì îá ðà çîì, ñòî ÿ ùàÿ ïå ðåä íàìè çà äà ÷à çà êëþ ÷à åò ñÿ â îòû ñ êà íèè
ìàê ñè ìó ìà ôóí ê öèè (Ï1) ïðè óñëî âè ÿõ 1–4, 6.

Îáî çíà ÷èì ìíî æå ñò âî â ïðà âîé ÷à ñ òè (Ï1)

X a H W a a LL

a
( ) | , ( ) ( ) ( )= ³ ³ì

í
î

ü
ý
þ

³
£ £ £ £

n n n n
n n n n

0
0 0

inf inf
(Ï2)

è ìíî æå ñò âî â ïðà âîé ÷à ñ òè (14)

X H L= ³ ³
£ £

{ | , ( ) }.n n g n n
n n

0
0

inf (Ï3)

Ïðè íè ìàÿ âî âíè ìà íèå óñëî âèÿ 3à è 3á, íå òðóä íî óáå äè òü ñÿ, ÷òî ñè ñ òå ìà
íå ðà âåíñòâ

n n n
n n n n

³ ³
£ £ £ £

0
0 0

, ( ) ( ) ,inf infH W a L

a

(Ï4)

îïðå äå ëÿ þ ùèõ ìíî æå ñò âî X a( ) â (Ï2), áó äåò ýê âè âà ëåí ò íà ñè ñ òå ìå íå ðà -
âåíñòâ

n n n n n
n n n n

³ ³
£ £ £ £

0
0 0

, ( ) ( ) .inf infH a W a L (Ï5)

Èç óñëî âèé 1à è 1á ñëå äó åò ñî ãëàñ íî [12], ÷òî òî÷ íûå íèæ íèå ãðà íè öû 
inf

0 £ £n n
nH ( ) è inf

0 £ £n n
nW a( ) êàê ôóí ê öèè îò àð ãó ìåí òà n áó äóò îïðå äå ëå íû è

íå îò ðè öà òå ëü íû äëÿ âñåõ n ³ 0. Ó÷è òû âàÿ ýòî è ðà âåí ñò âî

{ | , } [ , ),a a Ln n³ ³ = ¥0 0
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îöå íèì ñâåðõó ëå âóþ ÷àñòü âî âòî ðîì íå ðà âåí ñò âå (Ï5):

inf inf inf sup
0 0 0

0

£ £ £ £ £ £ ³
³

£
n n n n n n

n

n n n nH a W a H
a L

( ) ( ) ( ) [a W an n
n n

inf
0 £ £

=( )]

= =
£ £ ³ £ £ £ £
inf sup inf inf

0 0 0 0n n n n n n n
n n nH a W a H

a a a
( ) [ ( )] (n) [ ( )]sup inf

x y x
x W y

³ £ £
=

0 0

= =
£ £ ³ £ £ £ £
inf inf inf

0 0 0 0n n n n
n g nH x W y H

x y x
( ) max [ ( )] ( ). (Ï6)

Èç (Ï6) ñëå äó åò, ÷òî äëÿ ëþ áî ãî a L³  ñè ñ òåìà íå ðà âåíñòâ (Ï5) èëè ñè ñ òå -
ìà íå ðà âåíñòâ (Ï4), ÷òî òî æå ñà ìîå, ïî âëå ÷åò çà ñî áîé ñè ñ òå ìó íå ðà âåíñòâ

n g n n
n n

³ ³
£ £

0
0

, ( ) ,inf H L

à çíà ÷èò, ñî ãëàñ íî (Ï2) è (Ï3) áó äåò âåð íî âêëþ ÷å íèå

X a X a L( ) .Ì ³äëÿ âñåõ (Ï7)

 Èç (Ï7) âû òå êà åò (ñì. [13])

R a X a X R a L( ) ( ) $ .= £ = ³sup sup äëÿ âñåõ (Ï8)

Òà êèì îá ðà çîì ìû íà øëè âåð õ íþþ ãðà íè öó $R ôóí ê öèè R a( ) èç (Ï1). Ïî -

êà æåì òå ïåðü, ÷òî
$ .R > 0 (Ï9)

Èç óñëî âèé 3à è 4à ñëå äó åò, ÷òî äëÿ e =1 2 ñó ùå ñò âó åò d > 0 òà êîå, ÷òî

1 2 3 2< < Î -W x x( ) , ( , ).åñëè d d

Îò ñþ äà
W x x( ) [ , ],³ Î1 2 0 2äëÿ âñåõ d

à çíà ÷èò, (ñì. [12])
inf

x
W x

Î
³

[ , ]
( ) ,

0 2
1 2

d

îò êó äà ïî ëó ÷à åì

g d d

d
= ³ ³ >

³ £ £ £ £
max [ ( )] ( ) .
x y x y

x W y W y
0 0 0 22 2

1

2
0inf inf (Ï10)

 Äà ëåå, èç óñëî âèé 3á è 4á ñëå äó åò, ÷òî äëÿ e =1 2  ñó ùå ñò âó åò D > 0 òà êîå, ÷òî

1 2 3 2< < Î -H ( ) , ( , ).n nåñëè D D

Îò ñþ äà
H ( ) [ , ].n n³ Î1 2 0 2äëÿ âñåõ D
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Ñëå äî âà òå ëü íî, (ñì. [12])

inf
n

n
Î

³
[ , ]

( ) ,
0 2

1 2
D

H

à çíà ÷èò, (ñì. [13])

inf äëÿ âñåõ
0

1 2 0 2
£ £

³ Î
n n

n nH ( ) [ , ]D

èëè â ñèëó ïî ëî æè òå ëü íî ñòè g

g n g n
n n

inf äëÿ âñåõ
0

2 0 2
£ £

³ ÎH ( ) [ , ],D (Ï11)

÷òî òî æå ñà ìîå. Äà ëåå, èç íå ïðå ðûâ íî ñòè ôóí ê öèè Ln â íóëå èìå åì, ÷òî äëÿ 
e g= 2  (g > 0 ïî äî êà çàí íî ìó âûøå) ñóùåñòâóåò D 0 0>  òà êîå, ÷òî | | ,Ln g< 2
åñëè nÎ -( , ).D D0 0  Îò ñþ äà

Ln g n< Î2 0 20äëÿ âñåõ [ , ].D (Ï12)

Èç (Ï11) è (Ï12) ïî ëó ÷à åì

g n n n
n n

inf äëÿ âñåõ
0

10
£ £

> ÎH L( ) [ , ],D

ãäå D D D1 0
1

2
= min{ , }.  Îò ñþ äà è èç (Ï3) ñëå äó åò, ÷òî [ , ] ,0 1D Ì X  à çíà ÷èò, (ñì. 

[13])
$ [ , ] ,R X= ³ = >sup sup 0 01 1D D

÷òî è äî êà çû âà åò ñïðà âåä ëè âîñòü íå ðà âåí ñò âà (Ï9).
Ïî êà æåì òå ïåðü, ÷òî

$ .R < ¥ (Ï13)

Èç óñëî âèÿ 3á è ñâîé ñò âà òî÷ íîé íèæ íåé ãðà íè öû èìå åì

inf äëÿ âñåõ
0

0 1 0
£ £

£ = ³
n n

n nH H( ) ( ) .

Èç ýòî ãî âûòåêàåò, ÷òî ñè ñ òå ìà íå ðà âåíñòâ

n g n n
n n

³ ³
£ £

0
0

, ( ) ,inf H L

îïðå äå ëÿ þùàÿ ìíî æå ñò âî X, ïî âëå ÷åò çà ñî áîé ñè ñ òå ìó íå ðà âåíñòâ n ³ 0,
g n³ L . Ñëå äî âà òå ëü íî, áó äåò ñïðà âåä ëè âî âêëþ ÷å íèå

X L L LÌ ³ ³ = £ £ ={ | , } { | } [ , ],n n g n n n g g0 0 0

à çíà ÷èò, (ñì. [13])
$ [ , ] ,R X L L= £ =sup sup 0 g g

÷òî â ñèëó ïî ëî æè òå ëü íî ñòè g è L è äî êà çû âà åò ñïðà âåä ëè âîñòü íå ðà âåí ñò âà
(Ï13).
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Äî êà æåì òå ïåðü ñïðà âåä ëè âîñòü âêëþ ÷å íèÿ

X RÉ [ , $ ).0 (Ï14)

Äåé ñò âè òå ëü íî, èç óñëî âèÿ 1á ñî ãëàñ íî [12] ñëå äó åò, ÷òî òî÷ íàÿ íèæ íÿÿ ãðà -
íè öà inf

0 £ £n n
nH ( ) êàê ôóí ê öèÿ îò àð ãó ìåí òà n áó äåò îïðå äå ëå íà, íå îò ðè öà -

òåëü íà è áóäåò íå âîç ðà ñòà þùåé ïðè n ³ 0, à çíà ÷èò, ñ ó÷å òîì ïî ëî æè òå ëü íî -
ñòè g è L è ôóí ê öèÿ f H L( ) ( )n g n n

n n
= -

£ £
inf

0
áó äåò îïðå äå ëå íà è íå âîç ðà ñòà -

þùåé ïðè n ³ 0. Îò ñþ äà è èç (Ï3) èìå åì

X f= ³ ³{ | , ( ) }.n n n0 0 (Ï15)

 Òàê êàê ôóí ê öèÿ f ( )n  îïðå äå ëå íà è íå âîç ðà ñ òà åò ïðè n ³ 0, òî ìíî æå ñò âî X â
âèäå (Ï15) ìî æåò áûòü ñî ãëàñ íî [14, 15] òî ëü êî îä íèì èç ìíî æåñòâ âèäà 
[ , ),0 0n  ãäå 0 0< < ¥n , èëè [ , ],0 0n  ãäå 0 0£ < ¥n .  Îò ñþ äà ñ ó÷å òîì ñî îò íî øå íèé 
supX R= >$ 0 âû òå êà åò ñïðà âåä ëè âîñòü âêëþ ÷å íèÿ (Ï14).

Äî êà æåì òå ïåðü ñïðà âåä ëè âîñòü íå ðà âåí ñò âà

x R L0
$ .³ (Ï16)

Äî êà çà íî, ÷òî X RÉ [ , $ ).0  Òîã äà îò ñþ äà è èç (Ï3) èìå åì

g n n n
n n

inf äëÿ âñåõ
0

0
£ £

³ ÎH L R( ) [ , $ ) (Ï17)

èëè
L H Rn g n n

n n
- £ Î

£ £
inf äëÿ âñåõ

0
0 0( ) [ , $ ), (Ï18)

÷ òî òî æå ñà ìîå.
Ïðè äî êà çà òå ëü ñò âå âêëþ ÷å íèÿ (Ï14) áûëî îò ìå ÷å íî, ÷òî ôóí ê öèÿ 

f H L( ) ( )n g n n
n n

= -
£ £
inf

0
îïðå äå ëå íà è íå âîç ðà ñ òà åò ïðè n ³ 0. Ñëå äî âà òå ëü -

íî, ïðî òè âî ïî ëîæ íàÿ åé ïî çíà êó ôóí ê öèÿ g f( ) ( ),n nº -  ñòî ÿ ùàÿ â ëå âîé ÷à -
ñ òè íå ðà âåí ñò âà (Ï18), áó äåò îïðå äå ëå íà è íå ó áû âà þùåé ïðè n ³ 0, à çíà ÷èò,
è íà ïðî ìå æóò êå [ , $ ).0 R  Êðî ìå òîãî, ñî ãëàñ íî (Ï18) ôóí ê öèÿ g( )n  îãðà íè ÷å íà

ñâåðõó íó ëåì íà ïðî ìå æóò êå [ , $ ).0 R  Òà êèì îá ðà çîì, ñî ãëàñ íî òå î ðå ìå î ïðå äå -

ëå ìî íî òîí íîé ôóí ê öèè [12] ïðè n ® -$R 0 ôóí ê öèÿ g( )n  èìå åò êî íå÷ íûé ëå -

âûé ïðå äåë, ïðè ÷åì

lim ( ) lim [ ( )]
$ $

[ ,n n n n n

n n g n
® - ® - £ £ Î

= - =
R R

g L H
0 0 0 0

inf sup
$)

[ ( )].
R

L Hn g n
n n

-
£ £
inf

0
(Ï19)

 Äà ëåå, êàê áûëî îò ìå ÷å íî ïðè äî êà çà òå ëü ñò âå âêëþ ÷å íèÿ (Ï14), ôóí ê öèÿ 
inf

0 £ £n n
nH ( ) îò àð ãó ìåí òà n îïðå äå ëå íà, íå îò ðè öà òå ëü íà è íå âîç ðà ñ òà åò ïðè 

n ³ 0.  Çíà ÷èò, â ñèëó ïî ëî æè òå ëü íî ñòè g ôóí ê öèÿ -
£ £

g n
n n

inf
0

H ( ) îò àð ãó ìåí òà 

n  áó äåò îïðå äå ëå íà, íå ó áû âà þ ùàÿ è îãðà íè ÷å íà ñâåðõó íó ëåì íà ïðî ìå æóò -

38



êå [ , $ ).0 R  Îò ñþ äà ïî òå î ðå ìå î ïðå äå ëå ìî íî òîí íîé ôóí ê öèè [12] âû òå êà åò,

÷òî ïðè n ® -$R 0 ôóí ê öèÿ -
£ £

g n
n n

inf
0

H ( )  èìå åò êî íå÷ íûé ëå âûé ïðå äåë,

ïðè ÷åì

lim [ ( )] [ (
$

[ , $)n n n n n n
g n g

® - £ £ Î £ £
- = -

R R

H H
0 0 0 0

inf sup inf n)]. (Ï20)

Ïî äî êà çàí íî ìó 0< < ¥$ .R  Â ðå çó ëü òà òå â ñèëó íå ïðå ðûâ íî ñòè ôóí ê öèè 

Ln ïî ëó ÷à åì

lim [ ] $ .
$n

n
® -

=
R

L LR
0

(Ï21)

Ïî ñêî ëü êó ôóí ê öèè Ln è -
£ £

g n
n n

inf
0

H ( ) èìå þò êî íå÷ íûå îä íî ñòî ðîí íèå

ïðå äå ëû ïðè n ® -$ ,R 0  òî ñî ãëàñ íî [16] áó äåì èìåòü

lim [ ( )] [ ] lim
$ $ $n n n n n

n g n n
® - £ £ ® - ® -

- = +
R R R

L H L
0 0 0

inf lim
0 0
[ ( )].-

£ £
g n

n n
inf H (Ï22)

Ïîä ñòàâ ëÿÿ òå ïåðü ïðà âûå ÷à ñ òè ðà âåíñòâ (Ï19)–(Ï21) â (Ï22), ïî ëó ÷èì

sup inf sup in
n n n n

n g n g
Î £ £ Î

- = + -
[ , $) [ , $)

[ ( )] $ [
0 0 0R R

L H LR f
0 £ £n n

nH ( )]. (Ï23)

Èç (Ï18) ñî ãëàñ íî [12] ñëå äó åò, ÷òî

sup inf
n n n

n g n
Î £ £

- £
[ , $)

[ ( )] .
0 0

0
R

L H

Îò ñþ äà è èç (Ï23) èìå åì

LR H
R

$ [ ( )] .
[ , $)

+ - £
Î £ £
sup inf

n n n
g n

0 0
0 (Ï24)

Ñ äðó ãîé ñòî ðî íû,

- £ -
£ £ Î £ £

g n g n n
n n n n n

inf sup inf äëÿ âñåõ
0 0 0

H H
R

( ) [ ( )]
[ , $)

Î [ , $ ).0 R (Ï25)

Èç (Ï24) è (Ï25) îêîí ÷à òå ëü íî ïî ëó ÷à åì

LR H R$ ( ) [ , $ )- £ Î
£ £

g n n
n n

inf äëÿ âñåõ
0

0 0

èëè
g n n

n n
inf äëÿ âñåõ

0
0

£ £
³ ÎH LR R( ) $ [ , $ ), (Ï26)

÷ òî òî æå ñà ìîå.
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Ïóñòü òå ïåðü x 0  – ïðî èç âî ëü íàÿ òî÷ êà íàè áî ëü øå ãî çíà ÷å íèÿ ôóí ê öèè 
x W y

y x
inf

0 £ £
( ) íà ïðî ìå æóò êå [ , )0 ¥  (ïî óñëî âèþ 6 òà êàÿ òî÷ êà ñó ùå ñò âó åò).

Òîã äà
g =

£ £
x W y

y x
0

0 0

inf ( ). (Ï27)

Äî êà çà íî, ÷òî g > 0,  ñëå äî âà òå ëü íî, x 0 0> .  Ïîä ñòàâ ëÿÿ (Ï27) â (Ï26), ïî -
ëó÷èì

x W y H LR R
y x

0
0 00

0inf inf äëÿ âñåõ
£ £ £ £

³ Î( ) ( ) $ [ , $ ).
n n

n n (Ï28)

Èç óñëî âèé 1à, 1á, 3à, 3á è ïî ëî æè òå ëü íî ñòè x 0  èìå åì

x W y H x R
y x

0
0 0

0
0

0inf inf äëÿ âñåõ
£ £ £ £

£ Î( ) ( ) [ , $ ).
n n

n n

Îò ñþ äà è èç (Ï28) ïî ëó ÷à åì x LR0 ³ $ , ÷òî è äîêàçûâàåò ñ ó÷å òîì ïî ëî æè òåëü -

íî ñòè $R ñïðà âåä ëè âîñòü (Ï16).
Äî êà æåì, íà êî íåö, ÷òî ãðà íè öà $R äî ñòè ãà åò ñÿ ïðè

a a x R= =0 0
$ . (Ï29)

Ïî ñêî ëü êó äî êà çà íî, ÷òî a L0 ³ , òî ïðè ïîä ñòà íîâ êå (Ï29) â (Ï2) ñ ó÷å òîì
ïîëî æè òå ëü íî ñòè x0  è $R ïî ëó ÷èì

X a H W a L

a
( ) | , ( ) ( )0

0 0
0

0

0= ³ ³
ì
í
î

ü
ý
þ

=
£ £ £ £

n n n n
n n n n

inf inf

= ³ æ

è
ç

ö

ø
÷ ³

ì
í
î

ü
ý

£ £ £ £
n n n n

n n n n
| , ( ) $

$
0

0
0

0

0inf infH x W LR
x

R þ
=

= ³
æ

è
ç

ö

ø
÷ ³

£ £ £ £

n n n n
n n n n

| , ( )

$ $
$

0
0

0
0

0

0 0

inf infH x W
x

R

x

R

x

R
LR$

ì

í
ï

îï

ü

ý
ï

þï
=

= ³ ³
ì

í
ï

îï

ü

ý
ï

þ
£ £ £ £

n n n
n n n

| , ( ) ( ) $

$

0
0

0
0 0

inf infH x W y LR
y

x

R ï
. (Ï30)

 Òàê êàê x0  è $R ïî ëî æè òå ëü íû, òî

0 00 0£ < Îx x R
R

n n
$

[ , $ ).äëÿ âñåõ (Ï31)

Èç óñëî âèÿ 1à è ïî ëî æè òå ëü íî ñòè x0  è $R ñî ãëàñ íî [12] ñëå äó åò, ÷òî ôóí ê öèÿ 

F W y
y

x

R

( ) ( )

$

n
n

=
£ £

inf
0 0

áó äåò  îïðå äå ëå íà,  íå îò ðè öà òå ëü íà  è áó äåò  íå âîç ðà ñòà-
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þ ùåé ïðè n ³ 0. Îò ñþ äà è èç (Ï31) ïî ëó ÷à åì

inf inf äëÿ âñåõ
0 00 0

0
£ £ £ £

³ Î
y

x

R

y x
W y W y R

$

( ) ( ) [ , $ ).
n

n (Ï32)

Êàê áûëî îò ìå ÷å íî âûøå, òî÷ íàÿ íèæ íÿÿ ãðà íè öà inf
0 £ £n n

nH ( ) êàê ôóí ê öèÿ îò 

àð ãó ìåí òà n áó äåò îïðå äå ëå íà è íå îò ðè öà òå ëü íà ïðè n ³ 0. Ñ ó÷å òîì ýòî ãî,
íåðà âåí ñò âà (Ï32) è ïî ëî æè òå ëü íî ñòè x0  áó äåì èìåòü

inf inf inf inf
0

0
0 0

0
00£ £ £ £ £ £ £

³
n n n n n

n nH x W y H x
y

x

R

( ) ( ) ( )

$
y x

W y R
£

Î
0

0( ) [ , $ ).äëÿ âñåõ n

( )Ï33

Èç (Ï28) è (Ï33) ñëå äó åò

inf inf äëÿ âñåõ
0

0
0 0

0
£ £ £ £

³ Î
n n n

n nH x W y LR R
y

x

R

( ) ( ) $ [ , $ ).

$

Îò ñþ äà è èç (Ï30) âû òå êà åò, ÷òî [ , $ ) ( ).0 0R X aÌ  Íî òîã äà [13]

sup sup[ , $ ) $ ( ) ( ).0 0 0R R R a X a= £ =

Îò ñþ äà è èç âûðàæåíèÿ (Ï8) ïî ëó ÷à åì R a R( ) $ .0 =  Ó÷è òû âàÿ ðà âåí ñò âî 

sup sup
a a L

R a R a
³ ³

=
0

( ) ( ) ñîãëàñíî (11), îêîí ÷à òå ëü íî èìå åì

sup
a

R a R a R
³

= =
0

0( ) ( ) $ .

Óò âåð æ äå íèå äî êà çà íî.
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