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С использованием метода сглаженных гидродинамических частиц исследована дина-
мика удара капли о поверхность жидкости с образованием короны. Построена модель,
учитывающая силу тяжести, искусственную вязкость и поверхностное натяжение. Про-
ведено сравнение результатов численных расчетов, полученных методом сглаженных
гидродинамических частиц, с экспериментальными данными. Показано, что метод сгла-
женных гидродинамических частиц позволяет достаточно точно описать динамику па-
дения капли на поверхность жидкости. Установлено также, что этот процесс существен-
но зависит от глубины водоема и начальной скорости капли.
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Введение. Столкновение капли с поверхностью играет важную роль в различных

процессах, происходящих в паровых турбинах, при эрозии почвы, при охлаждении по-
верхностей аэрозолем, в струйной печати и т. д.

На процесс соударения оказывают влияние свойства капли и поверхности, скорость
капли и угол соударения. Сложные процессы, происходящие при соударении капли с по-
верхностью, изучаются уже более 100 лет [1], однако до сих пор полностью не исследова-
ны [2].

Процесс столкновения жидкой капли с поверхностью существенно зависит от типа

этой поверхности (твердая или жидкая) [2].
Соударение капли с твердой поверхностью исследовалось экспериментально [3–6] и с

помощью численных методов [7–9]. Изучению соударения жидкой капли с поверхностью

жидкости посвящено небольшое количество работ [10, 11].
После столкновения жидкой капли с поверхностью жидкости возможны различные

процессы: капля может плавать, растекаться по поверхности, подпрыгивать, превращать-
ся в брызги и т. д. В [12] с помощью высокоскоростной камеры изучены процессы слияния
капли с поверхностью и образования брызг при падении капли в бассейн. С использова-
нием результатов работы [12] в [10] установлено, что процессы, происходящие после па-
дения капли, зависят от глубины бассейна. В [11] разработана новая экспериментальная

Работа выполнена в рамках Национальной программы фундаментальных исследований Китая

№ 2012CB025903 и при финансовой поддержке Национального фонда естественных наук Китая (грант
№ 10871159) и Фонда естественных наук провинции Цзянсу Китая (грант № BK20130436).

c© Джанг Т., Oуянг Д., Ли Х., Рен Д., Ванг С., 2013



Т. Джанг, Д. Oуянг, Х. Ли и др. 39

техника исследования соударения капли с очень тонкой пленкой с использованием водно-
глицеринового раствора. Влияние толщины пленки на процесс соударения изучалось в

работе [13].
В настоящее время существуют различные численные методы описания свободной по-

верхности при больших деформациях, в частности поверхности, образующейся при соуда-
рении капли с жидкостью. Наиболее подходящим методом описания сложных свободных
поверхностей является метод частиц в лагранжевой формулировке, который имеет ряд
преимуществ по сравнению с сеточными методами. Данный метод позволяет моделиро-
вать потоки с конвекцией, большие деформации без численной диффузии, а также сложные
свободные поверхности с учетом их фрагментации; при этом не требуется использовать
какие-либо иные явные способы отслеживания этой поверхности.

В [14] впервые при решении задач механики жидкости был применен метод сглажен-
ных гидродинамических частиц (МСГЧ) [15]. Впоследствии этот метод использовался для
решения задач моделирования вязких потоков [14, 16–20], течения несжимаемой жидко-
сти [21, 22], течения многофазных потоков [23, 24] и др.

В механике жидкости задачи соударения также решались с помощью МСГЧ [16, 17,
25, 26], который можно рассматривать как новый метод решения задач об ударе, в том
числе задач о соударении капли с поверхностью.

В данной работе предлагается математическая модель, описывающая удар капли о
тонкую пленку, в частности образование короны в результате соударения. Эта модель
включает МСГЧ, модель искусственной вязкости [27], модель поверхностного натяже-
ния [24] и технику восстановления плотности [23], которая используется для согласования
массы, плотности и площади, занимаемой массой. Для тестирования предложенной модели
были выбраны примеры из работ [11, 13]. Проведено сравнение полученных результатов с
экспериментальными данными.

1. Численная модель. Ниже изложены математическая модель рассматриваемого

явления и численный алгоритм решения задачи.
1.1. Основные уравнения. В двумерной лагранжевой формулировке изотермическое

течение несжимаемой жидкости описывается уравнениями движения и неразрывности

dρ

dt
= −ρ∇ · u,

du

dt
=

1

ρ
∇ · T + g,

где u = (u, v) — вектор скорости; ρ — плотность; t — время; T — тензор напряжений

Коши; g = (gx, gy) — ускорение свободного падения; d/dt = ∂/∂t + u · ∇ — материальная

производная.
Тензор Коши напряжений представляется в виде суммы

T = −pI + τ,

где I — единичный тензор; p — всестороннее давление. Для ньютоновской жидкости тен-
зор τ представляется в виде

τ = 2µε,

где µ — вязкость раствора. Компоненты тензора скоростей деформаций записываются

в виде

εαβ =
1

2

(∂uβ

∂xα
+

∂uα

∂xβ

)
− 1

3
(∇ · u)δαβ,

где uβ — β-компонента вектора скорости; xβ — пространственные координаты; δαβ = 1
при α = β и δαβ = 0 при α 6= β.
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1.2. Уравнение состояния. Во многих работах несжимаемая жидкость рассматрива-
ется как слабосжимаемая с соответствующим уравнением состояния (см., например, [14]).
В настоящей работе несжимаемая жидкость также рассматривается как слабосжимаемая

с уравнением состояния [18]

p(ρ) = c2(ρ− ρ0), (1)

где c — скорость звука; ρ0 — отсчетная плотность. Для того чтобы отклонение плотности
от отсчетной составляло менее 1 %, квадрат числа Маха (M ≡ V/c, где V — скорость

потока) должен быть меньше 0,1 [15].
1.3. Метод сглаженных гидродинамических частиц. В МСГЧ область Ω, занимаемая

жидкостью, представляется в виде конечного числа частиц, физическими параметрами
которых являются соответствующие параметры, осредненные по соседним частицам.

В МСГЧ аппроксимация функции f(r) (r = (x, y) — радиус-вектор) и ее первой про-
изводной для частицы c номером i принимается в следующем виде [14, 16, 23]:

fi =
∑

j

mj

ρj
fjWij ;

∂f

∂ri
=

∑
j

mj

ρj
(fj − fi)

∂Wij

∂ri
. (2)

Здесь mj , ρj — масса и плотность j-й частицы; fj = f(rj); mj/ρj — объем, занимаемый
j-й частицей; ядро W является четной функцией и симметричным распределением по

области Ω; Wij = W (|ri−rj |, h); ∂Wij/∂ri = −∂Wji/∂rj ; h — длина области сглаживания

ядра W .
В качестве сглаживающей функции выбран кубический сплайн [21], являющийся

функцией r = |ri − rj | и q = r/h. В двумерном случае выражения для Wij имеют сле-
дующий вид:

Wij = W (r, h) =
15

7πh2


2/3− q2 + q3/2, 0 6 q < 1,

q3/6, 1 6 q < 2,

0, q > 2.

(3)

Для обеспечения высокой точности аппроксимации выбираемая длина интервала сглажи-
вания h должна быть больше расстояния между частицами. В настоящей работе h = 1,5d0

(d0 — начальное расстояние между соседними частицами). Согласно уравнению (3) ком-
пактный носитель области равен 2h.

С помощью уравнения (2) и тождества

1

ρ

∂Tαβ

∂xβ
=

∂ (Tαβ/ρ)

∂xβ
+

Tαβ

ρ2

∂ρ

∂xβ

вычисляются скорость и градиент напряжений. Таким образом, для i-й частицы прини-
мается следующая дискретизация основных уравнений [14, 21, 23]:(dρ

dt

)
i
= ρi

∑
j

mj

ρj
(uβ

i − uβ
j )

∂Wij

∂xβ
i

; (4)

(duα

dt

)
i
=

∑
j

mj

(Tαβ
i

ρ2
i

+
Tαβ

j

ρ2
j

)∂Wij

∂xβ
i

+ gα. (5)
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При этом аппроксимация градиента скорости имеет вид(∂uα

∂xβ

)
i
=

∑
j

mj

ρj
(uα

j − uα
i )

∂Wij

∂xβ
i

.

Для увеличения устойчивости МСГЧ предлагалось несколько форм искусственной вяз-
кости. В данной работе искусственная вязкость добавлена в уравнение (5) в следующем
виде [27]:

Πij =

{
(−αΠc̄ijϕij + βΠϕ2

ij)/ρ̄ij , uij · rij < 0,

0, uij · rij > 0.
(6)

Здесь

ϕij =
huij · rij

|rij |2 + 0,01h2
, c̄ij =

ci + cj

2
, ρ̄ij =

ρi + ρj

2
, uij = ui − uj , rij = ri − rj .

Член 0,01h2 добавлен для того, чтобы исключить численную расходимость в том случае,
когда расстояние между двумя частицами очень мало. Значения коэффициентов αΠ и βΠ

обычно выбираются близкими к единице.
Во многих системах, как естественных, так и искусственных, поверхностное натяже-

ние играет большую роль. В данной работе член, учитывающий поверхностное натяжение,
используется в МСГЧ при моделировании удара капли о жидкую поверхность и прини-
мается в виде, который предложен и протестирован в [24]. Поэтому в дискретизированное
уравнение сохранения количества движения добавляется член, учитывающий поверхност-
ное натяжение, которое может трактоваться как результат взаимодействия частиц [24]:

Sij =
(1

ρ

∂ϕαβ

∂xβ

)
i
=

∑
j

mj

(ϕαβ
i

ρ2
i

+
ϕαβ

j

ρ2
j

) ∂Wij

∂xβ
i

. (7)

Здесь ϕαβ
i = σ|ni|(δαβ − n̂α

i n̂β
i ) — тензор поверхностного натяжения; σ — коэффициент

поверхностного напряжения; δαβ — тензор Кронекера; n — вектор нормали к поверхности;
n̂ — единичный вектор нормали к поверхности.

Для отслеживания взаимодействия частиц вводится функция-метка частиц a:

ai =
∑

j

mj

ρj
ajWij .

Для того чтобы повысить точность и избежать вырождения нормали n и единичной нор-
мали n̂, они представляются в следующем виде:

ni =
∑

j

mj

ρj
(aj − ai)∇iWij , n̂i =

{
ni/|ni|, |ni| > ζ,

0, |ni| 6 ζ.

В данной работе величина ζ, как правило, принимается равной 0,01/h.
Члены с искусственной вязкостью (6) и поверхностным натяжением (7) добавляются

в дискретизированное уравнение закона сохранения количества движения, которое прини-
мает следующий вид:(duα

dt

)
i
=

∑
j

mj

(Tαβ
i

ρ2
i

+
Tαβ

j

ρ2
j

− Πijδ
αβ

)∂Wij

∂xβ
i

+ Sij + gα. (8)
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Для того чтобы предотвратить взаимное проникновение частиц и адаптировать мо-
дель слабосжимаемой жидкости для моделирования больших деформаций жидкой поверх-
ности, положение частиц определяется в соответствии с модифицированным вариантом
МСГЧ [28]:

dri

dt
= uα

i − ε
∑

j

mj
uij

ρ̄ij
Wij . (9)

Здесь ε = 0,5. Поэтому в данном варианте МСГЧ частица движется со скоростью, при-
ближенно равной средней скорости близлежащих частиц.

В МСГЧ каждая частица имеет фиксированную массу. Если число частиц является
постоянным, то закон сохранения массы выполняется автоматически. Однако если исполь-
зуется только уравнение (4), то согласованность между массой, плотностью и занимае-
мым объемом нарушается. Для преодоления этой трудности применяется интерполяцион-
ная схема первого порядка [23], основанная на методе подвижных наименьших квадратов
(МПНК) и предназначенная для восстановления поля плотности:

ρi =
∑

j

mjW
МПНК
ij . (10)

Ядро WМПНК
ij вычисляется следующим образом:

WМПНК
ij = (β0 + β1xij + β2yij)Wij ,∑

j

mj

ρj
Wij

 1 xij yij

xij x2
ij xijyij

yij xijyij y2
ij

  β0

β1

β2

 =

 1
0
0


(xij = xi−xj , yij = yi−yj). Эта процедура применяется через каждые 20шагов по времени.

Во многих экспериментах после соударения капли и жидкой поверхности образуются

пузырьки газа. Авторы работы [29], изучив экспериментальные данные, пришли к выводу,
что в случае неглубокого бассейна пузырьки не образуются. Поэтому в настоящей работе
модель газовых пузырьков не рассматривается.

Для решения системы дифференциальных уравнений (4), (8), (9) использовался метод
предиктор-корректор [18]. Этот метод является методом второго порядка точности, его
применение эффективно при численной реализации.

При использовании МСГЧ большое значение имеют постановка и реализация крае-
вых условий. Прежде всего, жесткая стенка может моделироваться либо неподвижными
частицами, либо образами частиц с зеркально отображенными физическими свойствами.
В отличие от работы [14], в которой для предотвращения проникания частиц в жесткую
стенку вводились искусственные отталкивающие силы, в данной работе в качестве гра-
ничных частиц используются виртуальные частицы. Для моделирования жесткой границы
вводятся виртуальные частицы двух типов. Виртуальные частицы первого типа распола-
гаются справа от жесткой стенки (жесткие R-частицы). Плотность жестких частиц не
определяется. Выполняется условие непроскальзывания на жесткой стенке, поэтому поло-
жение жесткой частицы фиксировано во времени. Сила, действующая на жесткую частицу,
вычисляется по формуле [30]

fi =
∑

j

mj

ρj
fjWij

/ ∑
j

mj

ρj
Wij , (11)

где индекс i соответствует граничной частице; индекс j — соседним частицам.
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Виртуальные частицы второго типа (I-образы частицы) размещаются непосредствен-
но за жесткой стенкой и заполняют область, ширина которой сравнима с шириной ком-
пактного носителя ядра, используемого в вычислениях. Эти частицы имеют фиксирован-
ные плотность и положение. Скорость и давление I-образов частиц вычисляются с помо-
щью линейной интерполяционной формулы

LI = LF + (1 + dI/dF )(LR −LF ),

где L — вектор переменных p, uα; нижние индексы R, I, F соответствуют жестким части-
цам, частицам-образам и жидким частицам. Для удобства вычислений можно определить
расстояния от жесткой стенки, на которых находятся частицы-образы dI и жидкие ча-
стицы dF . Расстояние dF выбирается равным начальному расстоянию между жидкими

частицами. Для определения значения LF вновь используется интерполяционная форму-
ла (11).

Граничное условие на свободной поверхности T ·n = 0 является естественным в МСГЧ
и, следовательно, выполняется автоматически.

2. Результаты численных расчетов и их обсуждение. В данном пункте чис-
ленно моделируются экспериментальные данные о всплеске с образованием короны в ре-
зультате удара капли об очень тонкую пленку [11, 13]. Капля и жидкая пленка состоят из
одной и той же жидкости.

Характеристики капли и жидкой пленки те же, что и в работе [29]: начальная плот-
ность глицеринового раствора ρ0 = 1200 кг/м3, вязкость η = 0,022 Н · с/м2, диаметр капли
D = 0,0042 м, коэффициент поверхностного натяжения σ = 0,0652 Н/м, число Онезорге

Oh = η(σρ0D)−1/2 = 0,0384. Динамическое число Вебера определяется следующим обра-
зом: We = ρ0U

2D/σ. Вводится безразмерная толщина пленки H∗ — отношение толщины

пленки к диаметру капли.
2.1. Качественное сравнение результатов численных расчетов с экспериментальны-

ми данными. Ниже проводится сравнение результатов численных расчетов с эксперимен-
тальными данными [11]. Рассматривается два варианта исходных данных.

Случай 1 (см. рис. 2 в [11]): We = 381, H∗ = 0,05. В момент падения капли на плен-
ку в области контакта образуется небольшой ободок (рис. 1,а). Это обусловлено тем, что
на частицы жидкости действуют импульс со стороны капли и сила сопротивления поко-
ящейся жидкости. Сила сопротивления, направленная под углом к поверхности, отсут-
ствует. Затем появляется всплеск, ободок расширяется и удаляется от поверхности. По-
скольку направление скорости жидких частиц изменяется, они удаляются от поверхности.
Образуется корона. С течением времени края ободка заостряются и корона постепенно

погружается в жидкость. Результаты численного моделирования в целом соответствуют
экспериментальным данным. Основное отличие заключается в следующем: при числен-
ном моделировании на краю короны появляются мелкие капли, в эксперименте этого не
наблюдается.

Случай 2 (см. рис. 3b в [11]): We = 2010, H∗ = 0,5. Результаты численного модели-
рования представлены на рис. 1,б. На рис. 1 видны два главных отличия исследуемого

явления.
На рис. 1,б форма короны после удара подобна цилиндру, в то время как на рис. 1,а она

подобна чаше. На рис. 1,а в результате разрушения короны образуется большое количе-
ство мелких капель, на рис. 1,б образуется только несколько таких капель, вылетающих из
вершины короны. Это обусловлено тем, что кинетическая энергия удара капли поглоща-
ется пленкой и диссипирует в ней. В случае более толстой пленки количество отраженной
энергии меньше. Поэтому в отличие от случая 1 в случае 2 на образование короны расхо-
дуется меньше энергии, следствием чего является меньшая скорость расширения короны,
не позволяющая преодолеть силу поверхностного натяжения.
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Рис. 1. Всплеск жидкости и образование короны:
а — We = 381, H∗ = 0,05 (1 — t = 0, 2 — t = 0,2 мс, 3 — t = 1 мс, 4 — t = 3 мс, 5 —
t = 6 мс, 6 — t = 7,5 мс); б — We = 2010, H∗ = 0,5 (1 — t = 0, 2 — t = 0,3 мс, 3 —
t = 0,5 мс, 4 — t = 1 мс, 5 — t = 3 мс, 6 — t = 5 мс, 7 — t = 7 мс)

Следует отметить, что в случае 2 зависимость эффективной ширины короны от вре-
мени, полученная при численном моделировании, имеет вид xc = 0,0075(t − 0,3)1/2. Эта

зависимость согласуется с экспериментальной зависимостью xc = c(t − t0)
1/2 (c, t0 —

некоторые константы) [29].

2.2. Распределения давления и скорости. При численном моделировании давление вы-
числялось с использованием уравнения состояния (1) на каждом шаге по времени. Однако
вычисленная плотность корректировалась через каждые 20 шагов по времени с исполь-
зованием уравнения (10), поэтому вычисленное давление также корректировалось через
каждые 20 шагов по времени.
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0,01013 0,12253 0,50577 1,04084 2,24335 11,51260 40,00000 650,58300 917,08200

0,02481 0,13747 0,62965 1,19528 2,94941 10,32760 12,68220 22,07690 30,87950

0,01013 0,12253 0,50577 1,04084 2,24335 11,51260 40,00000 650,58300 917,08200

0,01013 0,12253 0,50577 1,04084 2,24335 11,51260 40,00000 650,58300 917,08200

0,90419 3,10938 12,45530 22,49220 69,74520 159,83400 288,77800 420,59000

Рис. 2. Распределение давления после удара капли о жидкую пленку:
1 — t = 0,08 мс, 2 — t = 0,13 мс, 3 — t = 0,17 мс, 4 — t = 0,30 мс, 5 — t = 0,80 мс
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На рис. 2 показано распределение давления на свободной поверхности капли, ударяю-
щейся о поверхность жидкости, которое соответствует рис. 1,б. На рис. 2 видно, что после
удара давление возрастает в течение малого промежутка времени и концентрируется на

поверхности раздела капли и жидкости, а также вблизи жесткой стенки, в результате чего
капля сжимает тонкий слой жидкости с большей скоростью. Увеличение давления приво-
дит к появлению всплеска и образованию короны, которая по мере уменьшения давления
расширяется. Следует отметить, что увеличение осцилляций давления может вызвать
быстрое разрушение поля давления в некоторых областях и затруднить его физическую

интерпретацию.
Таким образом, полученные выше результаты численного моделирования в основном

согласуются с экспериментальными данными [11, 13]. Заметим, что предложенная реа-
лизация краевых условий обеспечивает отсутствие проникновения частиц через жесткую

стенку во всех приведенных выше численных примерах.
Заключение. В работе с использованием МСГЧ выполнено численное моделирова-

ние удара капли о поверхность жидкости с образованием короны. Представленный вари-
ант МСГЧ в комбинации с моделями искусственной вязкости и поверхностного натяжения

является устойчивым и позволяет достаточно точно моделировать сложные поверхности,
наблюдаемые в эксперименте при ударе капли о поверхность жидкости. Все полученные
результаты численных расчетов согласуются с экспериментальными данными. Показано,
что динамика удара капли о поверхность жидкости существенно зависит от начальной

скорости капли и толщины слоя жидкости: чем больше начальная скорость капли, тем
сильнее всплеск и больше погружение капли в жидкость. Если пленка очень тонкая, то
непосредственно после удара образуется имеющая форму чаши тонкая корона, которая
затем расширяется и распадается на множество мелких капель. С увеличением толщины
пленки корона принимает форму цилиндра, со временем от нее отделяется несколько мел-
ких капель. Также обнаружено, что ширина короны пропорциональна корню квадратному
из времени. Если пленка имеет достаточно большую толщину, то непосредственно после
удара образуются корона и глубокая каверна в жидкости.
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