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С использованием метода гомотопического анализа исследовано магнитогидродинами-
ческое течение жидкости Кэссона на растягивающейся поверхности при наличии сколь-
жения, теплообмена и теплового излучения. Численно анализируется влияние коэффи-
циента поверхностного трения и локального числа Нуссельта на параметры потока.
Проведено сравнение полученных результатов с известными решениями.
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Введение. Интерес к исследованию течений неньютоновских жидкостей при нали-
чии теплообмена обусловлен применением их в пищевой промышленности, энергетике,
нефтяной промышленности, при обработке полимеров и получении пластмасс. Некото-
рые жидкости, используемые в химической промышленности (многофазные смеси, крас-
ки, синтетические смазки и др.), являются неньютоновскими и описываются уравнениями
более высокого порядка по сравнению с уравнением Навье — Стокса. Предложены раз-
личные модели неньютоновских жидкостей [1–10]. Ряд жидкостей, относящихся к числу
жидкостей Кэссона (пены, некоторые виды суспензий, косметика и др.), описан в рабо-
тах [11–13]. В модели жидкости Кэссона учитывается, что напряжение сдвига на стенке
существенно больше напряжения сдвига в самой жидкости. Течение в пограничном слое
неньютоновской жидкости, обусловленное растяжением, используется в различных техно-
логических процессах (производство картона, бумаги, аэродинамическая экструзия пласт-
массовых форм и др.) и исследовалось в [14]. В [15] проведен анализ влияния скольжения
на течение в пограничном слое вязкой жидкости на экспоненциально растягивающейся

поверхности при наличии химической реакции. Процесс теплообмена в нестационарном
потоке максвелловской жидкости через пористую среду исследован в работе [16]. В ряде
работ изучалось течение на растягивающейся поверхности при наличии теплового излу-
чения [17–22].
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Целью данной работы является исследование влияния скольжения и теплового излу-
чения на магнитогидродинамическое (МГД) течение жидкости Кэссона. Уравнения, опи-
сывающие течение, сводятся к нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям даже в случае использования приближения пограничного слоя. Более того, при учете
излучения уравнения энергии становятся сильнонелинейными. Условия скольжения и тем-
пературного скачка на границе затрудняют определение температуры и вектора скорости.
Условия скольжения особенно важны при изучении течений неньютоновских жидкостей,
таких как полимеры. Экспериментально подтверждено, что течение скольжения реализу-
ется, если средняя длина свободного пробега молекул жидкости сравнима с расстоянием
между стенками в каналах, имеющих нано- или микроразмеры [23].

1. Формулировка задачи. Исследуется МГД-течение несжимаемой жидкости Кэс-
сона на проницаемой растягивающейся поверхности при наличии скольжения. Ось x на-
правлена параллельно поверхности, ось y — перпендикулярно ей. Жидкость движется

в верхней полуплоскости (y > 0), растягивающаяся поверхность расположена в плоско-
сти y = 0. Жидкость полагается электропроводящей. Течение происходит при наличии
постоянного магнитного поля с напряженностью B0. Реологическое уравнение состояния
для изотропного течения жидкости Кэссона имеет вид [12]

τij =

{
2(µB + py/

√
2π )eij , π > πc,

2(µB + py/
√

2πc )eij , π < πc,

где eij — компоненты тензора скоростей деформации; π = eijeij — произведение компонент

тензора скоростей деформации; πc — критическое значение величины π для неньютонов-
ской жидкости; µB — динамическая вязкость неньютоновской жидкости; py — результи-
рующее напряжение в жидкости.

Уравнение пограничного слоя записывается в виде
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где β = µB
√

2πc/py — параметр жидкости Кэссона; σ — электропроводность; ρ — плот-
ность; T — температура; κ — теплопроводность; cp — удельная теплоемкость; ν = µB/ρ—
кинематическая вязкость; u, v — компоненты скорости в направлениях x и y соответствен-
но; σ∗ — постоянная Стефана — Больцмана; µ — молекулярная вязкость. В уравнении (3)
для радиационного теплового потока использовано приближение Росселанда.

Сформулируем граничные условия:

y = 0: u = Uw +N0

(
1 +

1

β

) ∂u
∂y
, v = −vw, T = Tw +K0
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∂y
,

y →∞: u→ 0, T → T∞.

Здесь Uw = ax — скорость растяжения; Tw = T∞ + bx; N0 — параметр скольжения; K0 —
параметр температурного скачка. При N0 = K0 = 0 скольжение отсутствует.

Переход к обыкновенным дифференциальным уравнениям осуществляется с исполь-
зованием следующих преобразований:
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y, ψ =

√
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,
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u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x

(ψ — функция тока). При этом уравнение (1) удовлетворяется тождественно, а уравне-
ния (2), (3) и граничные условия принимают вид

(1 + 1/β)f ′′′ + ff ′′ − f ′2 −M2f ′ = 0,

(1 +Nr)θ
′′ + Pr (fθ′ − θf ′) + Pr Ec (1 + 1/β)f ′′2 = 0,

η = 0: f = S, f ′ = 1 + (1 + 1/β)Sff
′′(0), θ = 1 + ST θ

′(0),

η →∞: f ′ → 0, θ → 0.

Здесь штрих обозначает производную по η; M2 = σB2
0/(ρa) — число Гартмана; Pr =

µcp/κ — число Прандтля; Ec — число Эккерта; Nr = 3k∗κ/(16σ∗T 3
∞) — параметр излуче-

ния; Sf = N0ρ
√
aν, ST = K0

√
a/ν — безразмерная скорость и параметр температурного

скачка.
Коэффициент поверхностного трения Cf и число Нуссельта Nux определяются выра-

жениями
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w/2
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. (4)

Выражения для поверхностного трения τw и теплового потока qw имеют вид
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В безразмерных переменных выражения (4) записываются в виде
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2. Решение уравнений методом гомотопического анализа. Полученные выше
уравнения решаются методом гомотопического анализа [24–34].

Введем базисные функции {ηk e−nη, k > 0, n > 0} и представим распределения скоро-
сти f и температуры θ в виде разложений по базисным функциям

fm(η) =
∞∑
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∞∑
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ak
m,nη

k e−nη, θm(η) =
∞∑

n=0

∞∑
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где ak
m,n, bkm,n — коэффициенты.

Начальное приближение функций f0(η) и θ0(η) выбрано в виде

f0(η) = S +
1

1 + Sf (1 + 1/β)
(1− e−η), θ0(η) =

e−η

1 + ST
.

Соответствующие выражения для линейных операторов имеют вид

Lf = f ′′′ − f ′, Lθ = θ′′ − θ.

Эти операторы обладают следующими свойствами:

Lf (C1 + C2 eη + C3 e−η) = 0, Lθ(C4 eη + C5 e−η) = 0.

Здесь Ci (i = 1, . . . , 5) — константы.
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2.1. Уравнения деформации нулевого порядка. Выражения для нелинейных операто-
ров Nf и Nθ можно представить в виде
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Тогда задачи о деформации нулевого порядка формулируются следующим образом:

(1− p)Lf [f̂(η; p)− f0(η)] = phfNf [f̂(η; p), θ̂(η, p)],

(1− p)Lθ[θ̂(η; p)− θ0(η)] = phθNθ[f̂(η; p), θ̂(η, p)],

f̂(0; p) = S, f̂ ′(0; p) = 1 + Sf (1 + 1/β)f ′′(0, p), f̂ ′(∞; p) = 0,

θ̂(0, p) = 1 + ST θ
′(0, p), θ̂(∞, p) = 0

(hf , hθ — вспомогательные параметры, отличные от нуля). При p = 0 и p = 1 имеем

f̂(η; 0) = f0(η), θ̂(η, 0) = θ0(η), f̂(η; 1) = f(η), θ̂(η, 1) = θ(η).

При 0 < p < 1 значения функций f0(η), θ0(η) стремятся к значениям f(η), θ(η). Используя
разложение в ряд Тейлора, получаем выражения
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(5)

Сходимость рядов в (5) существенно зависит от линейных операторов и параметров hf , hθ.
Значения hf , hθ выбраны таким образом, что при p = 1 ряды (5) сходятся. Из уравнений (5)
следует

f(η) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η), θ(η) = θ0(η) +
∞∑

m=1

θm(η). (6)

2.2. Уравнения деформации m-го порядка. Задачи для деформации m-го порядка фор-
мулируются следующим образом:

Lf [fm(η)− χmfm−1(η)] = hfR
m
f (η), Lθ[θm(η)− χmθm−1(η)] = hθR
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Рис. 1. h-кривые для функций f ′′(0) (1) и θ′(0) (2) в приближении 21-го порядка
при β = 1,0, M = 0,3, S = ST = 0,5, Pr = 0,6, Sf = 1,0, Nr = 0,3, Ec = 0,4

Таб ли ц а 1

Сходимость решений, полученных с использованием метода гомотопического анализа,
при β = 1,0, M = 0,3, S = 0,5, Pr = 0,6, Sf = 1,0, ST = 0,5, Ec = 0,4, Nr = 0,3, hf = hθ = −0,6

Порядок приближения −f ′′(0) −θ′(0)

1 0,414 688 0,435 500
10 0,397 984 0,366 838
15 0,397 982 0,364 065
30 0,397 982 0,362 479
50 0,397 982 0,362 302
55 0,397 982 0,362 295
60 0,397 982 0,362 295
70 0,397 982 0,362 295

Поскольку f∗m(η) и θ∗m(η) — частные решения, общее решение записывается в виде

fm(η) = f∗m(η) + C1 + C2 eη + C3 e−η, θm(η) = θ∗m(η) + C4 eη + C5 e−η .

3. Сходимость полученных решений. Решения в виде рядов (6) содержат вспо-
могательные параметры hf и hθ, обеспечивающие сходимость этих рядов. Для того чтобы
получить допустимые значения вспомогательных параметров, были построены h-кривые
для приближения 21-го порядка (рис. 1). Из рис. 1 следует, что −1,0 6 hf 6 −0,1 и
−1,2 6 hθ 6 −0,4. Заметим, что при hf = hθ = −0,6 ряды сходятся во всей области η.
Результаты расчетов для различных порядков приближения приведены в табл. 1.

4. Результаты исследования и их обсуждение. Исследовалось влияние парамет-
ра жидкости Кэссона β, параметров скольжения Sf и температурного скачка ST , а также
параметра излученияNr на скорость, температуру, поверхностное трение и число Нуссель-
та. На рис. 2 показано влияние параметра Sf на скорость. Видно, что с увеличением Sf

скорость, а следовательно, и толщина пограничного слоя уменьшаются. С увеличением

параметра жидкости Кэссона β скорость сначала увеличивается, а при η = 1 начинает
уменьшаться (рис. 3). Это обусловлено тем, что при увеличении параметра жидкости Кэс-
сона увеличивается сопротивление течению жидкости и уменьшаются скорость и толщина

пограничного слоя. На рис. 4 показано влияние параметра β на безразмерную температу-
ру. Видно, что увеличение β приводит к уменьшению температуры и зависящей от нее

толщины теплового пограничного слоя. Влияние параметра скольжения Sf на темпера-
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Рис. 2. Зависимость f ′(η) при β = 1,0, M = 0,4, S = 0,5 и различных значениях
параметра скольжения Sf :
1 — Sf = 0, 2 — Sf = 1, 3 — Sf = 2, 4 — Sf = 3

Рис. 3. Зависимость f ′(η) при Sf = 0,5, M = 0,4, S = 0,5 и различных значениях
параметра жидкости Кэссона β:
1 — β = 0,6, 2 — β = 1,0, 3 — β = 1,5, 4 — β = 2,0
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Рис. 4. Зависимость θ(η) при Pr = 0,7, Ec = 0,4, M = 0,5, S = 0,5, Sf = 0,5,
ST = 1,0, Nr = 0,3 и различных значениях параметра жидкости Кэссона β:
1 — β = 0,3, 2 — β = 1,0, 3 — β = 2,0, 4 — β = 3,0

Рис. 5. Зависимость θ(η) при Pr = 0,7, Ec = 0,4, β = 1,0, M = 0,5, S = 0,5,
ST = 1,0, Nr = 0,3 и различных значениях параметра скольжения Sf :
1 — Sf = 0, 2 — Sf = 1, 3 — Sf = 2, 4 — Sf = 3
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Рис. 6. Зависимость θ(η) при Pr = 0,7, Ec = 0,4, β = 1,0, M = 0,5, S = 0,5,
Sf = 0,5, Nr = 0,3 и различных значениях параметра температурного скачка ST :
1 — ST = 0, 2 — ST = 0,7, 3 — ST = 1,6, 4 — ST = 2,4

Рис. 7. Зависимость θ(η) при Pr = 0,7, Ec = 0,4, β = 1,0, M = 0,5, S = 0,5,
Sf = 0,5, ST = 1,0 и различных значениях параметра излучения Nr:
1 — Nr = 0, 2 — Nr = 0,4, 3 — Nr = 0,8, 4 — Nr = 1,2

Та бли ц а 2
Значения скорости f ′(0) и коэффициента трения −f ′′(0) при β →∞ и различных значениях Sf

Sf

f ′(0) −f ′′(0)

Данные

[35]
Данные

настоящей работы

Данные

[35]
Данные

настоящей работы

0 1,0000 1,000 00 1,0000 1,000 00
0,1 0,9128 0,912 79 0,8721 0,872 08
0,2 0,8447 0,844 72 0,7764 0,776 37
0,5 0,7044 0,704 40 0,5912 0,591 19
1,0 0,5698 0,569 84 0,4302 0,430 16
2,0 0,4320 0,432 04 0,2840 0,283 98
5,0 0,2758 0,277 99 0,1448 0,144 84
10,0 0,1876 0,187 56 0,0812 0,081 24
20,0 0,1242 0,124 21 0,0438 0,043 78
50,0 0,0702 0,702 23 0,0186 0,018 58
100,0 0,0450 0,045 24 0,0095 0,009 55
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Та бли ц а 3

Значения коэффициента поверхностного трения (1 + 1/β)f ′′(0)
при β = 1,0 и различных значениях M , Sf , S

M Sf S −(1 + 1/β)f ′′(0)

0 0,5 0,5 0,767 236
0,4 0,5 0,5 0,816 740
0,9 0,5 0,5 0,966 208
1,5 0,5 0,5 1,165 340
0,4 0 0,5 1,793 530
0,4 0,6 0,5 0,738 314
0,4 1,2 0,5 0,469 494
0,4 1,7 0,5 0,360 354
0,4 1,7 0 0,714 956
0,4 1,7 0,7 0,859 546
0,4 1,7 1,3 0,991 214
0,4 1,7 2,0 1,141 550

Таб ли ц а 4

Значения числа Нуссельта −θ′(0) при M = 0,4, S = 1,0
и различных значениях Nr, Pr, Ec, ST , Sf , β

Nr Pr Ec ST Sf β −θ′(0)

0 0,6 0,4 1,0 0,5 1,0 0,458 798
0,4 0,6 0,4 1,0 0,5 1,0 0,393 685
0,7 0,6 0,4 1,0 0,5 1,0 0,356 906
0,3 0,4 0,4 1,0 0,5 1,0 0,331 713
0,3 0,8 0,4 1,0 0,5 1,0 0,463 717
0,3 1,3 0,4 1,0 0,5 1,0 0,556 686
0,3 1,3 0,7 1,0 0,5 1,0 0,390 838
0,3 1,3 1,0 1,0 0,5 1,0 0,373 743
0,3 1,3 1,5 1,0 0,5 1,0 0,345 249
0,3 1,3 1,5 0,5 0,5 1,0 0,519 891
0,3 1,3 1,5 0,9 0,5 1,0 0,426 292
0,3 1,3 1,5 1,4 0,5 1,0 0,347 976
0,3 1,3 1,5 1,4 0,6 1,0 0,405 669
0,3 1,3 1,5 1,4 1,0 1,0 0,396 140
0,3 1,3 1,5 1,4 1,5 1,0 0,385 909
0,3 1,3 1,5 1,4 1,5 0,5 0,413 656
0,3 1,3 1,5 1,4 1,5 1,4 0,404 566
0,3 1,3 1,5 1,4 1,5 2,0 0,401 159
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туру показано на рис. 5. При увеличении параметра скольжения температура и толщи-
на теплового пограничного слоя увеличиваются. На рис. 6 показано влияние параметра
температурного скачка ST на температуру. Видно, что с увеличением ST температура и

толщина теплового пограничного слоя уменьшаются. Влияние параметра излучения Nr на

температуру показано на рис. 7. Видно, что увеличение Nr приводит к увеличению тем-
пературы и толщины теплового пограничного слоя. Для проверки точности полученных
результатов аналитических расчетов проведено сравнение решений, найденных с исполь-
зованием метода гомотопического анализа в настоящей работе, и результатов численных
расчетов [35] (табл. 2). Эти результаты хорошо согласуются при M = S = 0 и β → ∞.
Из табл. 3 следует, что с увеличением параметра M поверхностное трение увеличивает-
ся, а с увеличением параметра Sf — уменьшается. Значения величины теплового потока
на стенке −θ′(0) при различных значениях β, Sf , ST , Pr, Ec, Nr приведены в табл. 4, из
которой следует, что при увеличении β, Sf , ST , Ec, Nr значения −θ′(0) уменьшаются, а
при увеличении Pr — увеличиваются.
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