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Исследовано напряженное состояние в клеевых соединениях внахлестку при различных
геометрических формах клеевой выжимки. Отмечено, что применяемые расчетные схе-
мы рассматриваемой задачи включают особые точки, в которых при использовании для
расчета напряженного состояния модели линейной теории упругости возможны беско-
нечные значения напряжений. На основе выводов из решения задачи оптимизации гео-
метрии в окрестностях особых точек упругих тел предлагаются варианты геометрии
клеевой выжимки, обеспечивающие наиболее существенное уменьшение концентрации
напряжений в клеевых соединениях внахлестку.
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Введение. В задачах теории упругости существуют сингулярные решения, обуслов-
ленные наличием бесконечных значений напряжений в отдельных точках (линиях) обла-
сти, называемых особыми. К числу этих точек относятся точки на поверхности тела, в ко-
торых нарушается условие гладкости поверхности, меняется тип краевых условий, контак-
тируют различные материалы, или внутренние точки, в которых, например, имеет место
нарушение условия гладкости поверхности контакта различных материалов [1–4]. Беско-
нечные значения напряжений появляются в идеализированной модели реального объекта,
рассматриваемой в рамках линейной теории упругости. Такая модель позволяет получить
численное решение рассматриваемой задачи. Сингулярное решение, как правило, пока-
зывает, что в моделируемом объекте имеются зоны с четко выраженной концентрацией
напряжений.

Соединение внахлестку — наиболее распространенный тип клеевого соединения. Рас-
четные схемы подобных клеевых соединений содержат особые точки, в окрестностях ко-
торых при нагружении происходит концентрация напряжений.

Существуют различные способы уменьшения напряжений в клеевых соединениях вна-
хлестку. Одним из таких способов является изменение формы внешней поверхности кле-
евого слоя на концах области контакта. В соединении внахлестку с прямым торцом кле-
евого слоя, полученным в результате удаления излишков клея с краев области контакта,
имеют место неоднородное распределение напряжений по поверхности контакта и концен-
трация напряжений на концах области контакта. Изменение прямоугольной формы торца
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Рис. 1. Варианты клеевого соединения материалов внахлестку:
а — без клеевой выжимки, б — с клеевой выжимкой; 1 — материал, 2 — клей

клеевого слоя путем формирования внешних излишков клея (выжимок) позволяет рас-
пределить нагрузку на большей площади и обеспечивает более однородное распределение

напряжений.
В работах [5–12] показано, что использование выжимок на концах области контакта

клеевых соединений приводит к уменьшению концентрации напряжений как в клеевом

слое, так и в склеиваемых материалах. При этом, как правило, рассматривается только
одна форма выжимки. Исключением является работа [11], в которой проводится сравни-
тельный анализ различных форм выжимок. Заметим, что в выводах [11] о влиянии формы
выжимки на уровень напряжений в клеевых соединениях отмечается определяющая роль

угла присоединения свободной поверхности клеевой выжимки к склеиваемому материалу.
В то же время отсутствует заключение об оптимальности найденной формы клеевой вы-
жимки и эффективности предлагаемых вариантов клеевых соединений, выполненных из
других склеиваемых материалов и клеев.

В настоящей работе рассматривается вариант построения оптимальной геометрии

выжимки в клеевых соединениях при различных физико-механических характеристиках
клея и склеиваемых материалов.

1. Конечно-элементный анализ напряженного состояния в клеевых соеди-
нениях внахлестку. Клеевые соединения представляют собой составные тела. На рис. 1
приведены два варианта клеевого соединения внахлестку: без клеевой выжимки и с клеевой
выжимкой (lн, lн.в — длина участка нахлестки для соединения без выжимки и с выжим-
кой соответственно). В расчетных моделях этих соединений на поверхности тела имеются
особые точки A, B, в которых соединяются различные материалы, и точка C, в которой
нарушается условие гладкости поверхности контакта двух материалов.

При анализе напряженно-деформированного состояния рассматриваемых клеевых со-
единений c помощью численных методов возникают трудности при оценке точности и

сходимости решения в окрестностях особых точек. При использовании метода конечных
элементов одним из способов решения этой проблемы является сгущение сетки конечных

элементов. В этом случае можно добиться необходимой точности вычисления напряжений
вне некоторой окрестности особой точки. Размер этой окрестности зависит от степени
сгущения конечно-элементной сетки.

Эффективной оценкой точности результатов, полученных при численном решении за-
дачи на основе принципа возможных перемещений, является точность выполнения есте-
ственных краевых условий на свободной от нагрузок внешней поверхности образцов и по-
верхности контакта двух разных материалов. В настоящей работе использовались дискре-
тизации, обеспечивающие выполнение естественных краевых условий вне трех-четырех
элементов, примыкающих к особой точке, с погрешностью менее 1 %.

Анализ различных форм клеевых выжимок выполнен в работах [6–9, 11, 12]. В боль-
шинстве из них рассматривается треугольная геометрия клеевой выжимки с углом сопря-
жения внешней поверхности клея с поверхностью склеиваемого материала, как правило,
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Рис. 2. Формы свободной поверхности клеевой выжимки:
а — вогнутая, б — выпуклая
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Рис. 3. Составные клинья с вершиной в особых точках

равным 45◦. В работе [11] исследованы восемь геометрий выжимок, среди которых наибо-
лее существенное уменьшение максимальных значений напряжений обеспечивает форма,
образованная дугой окружности с центром и радиусом, при которых углы сопряжения

равны gA = gB = 0◦ (рис. 2). Следует отметить, что эта форма является достаточно
технологичной в реализации. В настоящей работе форма свободной поверхности клеевой
выжимки также выбрана в виде дуги окружности с центром, что позволяет получить раз-
личные углы gA и gB сопряжения внешней поверхности клея с поверхностью соединяемых

материалов в точках A и B.
При оценке напряженных состояний, полученных методом конечных элементов, пред-

ставляют интерес данные о характере сингулярности напряжений в особых точках. Эти
данные могут быть получены при анализе собственных решений для составных клиньев,
образованных касательными в особых точках к поверхностям материала, клея и поверх-
ности склеивания (рис. 3). В полярной системе координат с центром в вершине клина

собственные решения имеют вид [1]

ur(r, ϕ) = rλkξ
(k)
r (ϕ), uϕ(r, ϕ) = rλkξ

(k)
ϕ (ϕ),

где r — расстояние от особой точки; λk — собственные значения; ξ
(k)
r (ϕ), ξ

(k)
ϕ (ϕ) — соб-

ственные формы; ur(r, ϕ), uϕ(r, ϕ) — компоненты перемещений.
Процедура построения собственных решений для составного клина [13] включает на-

хождение собственных значений трансцендентных уравнений, которые могут быть пред-
ставлены в виде следующих определителей:
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gм + gк < 2π:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 mк 0 −1 0 −mм 0
0 1 0 nк 0 −1 0 −nм
1 0 −p 0 −G 0 Gp 0
0 −1 0 −q 0 G 0 Gq
aк bк −pcк pdк 0 0 0 0
bк −aк qdк −qcк 0 0 0 0
0 0 0 0 −bм −aм qdм −qcм
0 0 0 0 aм −bм pcм pdм

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0; (1)

gм + gк = 2π:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 mк 0 −e −f −mмe mмf
0 1 0 nк f −e −nмf −nмe
1 0 −p 0 −Ge −Gf Gpe −Gpf
0 −1 0 −q −Gf Ge Gqf Gqe
aм bм mкcм −mкdм −aм −bм −mмcм mмdм
−bм aм nкdм nкcм bм −aм −eмdм −eмcм
−aм −bм pcм −pdм Gaм Gbм −Gpcм −Gpdм
−bм aм qdм qcм Gbм −Gaм −Gqdм −Gqcм

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (2)

Здесь G = Gм/Gк; Gм, Gк, νм, νк — модули сдвига и коэффициенты Пуассона материала

и клея соответственно; gм, gк — углы составных клиньев, рад; p = λ + 1; q = λ − 1;
ai = cos (λ + 1)gi; bi = sin (λ + 1)gi; ci = cos (λ − 1)gi; di = sin (λ − 1)gi; e = cos 2πλ;
f = sin 2πλ; для плоскодеформированного состояния mi = 3 − 4νi + λ, ni = 3 − 4νi − λ;
величины с индексом м соответствуют материалу, с индексом к — клею (см. рис. 3).

Из соотношений (1), (2) следует, что собственные значения зависят от величин углов
gм, gк и механических характеристик νм, νк, G = Gм/Gк. При этом значения λk с дей-
ствительной частью 0 < Re λk < 1 соответствуют сингулярным решениям и определяют
характер изменения напряжений в окрестностях особых точек.

Рассмотрим примеры распределения напряжений в клеевом слое при различном ха-
рактере сингулярности напряжений в окрестностях особых точек. Свободная поверхность
клеевой выжимки имеет форму дуги окружности с углами сопряжения внешней поверхно-
сти клея и поверхности склеиваемых материалов gA = gB = g.

Параметры клеевого соединения взяты из работы [11].Модули упругости и коэффици-
енты Пуассона материала пластин и клея имеют следующие значения: Eм = 1,567·1010 Па,
νм = 0,46, Eк = 3,81 · 109 Па, νк = 0,48, толщина пластины tм = 2,54 мм, толщина слоя
клея tк = 0,762 мм. Длина участка нахлестки lн для соединения без выжимки составляет
12,7 мм (см. рис. 1,а), для соединения с выжимкой lн.в = 16 мм (см. рис. 1,б). В этих ва-
риантах при g = 0◦ радиус окружности равен lн.в− lн, при g = 45◦ он равен бесконечности
либо имеет место треугольная форма клеевой выжимки. Клеевое соединение находится
под действием растягивающего усилия P = 445 Н.

На рис. 4 приведены распределения интенсивности напряжений σи по поверхности
клеевого соединения в окрестностях точек A, B, C при различных значениях угла g (s —
координата, направленная по поверхности склеивания от точкиB через точку C до точки A
при наличии клеевой выжимки и от точки B до точки A при прямом торце).

В таблице приведены значения λ1, определяющие характер сингулярности напряже-
ний в особых точках A, B для рассматриваемых материалов. Следует отметить, что в
точке A сингулярность напряжений отсутствует только при g = 0◦, а в точке B — при
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Рис. 4. Распределение интенсивности напряжений σи по поверхности клеевого
соединения в окрестностях точек B (а), C (б), A (в) для различных углов со-
пряжения внешней поверхности клея и поверхности склеиваемого материала:
1 — без клеевой выжимки (прямой торец, g = 90◦); 2–4 — с клеевой выжимкой (2 —
g = 0◦, 3 — g = 22,1◦, 4 — g = 45◦)

Значения первого собственного числа

Точка
λ1

g = 90◦ g = 0◦ g = 22,1◦ g = 45◦

A 0,58 1,00 0,93 0,81
B 0,81 2,74 2,25 1,24

g = 0; 22,1; 45◦. При наличии клеевой выжимки внутри рассматриваемой области появля-
ется точка C, в которой также имеет место сингулярность напряжений. Для рассматрива-
емых значений механических характеристик материала и клея показатель сингулярности

напряжений в этой точке равен 0,88.

Результаты численного анализа, представленные на рис. 4, подтверждают предполо-
жение о том, что при наличии сингулярности в окрестности особой точки имеет место
концентрация напряжений. Действительно, для вариантов g = 0; 22,1; 45◦ при приближе-
нии к точке B напряжения стремятся к нулю. Для варианта g = 90◦ в окрестности точки B
имеет место концентрация напряжений. При этом величина напряжений в точке B опреде-
ляется степенью дискретизации расчетной области. При уменьшении размеров конечных
элементов напряжения асимптотически стремятся к бесконечности, что свидетельствует
о наличии сингулярного решения. При наличии клеевой выжимки в окрестности точки C
всегда имеет место концентрация напряжений. Во всех рассмотренных случаях, за ис-
ключением варианта g = 0◦, окрестность точки A также является зоной концентрации

напряжений. При этом чем меньше показатель сингулярности напряжений, тем больше
концентрация напряжений. При g = 0◦ в точке A напряжения имеют конечные значения,
что соответствует значению показателя сингулярности напряжений λ = 1.

Следует отметить, что в работах [6–8, 11] для определения лучшего варианта геомет-
рии клеевой выжимки сравнение проводилось по напряжениям в точке A или B, получен-
ным методом конечных элементов. При наличии сингулярности напряжений такой анализ
не вполне корректен, так как в этом случае значения напряжений, полученные в особых
точках, определяются степенью конечно-элементной дискретизации.



В. П. Матвеенко, Н. В. Севодина, А. Ю. Федоров 185

2. Определение оптимальной геометрии клеевой выжимки в клеевых со-
единениях внахлестку. В работах [14, 15] показано, что в окрестностях особых точек
оптимальные с точки зрения уменьшения концентрации напряжений геометрии обладают

общим свойством, которое заключается в следующем: параметры оптимальных геометрий
в окрестностях особых точек (углы gм, gк) и механические характеристики материала (νм,
νк, G = Gм/Gк) определяют границу между решениями с сингулярностью и без сингуляр-
ности.

Используем данное свойство оптимальных геометрий при выборе оптимального вари-
анта дуги окружности, соединяющей точки A и B. В данном случае рассмотрение ограни-
ченного класса поверхностей при выборе оптимальной геометрии не имеет принципиаль-
ного значения и может быть обосновано технологией изготовления клеевого соединения.

Анализ собственных значений в уравнении (1) при gм = 180◦ показывает, что для
всех gA > 0◦ имеют место собственные значения с 0 < Re λ1 < 1. Согласно свойству опти-
мальных геометрий в окрестностях особых точек при оптимальном выборе дуги окруж-
ности угол сопряжения свободной поверхности клеевого слоя и поверхности склеиваемого

материала в точке A должен быть равен нулю. В особой точке B для рассматриваемых

характеристик материалов при gB < 63◦ все собственные значения имеют действительные
части, большие единицы, при gB > 63◦ появляются собственные значения с 0 < Re λ1 < 1,
соответствующие сингулярным решениям. Следовательно, в точке B оптимальный угол

gB = 63◦. В соответствии с уравнением (2) для точки C сингулярные решения отсут-
ствуют только при gм = gк = 180◦, но в случае соединения внахлестку данный вариант не
имеет смысла. В работе [12] предлагается скругление внутреннего прямого угла в точке C.
В [12] и настоящей работе радиус скругления равен толщине пластины.

На рис. 5 приведено распределение интенсивности напряжений σи по поверхности скле-
ивания при gA = 0◦, gB = 63◦ в случае наличия скругления в точке C, а также распре-
деление σи для варианта внешней поверхности клеевой выжимки с углами сопряжения
gA = gB = 9,3◦, который согласно [11] обеспечивает наименьшую концентрацию напряже-
ний. В отличие от [11] в настоящей работе добавлено скругление прямого угла в точке C.
Анализ результатов показывает, что для полученной оптимальной геометрии напряжения
в окрестностях особых точек существенно меньше, чем для геометрий клеевых выжимок,
рассмотренных в работах [6–9, 11, 12].
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Рис. 5. Распределение интенсивности напряжений σи по поверхности клеевого
соединения:
1 — вариант геометрии клеевой выжимки из [11] (gA = gB = 9,3◦), 2 — оптимальный

вариант геометрии клеевой выжимки (gA = 0◦, gB = 63◦)
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3. Выводы. Рассмотрена задача определения геометрической формы клеевой выжим-
ки, обеспечивающей минимальную концентрацию напряжений. Полученные результаты
показывают, что для рассматриваемого класса поверхностей для обеспечения оптимально-
го по напряжениям клеевого соединения в окрестностях особых точек должен быть выбран

тот вариант геометрии клеевого излишка, который определяет границу между решениями
с сингулярностью и без сингулярности. Достаточно близкими к оптимальному варианту
являются геометрические формы, для которых отсутствуют сингулярные решения.

Результаты оптимизации геометрии клеевого соединения внахлестку могут быть при-
менены также в тех случаях, когда на поверхность тела выходит граница соединения двух
материалов.
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